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Exponenciales y logaritmos:

La funcion exponencial (propiamente dicha) es una funcion matematica, que
aparece ademas en muchas ecuaciones de la fisica.

Toda funcion exponencial tiene por dominio de definicion el conjunto de los
nameros reales. Ademas la funcién exponencial es la funcién inversa del logaritmo
natural. Esta funcion se denota equivalentemente como:

X

X—>e* 0 x—exp(x)

Donde “e” es la base de los logaritmos naturales, es decir;
In(x) = log, (x)

En términos generales, una funcion real F(x) es de tipo exponencial si tiene la
forma

f(x)=Aexp(kx) 0 f(x)=Ae¥
Siendo A,k numeros realesy e' = 2,71828...

En la grafica siguiente la curva azul representa la funcion exp(x)y la roja representa a
In(x) . Siendo la funcién exponencial la inversa del logaritmo natural, luego si,

f(x) = e*
f(x) = In(x)

f(f(x)) =In(e*)
f *(f(x)) = xIn(e)
f *(f(x)) = xIn(2,71828...)
——
Al ver la curva roja que representa al logaritmo natural, el In(2,71828...) =1
Es relativamente claro, pues el logaritmo natural se define como In(x) = log,(x), luego
si quiero calcular In(e) =log, (e) =1.

Entonces, f'(f(x))=x
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Los logaritmos mantienen ciertas identidades aritméticas muy Utiles a la hora de realizar
célculos:

o El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores.
In(ab) = In(a) + In(b)

o El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos el
logaritmo del denominador.

In(%) — In(a) — In(b)

« El logaritmo de una potencia es igual al producto entre el exponente y el
logaritmo de la base de la potencia.

In(a*) = xIn(a)

« El logaritmo de una raiz es igual al producto entre la inversa del indice y el
logaritmo del radicando.

in(y/y) = ")

X
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Problemas:

1. Encuentre el valorde x para 1+2+4+8+...+2* =1025.

Solucién:

Reescribamos el problema,

2042V 4224 2% 4 42 =1023
> 2'=1023
i=0
1_2X+l
1-2
1_2X+l
2" _1=1023
2" =1024

=1023

=1023

Apliquemos logaritmo natural a la ecuacién.

2 =1024

In(2**) = In(1024)

(x +1)-In(2) = In(2")
(x+1)-In(2) =10-In(2)
(x+1)=10

x=9

2. Encuentre el valor de x para la siguiente ecuacion e* —5e™* + 4e

Solucién:

-3x

Multipliquemos por e*, para obtener solo elementos con denominador igual a 1.

e*-5e* +4e ™ =0
e -5e* +4=0

=0
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Ahora, realicemos el siguiente cambio de variable.

e =u
u?-5u+4=0
(U-1)u-4)=0
u =1
u, =4

Devolvamonos, pues hicimos un cambio de variable

u =1=e’"

u, =4 =g
Primero,

1=e%"

In(1) = In(e**)
0=2x,1In(e)
0=2x,

X =0

Segundo,

4 =%

In(4) = In(e™?)
In(2%) = 2x, In(e)
2In(2) = 2x,

X, = In(2)

Finalmente tenemos dos soluciones x, =0 6 X, =In(2) .



Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Veterinarias y Pecuarias

DU10-1 Métodos de Cuantificacion 2009, Semestre Otofo
Ayudante Ignacio Trujillo Silva

3. Es posible medir la concentracion de alcohol en la sangre de una persona.
Investigaciones médicas recientes sugieren que el riesgo R (dado como porcentaje) de
tener un accidente automovilistico puede ser modelado mediante la ecuacion:

hex
R=06e (1)
donde x: es la concentracion de alcohol en la sangre y & una constante.

a) Al suponer una concentraciéon de 0.04 de alcohol en la sangre produce un riesgo del
10% (R =10) de sufrir un accidente, ;cual es el valor de la constante?.

b) Utilice el valor de & e indique cual es el resgo para diferentes concentraciones de
alcohol (0.17.0.19. ..)).

¢) Con el musmo valor de & 1indique la concentracion de alcohol correspondiente a un
riesgo del 100%.

d) Si la ley establece que las personas con un riesgo del 20% o mayor de sufiir un
accidente no deben conducir vehiculos ;con cual concentracion de alcohol en la sangre
debe un conductor ser arrestado v multado?.

Solucion.

a) Una concentracion de4 0.04 y un riesgo del 10%, mdica que x=0.04 y R=10. Al
sustituir estos valores en la ecuacion (1) se obtiene:

10 = 62O
B:eowc
6
10

log, & 0.04%  (Definicion del logaritmo)

1
0.04

=

111£ 2
6

Con el valor de & encontrado, la ecuacion (1) se puede escribir en la forma:

R _ 6812 Tix (2)
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b) Alsustitiir x=0.17 enlaecuacién (2). se obtiene: R =6e>"""" =526

Este resultado indica que para una concentracion de alcohol de  0.17, el riesgo de sufrir
un accidente es del 52.6%.

¢) Alsustitur R =100 en la ecuacion (2) y solucionando para x se obtiene:

100 = 66’12 Tix

100 _ RERCE
6
100 it .
log, Y =12.77x (Definicion del logaritmo)
= Lln@ =0.22
1277 6

Lo que indica que para una concentraciéon de alcohol de 0.22, el riesgo de sufrir un
accidente es del 100%.

d) Con R=20 enlaecuacién (2). se determina la concentracién x de alcohol en la
sangre:

20 = 6€]Z.77J\'
20

2 _ i
6

! lng =0.094
2 96

Este resultado ndica que un conductor que presente una concentracion de alcohol mayor o
iguala 0.094 debe ser arrestado v multado.

4. Una coloma de bacterias crece de acuerdo con la ley de crecimiento no inhibido. Si la
cantidad de bacterias se duplica en tres horas: cuanto tiempo tardara la colonia en
triplicar su ntmero?

Solucién.

Recuerde inicialmente que el nimero N de células en un instante 7 es:

N@®=N,e" (1)

donde N,: esla cantidad inicial de bacterias presentes y & es una constante positiva.
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La afirmacién: la cantidad de bacterias se duplica en 3 horas, significa que:

Pero de acuerdo a (1), N(3)= E\"Oeyc
Asique: N(3)=2N,=N,e*
Luego. ef=2&3k=In2

De donde k= % In2~0.231

Con dicho valor de k. la formula (1) se transforma en:

N(f) = NOeO (5

N(3)=2N,.

Alora, el tiempo ¢ necesario para que el tamailo de la colonia se triplique necesita que

N =3N,. Sustituyendo en (2) yresolviendo para ¢ se obtiene:

N
3}\-’0 = .NTO eO.‘Jl!

1
0.231

De donde, 7=

triplique.

In3 ~4.756 horas. Se necesitan 4.756 horas para que el tamaio se
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1. Una crisis econdmica hace que los ingresos anuales de una compafiia
hayan descendido de $742.000 en 1988 a $632.000 en 1990. Si los
ingresos siguen un comportamiento exponencial de decrecimiento, ;Cual
sea su valor en 19917

Solucion:

Consideraremos t igual a cero, en el afio 1988.

Luego, usaremos el modelo exponencial y =ce” | donde medimos a t en
anos. Por condicion inicial C, sabemos que ¢ =742.000.

Luego, el afio 1990 representa el afio (t =1990 -1988 = 2), pues hemos
considerado a 1988 como (t =0). Siguiendo y =632.000 cuando (t =2),
luego tenemos

y = 632.000 = 742.000e%
0,85 = e /In()

In(0,85) = 2k
k :@ _ 008

Finalmente, en el afio 1991 (t =1991-1988 = 3), podemos esperar que los
ingresos de la compafiia sean iguales a

y =742.000e* =742.000e*°% ~ 583.678

Se debe tener claro que lo que se resuelve en este tipo de problemas son las
ecuaciones diferenciales de la forma y' =ky .
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2. Las ventas S (en miles de unidades) de un producto nuevo, después de

estar en el mercado durante t afios, vienen dadas por una funcién
k

exponencial S =ce!

a) Hallar S en funcién de t, si se han vendido 5000 unidades despues de 1
ano, y el punto de saturacion el mercado es de 30000.

b) ¢ Cuantas unidades se han vendido en 5 anos?

¢) Dibujar una grafica de esta funcion de ventas.

Solucion:

: K/ ; -
a) Usaremos el modelo exponencial s =ce’! |, donde medimos a t en afios,
por condicion inicial se define C.

La saturacion se puede interpretar como el IimS =limce’! | un analisis
t—oo

t—o
conveniente y bastante aceptado es buscar el maximo de la funcién ventas (S),
el resultado de ese analisis es el limite descrito anteriormente.

. K/ -
limce’t = ¢, luego como la saturacién es un dato ¢ =30.000 .
t—w

También sabemos por enunciado que en el afo 1 se han vendido 5000
unidades, que se traduce

6
—In(6) =k

-In(6),/
Finalmente S, es igual a la funcion S =30000e !

b) En b) solo basta reemplazar (f =5), en la funcién ventas (s).

~In(6)/
S(5)=30000e “* ~20965
Se debe tener claro que este problema especifico es resolver la ecuacion

diferencial de la forma y' = —%y .



Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Veterinarias y Pecuarias

DU10-1 Métodos de Cuantificacion 2009, Semestre Otofio
Ayudante Ignacio Trujillo Silva

3.

El estroncio —90 es un isotopo radiactivo peligroso. Debido a su seme-
janza con el calcio, es facilmente absorvido por los huesos del cuerpo
humano. La vida media del estroncio—90 es de 28 anos. Si los hue-
sos absorven cierta cantidad, debido a la exposicion a una explosion
nuclear, jqué porcentaje permanecera en ellos después de 50 anos? !

Solucion v Puntaje:

La funcién que describe la cantidad de materia en funcién del tiempo
es
f(t) = K exp(—Fkt), (1 punto)

medidos en alguna unidad de masa vy £ en anos, K es la masa inicial.

f(50) = K exp ((%) -50) . (1 punto)

Luego

Luego el porcentaje de Estroncio—90 que queda después de 50 anos

es:
K -
- = f(28) = K exp(—28k) (1 punto)
% = exp(—28k)
—In(2) = —28k
In(2) - )
k= TR (1,5 puntos)
Luego

f(50) = K exp ((%) 50) . (1 punto)

Luego el porcentaje de Estroncio—90 que queda después de 50 anos

es:
—In
100 exp ((%) 50) % ~29% O

(1,5 puntos)
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4. Inicialmente se contaba con 600 gramos de carbono 14, cuanto tendré en 20
afios, si su vida media es igual a 5.730 afios ? (Considere un comportamiento
exponencial)

Propuesto!



