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Nota importante: Las trigonométricas al parecer no entran.

Limites que tienen al infinito: Normalmente estos limites dan como resultado infinito en
el numerador e infinito en el denominador, es decir, infinito partido infinito.

Cuando tengo una constante partido por infinito, se considera cero:
Ejemplo:
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lim,, o o= 0 6 lim,,e == 0
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Una técnica bastante simple y practica para resolver este tipo de limites, es multiplicar
por uno, es decir, multiplicar en el numerador y el denominador por uno dividido por el
elemento de mayor grado.

if?oz;c2+3'1/ _ xmw2x? 3
X 32
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Como vimos en un comienzo los limites de la forma constante partido por infinito son
iguales a cero.

Luego,
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b)

o 5x3+2x%+1
lim =
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X—00 x3+3 00

Multiplicando por uno partido por el polinomio de mayor grado.

5x3  2x 1
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Como vimos en un comienzo los limites de la forma constante partido por infinito son
iguales a cero.

Luego,




Limites Varios:

1. Calcular los sigmentes limites

(a)
. 3 - 3
r—lerr—ll;11+2 - —14+2
3
1
= 3 (4.270)
(b)
S 1-(z+1)
lim 2L = lim =L
x—0 T r—0 T
= lim_—I_
z—0 x(x + 1)
= lim —
0 r +
1
o 0+1
= -1 (4.271)
(c)
Li_rré|;1:—2| = |2-2
= 0 (4.272)
(d)
lim—it-l_l_2 = lim $+-_2- rtl+2
r—3 T —3 T 13 T —23 Vr+14+2
= lm z+1—4
- 3 (z—3)(Vz+1+2)
. r—3
= lim

=3 (x - 3)(VZ+1+2)

= lim

1
—=3.r+1+2



(e)
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% (4.273)
4+104+3
17 (4.274)
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= lim3+h+h
h—0
3 (4.276)
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k) fim - = 1

F—a (1
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2. Calcular los signientes limites (si existen)

(a)  limf(z)

para
3 T <2
F(I}_{n ™2
()  lmgl)
para
() = r—2 r<3
PTI =1 —2? 4 8z — 14 T =3

Solucion:

2. (a) Para este ejercicio debemos ver los limites por la izquerda vy
derecha de f(x). Primero calculemos el limite por la derecha

lim f(z)=3 (4.281)

r—
Ahora, calculemos el limite por la 1zquierda, esto es

lim f(z) =0 (4.282)

r—2-

Como los limites no son iguales por la derecha como por la
izquierda, concluimos que el limite def(x) no existe

(b) Debemos seguir los mismos pasos que en el ejercicio anterior.

lim g(z)=3-2=1 (4.283)
lim glr)=—-(3)+8-3 - 14=1 (4.284)

Como ambos limites son iguales entonces el limite existe vy es igual
a

lim g(x) = 1 (4.285)



5. Calenle

flz +h) - f(z)

i
(a) flx) =a2® + 5z +3
(b) flz) ==
Calcular
(a)
o (r+h)*+5x+h)—3— (27 +5x+3)
SRR Bk A
24+ 2zh+h* —~5r+5h+3—122—5x -3
= lim
h— h
. 2rh+h*+5h
= lim _
h—0 h
= lm2r+5+h
h—D
= 2r+5 (1.288)
(b)
Ihm rth- VT lirrlqr-l_h_ﬁ.‘jj_'_h-'_ﬁ
h—0 h h—0 h Vi+h+yT
; r+h—1x
= lim
h—0 hiy/r + h 4+ /7)
. h
= lm—
=0 hivr + h+ /1)
i 1
= lm
1
NZEN
= 1_ (4.289)
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7. Ud. sabe que

sin(x)

lim =1
r—0
Pruebe que
(a) I 1 — cos(x) _0 (b) T tan(3x)
r—0 T 7—0 T
Probar
(a)
1 —cos(x) ~ 1—cos(z) 1+ cos(x)
lim = hm .
z—0 x 10 T 1 + cos(x)
2
_ lim 1 — cos®(x)
= 0 z(1 + cos(x))
oy sin”(x)
— 2% z(1 | cos(z))
. sinlx)  sin(x)
= h”ﬁ. ' 1 —
T— .'rl + coslx)
B 0
T4
= I
(b)
. tan(3x) sin(3z)
1"]—1}-111 3 B I]—rﬂl]cos{:jm}
o sin(37) 3
B E cos(3x)
—1
3

0 cos (3

[

(1.201)

(1.202)



8. Calcular los sigmientes limites

: 2r? + 1
1
(a) r3 2z
(b) lil‘;’l_ r? -9
. hr+1
© i (5g)
T

(d)

: : .ol
(1) Ill,IE.h VT sin (;) (k)
: . sin(2r)
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2 . 92
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N 4
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(b) 111;1_ 2 —9
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m—
lim 1 sin (E)
—0 T 3

. 1 —cos(x)
hm —
r—( 72

lim #° sin (i)

T— T?

2—x
1 -
IEEL VA — Az + 2?
- sin(3x)
=0 sin(27)

(4.203)

(1.294)

Como z2 s1  — 3~ tiende a un mimero menor que 9, entonces
x? — 9 serd menor que 0 cuando = — 3. Por lo tanto el limite no

existe, al no exisiir las raices de un nimero negativo.

11m5.:;+1 _ 5-3+4+1
r—3 12 — 8 32— 8
1541
- 0-—8
= 16




(e)
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r—0+ sin(+/T)
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r—0 &

lim 1 sin (

r—0 7

r—0 _1'9

1 — cos(z)

) 1
) Sty Ve
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o s

—1

(4.206)

sin(r) sin(z)

o T

—1 —1

(4.207)

(4.208)

1 —cos(z) 1+ cos(x)
1+ cos(x)
L 1 — cos?(x)

=0 12(1 + cos(x))

sin?(z) 1
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r—0 2
e

—1
1
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(4.299)



(h)

. ‘E .
llm =~ sin (—
r—U :I2

iw]i>111]1+ VT sin (%)
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2—zx

sin(2x)

r—0 1 cos(3x)

r—0 2
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sin(3x)
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3
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9. Discuta la continuidad de la funcién compuesta hiz) = j{g(x)) para

(0 fz) =& alz)=z-1
(b) flz) =1 glz) =35
() flz) =% glzl=3

Ver discontinuidad de h(z) = f(g(zx))

() f@) =%  ge)=z—1
Entonces
1

h(z) = — (4.305)

La funcién h(z) es discontinua cuando el denominador es cero,
o sea, cuando r = 1. Ademas no se puede calcular una raiz de
un numero negativo. Por lo tanto esta funcion es continua para

todos los

(b) fle) =1  glx) =35
Entonces

—r—1 (4.306)

-

h(x) =

[y

T—

Esta funcidn es continua para todos los
(0 fl@) =L gla) =1
Entonces

RN (4.307)

Vi

Esta funcion es continua para todos los

h(x) =



10. Encuentre las discontimudades de las funciones dadas. S1son evitables,
encuentre una fluncidn [ tal que demd ) = dome(f) y [ sea continua eo

es0s puntos.
, r—1
) =—m —
@) fin) =
) |z + 2|
0 fia) ="
) T
lr) = —
© o)==
. 5+1 r =<2
) = 2 —
() fl"r}_{ 3—r x>=2
r—1 r—1 .
Plp) — — ' 4.308
(2) [) +r—-2 (z+2)(x—1) ( )
Fsza funewm es discontinma en 2 = —2 yen ¢ =1

Para ver =i las discontinnidadss son reparebles debemos ver si el
limite por la derecha y por la izquierda de cada discontimmdad es
1pual. =51 lo son, entonces la discontimudad es reparable.

Primero veamos para x = 1

I r—1 T 1
S (@ 1 2z 1) =olrz |2

=T

1

= 3 (4.309)
. r—1 R 1
i m ) (r —1) S B

= - — 5

— E (4.310)

Por lo tanto
1 .

lim f(x) — (4.311)

r—1 i



Ahora veamoes para r = —2

Tirn z | — lim 2
-2+ (v 4+ 2)(x — 1) -2+ 7+ 2
B 1
=21 +2
- = (4.312)
l. T — 1 _ . 1
el (x4 Dz —1)  aol-z 42
B 1
T 12
- (4.313)

Por 1o tanto como los dos limites son diferentes, no existe el limte,
v no podemos reparar la discontinuidad.
Definamos la nieva funcion f como

B z—1 : .
- ?H—_ | T E T
= { ; q r—1 4.314)
| |z | 2] .
b r) — (4.315
Esta [uncion tiene una discontinuidad oo evitable en © = —2
. T .
Fl(p) — (4.316
(c) 1@ = 4.316)
Esta funcion es continua para todos los r € R
. = +1 x <2 .
(d) flz) = { i g (4.317)
Calculemos el limite cuando @ — 2 de f
Para ello calculemos primero el limite por la izquierda
lim j Emg +1-2 (4.318)
Ahora caleulemos el limite por la derecha
I T /
Tli%l+ f= 1-1—12-14"3 r)=1 4.319)

Como ambos limites son distintos, entonces se trata de una dis-
continmidad no evitable.



11. Dar un ¢jemplo de une funcion | que no sea continua en mngun punto
pero tal que | f| sea continna en todos los puntos.

Una funcion que sea discontinua en tocos los puntos y que su maodulo
sea continuo, podria ser

1 51 1 €3 1rraclonal .
f(I] - { 1 s1 x o5 roclonal (4'32[]"

Si1 a esta funcion le celculamos el module obtenemos la sigmiente funcion
|f(z)] =1 (4.321)

Que al ser una funcion constante es continua en todos los puntos



2.4.2. Ejercicios resueltos sobre continuidad de funciones.

1. Considérese la funcion definida por:

4, X =

1

fx)= 1 xi-4

Analicese la continuidad de f enelpunto x=2. Sies discontinua, clasifique la
discontinuidad.
Solucion:
Se debe analizar si f satisface las condiciones para ser continua en x = 2.
1. f(2)=4 (Existe)

i Lim £(x)= Lim £(x)=Lim f(x) = Lim ==
x—27 x—+2" x—2 =2 2 _ 4

. =2
= Lim
=2 (x=2)x+2)

. 1 :
= Lim = — (Existe).
=2 x4+2 4

. 1
iii. Lim f(x)==—= f(2)=4
x—2 4
Como falla esta ultima condicion, f no es continuaen x=2.

: 1
Ahora, puesto que LU?; fx)= 1 (existe). la discontinuidad es removible o
=

evitableen x=2.
Para remover o evitar la discontinuidad. se redefine la funcion, de forma que coinciden

Limg(x) con g(2).
x—t

-_ 7
Asii g(x)=4% —4
L. x=2
L 4

I
2

Enla fig. 2.14. aparecen las graficasde fy g cercade «x



2 1
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Fig 2.14 Fig 214
fig. 2.14.

2. Considérese la funcion f definida por:

[2.\' 11l s ox =1

f(x)=-+
’ ' 243 s ox=1

Anmnalicese la continmdad de [ enelpunto x=1. Si f es discontinua, clasifique
su discontinidad.

Solucion:

Como en el caso anterior, se analizan primero las condiciones de continuidad.

1. f(1)=2.1-1=3  (Existe)

Lim f(x)— Lim(x* +3) - 4
x—1* x—=1"

0 = Eﬁ{? f(x)  NOEXISTE

Lim f(x)=Lim(2x+1)=3
x—=1" x—=1"

De i y ii. seconcluye que f noescontinuaen el punto v=2.



Ademas. como L?'?-'lf S(X) NO EXISTE. la discontinuidad es ESENCIAL ¥ 1o
x—3

puede removerse. En la figura 2.15. aparece dibujada la funcion f

Ya
|
r“x|lr
.,
4 il
»
Fd
i
)/
/
: Py
Fig 2.15
fig. 2.15.
3. Considerese la funcion [ definida por:
3x+b6a si FaT
Jlixk=n8ox =fh BT =3 =ms3
X=A2h: i X =3

Determinense los valores de las constantes @ v b paraque [ seaconfinuaen
todo su dominio.

Solucion:

Como [ ha de ser continua en todo su dominio, debe serlo en particular en los puntos
Xx=-3 y x=3.

De la continnidad de f enelpunto x=-3. se deduce que:

Lz’n;_ §if bl qu;_ f(x)= f(-3) (1).

B

r—-3

Pero, Lim f(x)= Lim (3x+ 6a)=-9+ 6a (2).
5 x—=»=3"

También, Lf}?;* S Lfn;‘r (Bax —7b)=—-9a—-7b = f(-3) (3).
3 —»—3"



Sustituyendo (2) v (3) en (1) se obtiene:
15 +7b =9 (4).

De la continuidad de f enelpunto x=3. se deduce que:

Lim f(x)=Lim f(x)=f(3) (5

Pero. ;E_f)r;{ f(x)= IL_::;: (3ax —T7b)=9a—-7b = f(3) (6).
También. ;Eif;r fix)= IL_?:;&_(I —-12b)=3-12b (7).
Sustituyendo (6) vy (7) en (5) se obtiene:

9a+5b=3 (8).

Al resolver simultaneamente las ecuaciones (4) vy (7) se obtiene finalmente los
valores: a=2 y b= -3.

Con estos valores. ;jcomo queda definida la funcion f? Dibujesele.



Halla los valores de a y b para que lasiguiente funcion sea

continua:

Ix-a si o ox<1
flx={2x+bx+a si l<x<2
Ix+1 si x=z=2

Solucién:

- Dominio f(x) =R
Si x#lyx=#2 f escontinua, pues esta formada por funciones que
son continuas en los intervalos corespondientes.

- En x=1:

Jfr{iﬂx} = .I'I'J’I‘.H 3x-al=3-a

limfix) = lim{2x* + bx+al=2+b+a

1" x—T

fll=2+b+a

Para que f sea continuaen x=1, hadeser: 3-a=2+b+a —» 2
a+b=1

- En x=2:

limflx) = liml2x* + bx+al=8+2b+a

x—2" x—7

limfix|= lim(3x+1=7

x—27 227
f2)=7

Para que f seacontinuaen x=2, hadeserr 8+2b+a=7 — a+
2b=-1

Uniendo las dos condiciones antericres, tenemos que:

2a+b=1 | b=1-2a

a+2b=-1 a+21-2a)=-1 — a+2-4a=-1 --3a=-3 — a=1; b=-1



