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Area de Mateméaticas
Guia 15M2: Funcién cuadratica.

Funcién cuadratica

Continuando con mas funciones, en esta ocasién veremos una muy conocida, la cual corresponde a la funcién
cuadrética.

Funcion Cuadratica

Una funcién cuadrética es de la forma: f(z) = az?+bx+c, donde a, by ¢ son coeficientes reales. Recordando que
una ecuacién cuadrética es de la forma axz? + bx + ¢ = 0, entonces podemos ver la funcién como una ecuacién
cuadratica en donde la x es una variable, y lo que en realidad estamos buscando es cudles son los valores
que puede tomar al evaluarla segtin la féormula. A continuacién, veremos esto graficamente para entenderlo
mejor.

Es importante mencionar que la funciéon cuadratica cumple lo siguiente:
» Su dominio son los reales. (Dom(f) = R)
» Su Codominio son los reales. (Codom(f) = R)

» El recorrido de f depende de la concavidad que tenga la funcién, es decir, si es céncava(cuando la parabola
es una cara triste o mas formalmente, cuando se abre hacia abajo) o convexa(cuando la parabola es una
cara feliz o cuando se abre hacia arriba)

= La funcién puede tener ceros.
= Esta funcién es continua en todo su dominio.

= Kl crecimiento también se divide por intervalos y dependerd de su concavidad.

Una funcién cuadratica se representa graficamente a través de una pardbola, en la cual podemos identificar un
eje de simetria, su concavidad, el vértice, y sus intersecciones con el eje x e y. Veamos qué significan
estos conceptos.

Eje de sitmetria: Una parabola cumple la propiedad de ser simétrica, lo que significa que si dibujdramos
una recta que pasa por su centro, obtendremos dos curvas iguales, como si se miraran una a otra frente a un
espejo. Esta recta, es de hecho lo que se denomina un eje de simetria. En el caso de funciones cuadraticas,
este eje siempre serd paralelo al eje y, tal como se muestra en la siguiente figura.
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Y Eje de Simetria

Concavidad: Depende del coeficiente a, y corresponde basicamente a si la parabola apunta hacia arriba o
hacia abajo. En concreto, y dicho formalmente, tenemos dos tipos de concavidad:

Parabola Convexa (a > 0) Parébola Concava (a < 0)
Y )

Vértice: El vértice de una parabola es un punto que estd justo en medio de la curva, por lo que pasa por el
eje de simetria. Lo podemos calcular a través de la siguiente férmula:

—b —b
V=[— —
< 2a’ / < 2a ))
O equivalentemente, a través de la férmula:

R dac—b*\ <—b A)
-\ 2a’  4a ~ \2a’ 4a
En el contexto de funcién cuadratica, este punto puede representar el maximo o minimo de ella. ;Cual es
cudl?

» Pardbola convexa (a > 0): el vértice sera el minimo de la funcién.
» Pardbola concaba (a < 0): el vértice serd el maximo de la funcién.

Lo anterior lo podemos ver claramente de manera grafica:
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Parabola Céncava (a > 0) Parabola Convexa (a < 0)

Y y Vértice

P x t X
Vértice / I \

Tip: Para recordar en que direccién va a estar su parabola les puede servir lo siguiente:

» Si a es positivo (a > 0), la pardbola también “es postiva” , es decir, tiene la forma de una cara feliz
o.

» Si a es negativo (a < 0), la pardbola también “es negativa”, es decir, tiene la forma de una cara triste
.

Interseccion con el eje y: La pardbola de una funcién cuadritica siempre intersecta el eje y en punto
(0,¢), es decir, en y = c. y

Ceros de la funcion: Se les llama ceros de la funcién a los puntos que intersectan al eje x. Ademés, podemos
verlo de manera tal que estos puntos corresponden a las soluciones de la ecuacién cuadratica asociada. Es decir,
los valores de x tales que y = 0 (y por tanto, podemos calcularlos con las mismas herramientas que usamos
para encontrar las soluciones de una ecuacién cuadrética). Recordemos qué tipo de soluciones podemos tener
segin su determinante:

= Si A =0 : las soluciones seras iguales y reales.

= Si A > 0 : las soluciones serds diferentes y reales.

= Si A <0 : las soluciones serds imaginarias.
Gréaficamente, tendremos que:

» Si las soluciones x1, x2 son reales (independiente de si son iguales o diferentes), entonces intersectan al
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eje x,y por lo tanto, x1, xo seran los ceros de la funcién. En caso de que sean iguales tendremos que el
vértice de la funcién se encuentra justo sobre el eje x, y que ademas el vértice es igual a las soluciones.

= Si las soluciones x1, x2 son imaginarias, no intersectan al eje x, y por lo tanto, no seran ceros de la funcion.
A continuacién, podemos ver esto de manera grafica.

Ceros de una funcion cuadratica
Yy ) )

® T \‘ X X
Tl = T2 (L’U%Q

Dos soluciones iguales Dos soluciones distintas Sin soluciones reales

Ejemplo de aplicacion

Sea la funcién f(x) = x2+2—2. Veamos cémo luce su grafica, y cémo encontramos el eje de simetria, concavidad,
vértice e intersecciones con los ejes.

Para graficar una funcién podemos evaluarla para diferentes valores de x, y asi conocer dénde estarian sus
respectivos puntos con respecto al eje y. Una manera ttil y sencilla de hacerlo, es llenando una tabla como la
que se muestra a continuacién. Ademds graficando y uniendo los puntos obtenidos se puede construir finalmente
la grafica buscada.

E3 f(x) =y \ Y !

3 £(-3) =(-3)2+(-3)—2= 4 * T !

2] f(-2) = (=22 +(-2)—-2= 0 \ 1 I

A = ()2 r (- —2= 2 \ !
0f(0)=(02+(0)—2=-2 \ T
LIf()=(1)°+(1)-2= 0 \ +

2 f(2):< 2)2+( 2)_2: 4 | \x. | AI | | €T
3[H(3)=(32+(3-2=10 SN s

o _#

Si bien esta es una buena metodologia, es un proceso muy extenso si es que queremos saber el valor de muchos
otros puntos. Asi que el conocer los valores del eje de simetria, vértice, concavidad y/o intersecciones con los
ejes, nos ayudard a ahorrarnos tiempo y nos dard mas informacién. Veamos cémo encontrarlos:

Concavidad: Recordando la forma de una funcién cuadratica, lo primero que debemos hacer es identificar los
coeficientes.

Coeficientes
a=1[b=1]c=-2
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Luego, debemos mirar el signo de a. En este caso, como a = 1, es positivo, y por tanto la parabola sera
coéncava.

Vértice: Para encontrar el vértice de la funcién solo basta reemplazar los valores de los coeficientes encontrados
anteriormente, en cualquiera de las dos férmulas. Luego, nos queda:

(b dac—b*\ [ —(1) 4-(1)-(-2)—-(1)*\ (-1 —8—-1\ /-1 -9
V_<2a’ 4a )‘(2.(1)’ 4-(1) )‘(2’ 4 )‘(2’4)

1 - -1 -9
Y entonces, el vértice serd el punto (—2, 4), en donde > serd la coordenada x, y el punto e sera la

coordenada en y.
*Notemos que como la funciéon es concava, el vértice serd el minimo.

Eje de simetria: Recordemos que el eje de simetria es una recta que pasa por el vértice, y es paralela con
respecto al el eje y. Teniendo en cuenta eso, y que conocemos el vértice de esta funcién, solo nos basta tomar
su coordenada x. Entonces el eje de simetria sera:

-1
x = coordenada x del vértice = >

Interseccion con el eje y: La interseccién con el eje y la podemos encontrar a través del coeficiente ¢ antes
encontrado. En este caso sera:

y = coeficiente ¢ de la funcién = —2

Ceros de la funcién: Los ceros de la funcién los encontramos a través de la ecuacién asociada. En este caso:
2?2 +x — 2 = 0. Viendo la forma que tiene, y recordando lo que sabemos de ecuaciones cuadraticas, podemos
resolverla a través de factorizacion o usando directamente la féormula.

Método 1: factorizacién Notamos que en este ejemplo la funcién tiene la forma de un binomio con factor
comun. Asi que nos queda:
(z—1)(x+2) =0

Y viendo la ecuacién de esa manera, podemos extraer facilmente que las soluciones son: t =1y z = —2.
Método 2: féormula Utilizamos los coeficientes encontrados anteriormente en la férmula de ecuacién cuadra-

teas bV —dac —(1)E/1)2-4-(1)-(-2) -1+v/1+8 —-1+£V9 143
N 2a N 2. (1) N 2 22

Evaluando el simbolo 4 obtenemos:

X

-1+3 2 -1-3 -4
l‘lz :7:1’1‘2: :7:—2
2 2 2 2
Notamos que con ambos métodos llegamos a que las soluciones a la ecuacién cuadratica son z =1y z = —2.

Entonces, estos corresponderdn a los ceros de la funcién (los puntos en donde la grafica intersecta al eje x).

cloe
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