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e [Definicion: Grado]: Se define el grado de una ecuacién en una variable  como el mayor exponente que
aparece asociado a la variable . Por ejemplo:

— La ecuacién en z, 3 — 222 + 2 = 3 tiene grado 3, pues el mayor exponente para x es 3.
— La ecuacién en t, 2t* — t° = 3¢ tiene grado 5. El mayor exponente en ¢ es 5.
— Sean a y b niimeros reales y p > 0. La ecuacién en x, 2azP +aP~1 + 5P = 0 tiene grado p. Notemos
que la ecuacidén estd en x, entonces nos fijamos sélo en los exponentes de x.
e [Teorema Fundamental del Algebra]: Consideremos ecuaciones en la variable z. Una ecuacién de grado
n, con m un ndmero natural, posee n soluciones (raices o ceros). Por ejemplo:
— 23 — 2% + 2 = 0 tiene grado 3, por lo tanto tiene 3 valores de = que al ser reemplazados cumplen la

igualdad. Ejercicio: Verifique que x = 0 es un valor que satisface la ecuacién. En otras palabras, 0 es
una raiz de la ecuacion.

Importante: No siempre las soluciones van a ser niimeros reales. El teorema nos garantiza que existen
soluciones, jpero no nos garantiza que sean todas ntimeros reales!

o [Definicién: Ecuacién cuadratica]: Una ecuacién cuadratica (o de segundo grado) con una incdgnita =
se puede expresar como:
ar? +bx+c¢=0, a,b,ceR, a#0

Ejercitacion: Determine cudl(es) de las siguientes ecuaciones es cuadratica:

1)@1}3_1}2_'_1'_1:0,0,61&,(1,#0 3)3.%2—%:65:1
2) x—a? =8 4) br — 22> =8,bcR

e [Definicion: Operador +]: Antes de pasar a la forma de solucionar ecuaciones cuadraticas, necesitamos
definir el operador +. Intuitivamente, este operador representa que la expresién toma los dos signos por
separado, por ejemplo:

— 24+ 3 tiene dos opciones, 2+3=502—-3=—1.

— x # *£1 quiere decir que = no puede ser igual a 1, ni igual a —1.

Como podemos ver, es una forma de ahorrar escritura.

Observacién: Vimos anteriormente que para nimeros reales (z € R), esta propiedad se cumple:
Va2 = |z

Es importante notar que a veces tendremos ecuaciones de la forma |z| = ¢, con ¢ una expresién. Para
deshacernos del valor absoluto, debemos considerar que = puede ser tanto negativo como positivo, por lo
tanto, las ecuaciones de ese estilo tienen como solucién z = =+c.



e [Forma general de solucién]: Una pregunta vélida es: jcémo podemos solucionar una ecuacién cuadrética?
Usando lo aprendido en las clases anteriores. Consideremos la ecuacién en su forma general:

ar’ +br+c¢=0, a,b,ceR, a#0

Nuestro objetivo es despejar la variable z. Queremos deshacernos del cuadrado. Lo mads intuitivo es dividir
por a # 0 para intentar factorizar:

Esto dltimo tiene la forma de un binomio cuadrado perfecto (z + y)2 = 22 + 22y + y%. Notemos que si
llamamos y a la incdgnita que nos falta para completar el cuadrado de binomio, entonces:

b b b
2y = —x — 2yYy=— — Y= —
a a 2a

Luego, nuestro binomio al cuadrado serd de la forma:

+£2_2+2£ + by
v 2a -7 2ax 2a

b2
=2+ - x4
= — . R
a 4a?
b2
Esto nos sugiere sumar y restar el término 122 en la ecuacién (%) para poder formar el cuadrado de binomio.
a
Esto es equivalente a sumar un 0, con lo cual no estariamos afectando la expresion. Entonces:
(%) 2 b . b? b? n c
*)=z"4+-—2+-—5——5+—
a 40?2  4a?  a

L b 2 2 i
= :L' —_— —_ —_
2a 4a?2  a
Volviendo a la ecuacién original, que estaba igualada a 0, tendremos:
42 gL + -0
€T —_ _— —_ =
2a 4a?2  a
b 2 62 C><4a
(”” * 2> T I oxie

x—i—i 27b2—4ac
2a)  4a?

b Vb2 —4
w4 | = YA (Aplicamos /..~ a ambos lados)
2a 2|a|
b Vb2 —4
PRI A A (£ hace que |a| = a)
2a 2a
b Vb2 —4dac
g=—— k"
2a 2a
—b+ Vb? — dac
xr=
2a

Asi, hemos deducido la férmula general para solucionar una ecuacién cuadratica. Es decir, si

ar’ +br+c=0, a,b,ceR, a#0



Entonces las soluciones son:
—b+ Vb? —4dac
2a
Esta féormula es conocida como la férmula de Bhaskara.

xr =

[Definicién: Discriminante]: Se define el discriminante (escrito como A) mediante la siguiente férmula:
A =b? — dac

Notemos que este discriminante aparece dentro de la raiz cuadrada de la férmula deducida anteriormente.
El valor que tenga A nos entregara informacién sobre las soluciones:

— Si A > 0, entonces la ecuacién cuadratica tiene 2 soluciones reales y distintas.

— Si A =0, entonces la ecuacién cuadratica tiene 2 soluciones reales e iguales.

— Si A < 0, entonces la ecuacién cuadratica no tiene soluciones reales.

Veamos por qué. Sabemos que la solucién general es:

L —hEVP —dac _ —bt VA
N 2a N 2a

Analicemos el caso mis sencillo. Si A = 0, tendremos que:

—b++/0 —b
r=———"=

2a - 2a
pues sumar o restar un cero nos da el mismo resultado. Ahora bien, si A > 0 tendremos que la raiz cuadrada
estd bien definida, pues sabemos que sélo recibe nimeros positivos (vimos que /z no existe en los ndmeros
reales para x < 0). Como VA > 0, entonces tendremos 2 soluciones distintas en los niimeros reales.

Para A < 0, tendremos que VA no existe en los niimeros reales, por lo tanto las soluciones de x tampoco

pueden existir en dicho conjunto.

[Aplicacion]: Encuentre las raices (soluciones) de:

22 4+3x—-5=0
Solucién: Aplicando la férmula de Bhaskara. Identificamos a = 1, b = 3, ¢ = —5. Luego, tenemos que:
—3+/32—-4-1-(-5) —-3++29
Tr = g
2-1 2

Asi, las soluciones son:

3429 —3-v29

T+ 2 T T

Se puede comprobar que al reemplazar estos valores en la ecuacién original, se satisfara la igualdad.
[Propiedades de las raices (ceros)]: Sean z; y x2 las soluciones de una ecuacién cuadrética de la forma:
ar’ +br+c=0, a,b,ceR, a#0

Es decir, al reemplazar x; y 2 en dicha ecuacién, se cumple la igualdad. Estas raices cumplen:

* X1+ T2 = —
a
C
* T1Tg = —
a

Demostracion: Ejercicio. Se puede deducir con la férmula de Bhaskara.



Solucién: Veamos primero la primera propiedad. Sabemos que:

—b+ Vb?2 — dac . —b— Vb%2 — dac

2a - 2a

Ty = 2 =

Sumando, obtenemos:

—b+ Vb? — dac N —b—Vb? —4dac  —b+ Vb —dac—b—Vb®—4dac  —-2b b

2a 2a 2a 2a a

T+ T =

Para la segunda, debemos multiplicar:

2 <_b+¢m> (—b—m>
T1T9 =

2a 2a
(—=b+ Vb% — dac)(—b — Vb? — 4ac)

4a?
—b)? — (VB2 — dac)?
_ (=Y (F) (Suma por su diferencia)
B — (VI — dac)?

4a?

Para que en el dltimo paso (1/b? — 4ac)® = /(b2 — 4ac)?, estamos obligados a que A = b* —4ac > 0 (por

propiedad de raices), o sea, necesitamos al menos una solucién real. Teniendo esta condicién, podemos

seguir desarrollando:

b — (b — 4ac)
Ty = —————
122 102
_dac
4a?
_ ¢
a



