Trigonometria

Relaciones entre lados y angulos de
un triangulo rectangulo, es decir,

que tiene un angulo recto.

side opposite §  a

sin 0 = =
hypotenuse ¢
side adjacent to 6 b
cos 0 = = —
hypotenuse ¢
1d 1te 6
an § = .31 e opposa e _a
side adjacent to 6 b

a = opposite side
b = adjacent side
¢ = hypotenuse




Trigonometria

a = opposite side
b = adjacent side

El teorema de Pitagoras relaciona ¢ = hypotenuse

los lados del triangulo:

y permite concluir que:

n’ 0+ cost 0= 1



Trigonometria

a = opposite side

side opposite 6 a

sin 0 = —_ b = adjacent side
hypotenuse C ¢ = hypotenuse
side adjacent to 0 b
cos 0 = -
hypotenuse ¢
side opposite 6 a
tan 0 = — Pp _
side adjacent to 6 b
sin 6
tan 0 =
cos 6

Se definen las funciones cotangente, secante y codecante:

csc 0 = — sec 0 = cot f =
s1n 6 Cos tan 0



Trigonometria

a = opposite side
b = adjacent side

De la figura se deducen tambien: ¢ = hypotenuse

sin 8 = cos(90° — 0)
cos 6 = sin(90° — 6)
cot 6 = tan(90° — 0)

Otras propiedades:

sin (—f#) = —sin 6
cos (—6) = cos 6
tan (—6) = —tan 0



Trigonometria

Para un triangulo cualquiera, el Teorema

del Coseno, 0 Pitagoras generalizado:

y b
a’ = b* + ¢* — 2bccos a
b* = a* + ¢* — 2accos 3
¢> = a*>+ b> — 2abcos y ,:
a b ¢

sinae sinfB sinYy

y el Teorema del seno:



Trigonometria

Identidades trigonometricas:

sin” § + cos” f = 1 esc” 0 =14 cot* 6
( 26—1

SEC29: 1 +tan29 I E__(l - 0s 0)
o ¥ 1

cos” — = g(1 + cos )

sin 26 =2 s1n f cos B



Trigonometria

Identidades trigonometricas:

sin 20 = 2 sin 6 cos 6

cos 20 = cos? 6 — sin? 6

2 tan 6
1 — tan® 6
sin(A = B) = sin Acos B=* cos Asin B
cos(A = B) = cos Acos B + sin Asin B

tan 20 =



Trigonometria

Identidades trigonometricas:

1 —cos § =

tang—‘\

0

9 §in? —

1 — cos 6

1 + cos 6



Magnetismo

* 1819 Oersted observo que la corriente en un alambre puede
desviar la aguja de una brujula.

* Ampere (1775-1836) formulo ley para calcular la fuerza de
un alambre llevando corriente sobre otro.

* 1820 Faraday y Henry formularon conexiones entre la
Electricidad y el Magnetismo.
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Adicional al campo eléctrico, la
region en torno a una carga en
movimiento, contiene un
campo magnetico.

Un campo magnético también
rodea a cualquier substancia
magnética.



Magnetismo

* Podemos definir el Campo Magnético en un punto del
espacio, en términos de la fuerza F, que el campo ejerce

sobre un objeto de “prueba”, que en este caso sera una
particula cargada moviéndose con velocidad v.

* Condiciones adicionales:

~ No existe Campo Eléctrico.

~ No existe Campo Gravitacional.



Magnetismo

Experimentos con diversas cargas arrojan los siguientes resultados:

La magnitud de F, del campo magnético ejercido sobre la particula

es proporcional a la carga q y a la velocidad v de la particula.

La magnitud y direccion de F, depende de la velocidad de la
particula y de la magnitud y direccion del campo magnético B.

Cuando una particula cargada se mueve paralela al Campo
Magnético B, la fuerza magnetica F, es cero.

Cuando la velocidad de la particula forma un angulo cualquiera
©=0 con el campo magnético, la fuerza magnética actia en una
direccion perpendicular a v y B, es decir, F, es perpendicular al plano

formado por v y B.



Magnetismo

* La fuerza magnética ejercida sobre una carga positiva es
en direccion opuesta a la direccion de la fuerza magnética
ejercida sobre una carga negativa que se mueve en la
misma direccion. .

* La magnitud de la fuerza magnética ejercida sobre una
carga en movimiento a proporcional a sen(©), donde ©
es el angulo entre el vector v velocidad de la particula y el
vector campo magnético B.

FH: !}W X B



Magnetismo
FL’ — fﬂ X B

FL’

+ g ¥,



Magnetismo
Fy=qvXB Fu=|qlvBsin @

- La fuerza eléctrica siempre esta en la direccion del campo eléctrico,
en cambio la fuerza magnética es perpendicular al campo magnético.

- La fuerza eléctrica acttia sobre una particula cargada, independiente de
su velocidad, en cambio la fuerza magnética solo actua si la particula

tiene alguna componente de velocidad perpendicular al campo magnético.



Magnetismo
FH — f{‘:’ X B I"‘” — ‘ -I’”L'f.‘: sin

- La fuerza eléctrica efectua trabajo al desplazar una carga, en cambio la
fuerza magnética no hace trabajo cuando actua sobtre una carga.

- Lo anterior surge del hecho que la fuerza magnética es perpendicular a la

velocidad, y por ende al desplazamiento.

- CONCLUSION: Una fuerza magnética sélo puede variar la direccién
del vector velocidad, pero no su magnitud, por lo tanto “no cambia”

la Energia Cinética de la particula.



Magnetismo

* La unidad SI del campo magnético es el “weber por

metro cuadrdo” (Wb/m’), llamado también Tesla (T).

* Una carga de 1[C] que se mueve a través de un campo

de 1[T] con velocidad 1[m/s| experimenta una fuerza

de 1[N]



Magnetismo

* Otra unidad usada es el gauss (G), cuya

equivalencia es: 1[T] = 10* [G]

N N\ N
[T = | T =1

(i'm/s Am



Magnetismo

TABLE 29.1 Some Approximate Magnetic Field Magnitudes

Source of Field Field Magnitude (T)
Strong superconducting laboratory magnet 30

Strong conventional laboratory magnet 2

Medical MRI unit 1.h

Bar magnet 10°*
Surface of the Sun 10°*
Surface of the Earth 0.5 % 10"
Inside human brain (due to nerve impulses) 1)1



Magnetismo
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Ley de Biot-Savart

* Calculo del campo magnetico en un punto P a una distancia r
del elemento de corriente ds.
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Ley de Biot-Savart

* Mediciones experimentales de Jean Baptiste Biot y Felix Savart concluyeron
que:

— El vector dB es perpendicular tanto a ds (que es un vector que tiene
unidades de longitud y esta en la direccion de la corriente) y también al
vector “r unitario”, dirigido del elemento de corriente al punto P donde

quiero medir el campo magnético.

- La magnitud de dB es inversamente proporcional a r?, donde r es la

distancia del elemento de corriente al punto P.



Ley de Biot-Savart

* Mediciones experimentales de Jean Baptiste Biot y Felix
Savart concluyeron que:

~ La magnitud de dB es proporcional a la corriente y a la

longitud ds del elemento de corriente.

- La magnitud de dB es proporcional a sen©, donde © es el

angulo entre los vectores ds y “r unitario”.



Ley de Biot-Savart

IL) [ ds Kf*

(B = ‘
g 7

g =47 X107 Tom/A

x P

(B

111



Ley de Biot-Savart

* Es importante destacar que la ecuacion anterior solamente
entrega el valor de un diferencial de campo magnético (dB),
producido a su vez por un elemento diferencial de corriente
ds. Para encontrar el campo magnetico total B producido por
un conductor de tamano finito, debemos integrar la ecuacion
anterior:

[ | ds X r
H:Hu (

y
dar -



Comparacion Ley de Biot-Savart y Ley de Coulomb

* Un elemento de corriente produce un campo magnético, una carga puntual
produce un campo eléctrico.

* La magnitud del campo magnético varia con el cuadrado inverso de la distancia
desde el elemento de corriente, de igual modo varia el campo eléctrico de una
carga puntual.

* Sin embargo, las direcciones de los campos son “muy diferentes”; el campo
eléctrico es radial, el campo magnético es perpendicular el elemento de
corriente y al vector que une este elemento con el punto de observacion (P).
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Ley de Biot-Savart

d§ X 1= k\r!s Xt = k(dysin 0)

'|.I( Er”,:' H
. (B=(dpk=2 ST

— | 471' !"J
{
y = — = acsc i
s1n ff
. Y= —acoth
w6,
'x& Y

dx = acsce 0 d0
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Ley de Biot-Savart

p - ol acsc Osinfdf pyl

im

= sin 0 df)

0 esc” dma
i !

' [ sin r’h‘Fﬂ(mﬂ b, = cos ()
f '174'!?. )
Alambre B = :JLL r:"'lr
“infinito”: 2ma



Ley de Biot-Savart

* Campo magnetico producido por un alambre con corriente:
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Fuerza entre 2 conductores paralelos:
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Ley de Ampere

* Experimento de Oersted (1820):

OOk




Ley de Ampere

’ !
B-ds = BQds = = (9mn) = p,

f J 2

La integral de linea de B.ds alrededor de
)

cualquier trayectoria cerrada es 1!
donde I es la corriente encerrada por la

trayectoria.

B:ds = .Iu*f]"’



Ley de Ampere

%B'H’S = H%n’x = B(27r) = ppl;

. oy

B
2ar

(forr= R)




Ley de Ampere

o ! T
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; I = — f
s !E_Jl "

jgﬂ a8 = B(2wr) = pgd= }UL[.( ;{_ f[])

I
B = ( ;:,r;'b-’ )r (for r < R)




Ley de Ampere

B

Bo: r

Be 1/r




Ley de induccion de Faraday

=

Galvanometer

Galvanometer

(b)
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Galvanometer




Ley de induccion de Faraday

— ) =

Galvanometer ; :%-—

e

Galvanometer

(b)

Galvanometer

* Se establece una corriente en un circuito, siempre que haya
movimiento relativo entre el iman y la espira.



Ley de induccion de Faraday

* Experimento de Faraday:

Galvanometer

Primary Secondary
coil coil

Battery



Ley de induccion de Faraday

* Una fem inducida se produce en el circuito secundario mediante un
campo magnético variable.

* La fem inducida en un circuito es direcatmente proporcional a la tasa de
cambio en el tiempo del flujo magnético a través del circuito.

A,
dt

* Donde el flujo magnetico esta dado por:

®,= (B dA

8:



Ley de induccion de Faraday

dd,
E =
di B
* Si el sistema es una bobina de N espiras, la fem total inducida es:

1,
i

€=-N

* El signo menos se explica a través de la Ley de Lenz.



Ley de induccion de Faraday

* Supongamos un campo magnetico constante, con una inclinacion
sobre una area A: B

* El flujo magnético esta dado por:

BA cos 6



Ley de induccion de Faraday

* Podemos entonces escribir la fem inducida como:

d
E=——(BAcos 0
dt( cos 0)



Ley de induccion de Faraday

d
€ = ——- (BA cos 6)

* Se puede entonces inducir una fem:

~ Variando la magnitud de B en el tiempo.
~ Variando el area del circuito en el tiempo
~ Variando el angulo (theta) en el tiempo.

~ Y naturalmente, cualquier combinacion de las anteriores.



Ley de induccion de Faraday

Ejemplo: Un lazo plano de alambre de area A se coloca en una region donde

el campo magneético es perpendicular al plano. La magnitud de B varia en el

— — al
B = Bma:{g |

tiempo de acuerdo a:

donde “a” es una constante. Para t=0 el campo vale B__, y para t>0

disminuye exponencialmente.



Ley de induccion de Faraday
— —al
B=5b max?¢

Dado que B es perpendicular el plano del lazo, el flujo magnético esta dado

por:
®,=BAcos( = AB,..e

y la fem inducida es entonces:

dd i
C=- = = AB — ¢ = &ABH]EIX‘?_GI
dt dt




Ley de induccion de Faraday

Consideremos una barra
conductora de largo “I”, que se
desliza a lo largo de 2 rieles
paralelos y fijos. Por simplicidad
suponemos que solo hay resistencia
R en el lado izquierdo. El campo
magnetico B es constante y

perpendicular al plano del circuito.

Bin
o X
A
X X
X X | —
€ § X X | —-
F
X X app
l
—_— X
Y




Ley de induccion de Faraday

Bin
> > > >
. A
Cuando la barra se mueve hacia la .
derecha con velocidad “v”, el area x x = X | —
R LY: v
del circuito en cualquier instante de F
e < e < app
tiempo es “Ix”. Y el flujo 7
e —— s
” , v
magnetico esta dado por:
; .

Pero dx/dt es v. 8 = — B€ U



Ley de induccion de Faraday

Bin
> >
A
> >
b o #—
F, —--— v

Si la resistencia del circuito es R, € § T ———

< < Fapp
entonces la magnitud de la

. —_—

corriente inducida es: Y

~|€] Bt
R R

[




Ley de Lenz

La polaridad de una fem inducida
es tal que tiende a producir una

corriente que creara un flujo

magnetico que se opone al

cambio de flujo magnético a

traveés del lazo. R




Ley de Lenz

La polaridad de una fem inducida
es tal que tiende a producir una

corriente que creara un flujo

magnetico que se opone al

cambio de flujo magnético a A

traveés del lazo.
I §




Ley de Lenz

(b)

(a)




Aplicacion: Generador de corriente alterna

Un lazo de alambre rota por
“medios externos” en un campo

magnetico. Cuando el lazo gira,

el flujo magnético a través de él
Slip rings\ N

cambia en el tiempo, induciendo l

circuito externo. . /
#
External

rotator Brushes

una fem y una corriente en un

External
circuit



Aplicacion: Generador de corriente alterna

Slip rings

\ N

External
circuit

7
External

rotator




Aplicacion: Generador de corriente alterna

;

Supongamos que el lazo tiene

e

“N” vueltas, todas de igual area

>

N i

AN ;

“A”, y gira con velocidad angular

“w” constante. Si “theta” es el

angulo entre el campo magneético

y la normal al plano, el flujo es

entonces:

Gy, = BA cos 6 = BA cos v



Aplicacion: Generador de corriente alterna

0= BAcos f = BA cos o

donde se ha usado que:

0 = wt

[La fem inducida en la bobina es entonces:

10, { .
c=-N p - —NABE (cos wf) = NABw sin ot




Aplicacion: Generador de corriente alterna

10, { .
€= - e -NABEI (cos wf) = NABo sin ot

Con valor maximo:
C i = NABow

Que ocurre cuando el angulo “theta” vale 90 y 270, es decir, cuando el
campo magnetico esta en el plano de la bobina, y la tasa de cambio de flujo

es maxima.



Aplicacion: Generador de corriente alterna

10, i |
C = LA - NAB— , (cos f) = NABw sin !

C i = NABow

Con valor maximo:

Cuando el angulo “theta” vale 0 y 180, es decir, cuando el campo magnético
es perpendicular al plano de la bobina, y la tasa de cambio de flujo es nula,

la fem inducida es cero.



Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor y una fuente
de fem:

B Al cerrar el interruptor, la corriente no
A alcanza instantaneamente el valor E/R.
La ley de induccion (Faraday) evita que
esto ocurra. A medida que la corriente
aumenta, también lo hace el flyjo
magnetico (B). Este flujo induce en el
circuito una fem (E )que se opone al

cambio de flujo magnético. Por la ley de
Lenz, esta corriente es de sentido
contrario a la corriente original.




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor y una fuente
de fem:

La fem E, establecida en este caso,

~\ recibe el nombre de “fem autoinducida”.
Para obtener una descripcion
cuantitativa, recordamos que la fem
inducida es igual a la tasa de cambio en
el tiempo, con signo menos, del flujo
magnetico. Asl entonces para una bobina
de N vueltas:




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor y una fuente
de fem:

g = -N—L- 1=
o L di di

Donde L es una constante de
proporcionalidad llamada “inductancia” de
la bobina, que depende entre otras cosas de
la geometria de la bobina.




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor y una fuente
de fem:

A partir de esta ecuacion, podemos
tambien escribir L. como:

C
dl/ dt




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor y una fuente
de fem:

B
A 8 = —-N—=-—-] —
C/o’\@g . dt dt
S 'L
|
KNG
Cp

Esta es la definicion de la inductancia de
cualquier bobina, independiente de su
forma, tamafo u otras caracteristicas.




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor y una fuente
de fem:

dl/ dt

Asi como la resistencia R es una medida
de la oposicion al paso de la corriente, la
inductancia es una medida de la
oposicion al cambio (en el tiempo) de la
corriente.




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor y una fuente

de fem:

B
~a
Sc/d\@ﬁﬁ
NN I
KNG

AP, dl
g, = -NZBE - 1=
L dt dt

A1/ di

En el sistema SI, la unidad de
inductancia es el henry (H), que es
igual a 1 (Volt-Segundo)/Ampere.

Vs

1H=1




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de
fem y una bobina:

i Si el interruptor se cierra en t=0, la
— corriente empieza a crecer, y el
l\N\r @ inductor produce una fem inversa, que
R se opone al incremento de la cooriente.
o * En otras palabras, el inductor actua
_S L similar a una bateria cuya polaridad es
- opuesta a la de la bateria real en el
o/ ; circuito. La fem inversa es:




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de

fem y una bobina:

Puesto que la corriente esta
aumentando, dI/dt es positiva; y por lo

¢ tanto E, es negativa. Aplicamos ahora
la regla de Kirchhoff:

T
7
> AV=0 = ()

closed

loop




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de
fem y una bobina:

I

_

.|_

| E

dl
E-IR-L—=0
‘ di

W

R

haciendo el cambio de variables:

B - de=—dl

o

R
b podemos escribir:

I dx
R di




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de

fem y una bobina: L dx
I X =0
— R dit

AMA a

R




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de

fem y una bobina: x R
1 In— = ——¢
——— x
WA 70 e
R que aplicando antilogaritmo nos da:

Te '§ )
—y X = Kol Rt/L

S—IR—LC;—?—O
dx: _d[ puesto que en t=0, I=0: , — % — 7
L odx
R di —
xg= C/R
& _ R |



Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de

fem y una bobina:
=Ryl

. X — Xo€
+ " + DL’(} — S/R

s & _,_E
R

R

_ % 1 _ -RJ/L
_& I/ R(l % )

que es la solucion de la ecuacion original.




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de

fem y una bobina: 8
1 I = _(1 _ g—Rt/L)
AW 7 R
" -
i_—_g LE que puede también ser escrita como:
o/ ci' ®,

i E
I J=— (] — — /T
R( e '7)

e .
donde “tau” es la constante de tiempo del

0.63 % t=L/R circuito RL:
T=L/R




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de

fem y una bobina:
dl
1, E—IR—L—=20
M dt

+

||+
mll

tw
H00\

Multipliquemos cada término por I:

o/ci' e,
. t dl
IE = J?R + LI—

di

si recordamos IE es la potencia, es decir, tasa de transferencia de energia,
vemos que esta ecuacion nos dice que la tasa a la cual la bateria entrega
energia, es igual a la tasa de disipacion (I’R) en la resistencia, mas la tasa a
la cual se almacena en la bobina (inductor).

Es decir, representa la conservacion de la energia.



Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de
fem y una bobina:

1 2 d!
— 1£E = IR+ I.I——
Wy 9« At
" -
'
T LE Si U es la energia almacenada en la bobina
) B en un tiempo t cualquiera, entonces la tasa
s ° o a la cual se almacena la energia es:




Inductancia

* Consideremos un circuito que consta de un interruptor, un resistor, una fuente de

fem y una bobina: Al al
L = LI—

Wy 7 dt dt
R
L +
T LE Para encontrar la energia total, escribimos:
O/ c? ® )

: dU = LI dl

y procedemos a integrar: = ;
U—de—jL]d[—LJIdI
0 0

U= 3LI?

para obtener:
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