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Capitulo 1

Introduccion al algebra vectorial

1.1. Definiciones

Una cantidad escalar es una que tiene magnitud, pero no esta relacio-
nada a una direccién en el espacio.
Ejemplos: Masa, rapidez, area, trabajo.

Una cantidad vectorial es una que esta especificada tanto por una mag-
nitud como por una direccién en el espacio.
Ejemplos: Velocidad, peso, aceleracion.

Una cantidad vectorial con un punto dijo de aplicacién se llama vector
posicion.

Una cantidad vectorial que estd restringida a una linea fija de accién se
llama vector linea.

Una cantidad vectorial que se define sélo por su magnitud y direccién
se llama vector libre.

Nota: Excepto si se avisa explicitamente, todos los vectores de aqui en
adelante seran vectores libres.
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Una cantidad vectorial puede representarse mediante un segmento de
linea recta dirigido en el espacio (con una flecha), cuya direccién es aque-
lla del vector y cuyo largo representa su magnitud mediante una escala
apropiada.

Los simbolos 4, E, C,...seusardn para denotar vectores de magnitudes
a b, c,... .

A veces usaremos AB para el vector dibujado desde el punto A al pun-
to B.

Notas:

1. La magnitud del vector ABesel largo de la linea AB. También puede
ser denotado por el simbolo |AB].

2. La magnitud del vector 4 es el nimero a. También puede ser denota-
do por el simbolo |4].

Un vector cuya magnitud es 1 se llama vector unitario. El simbolo a
denota a un vector unitario en la misma direccién que 4. Un vector cuya
magnitud es cero se llama cero vector y se denota por 0. Tiene direccién
indeterminada. .

Dos vectores (libres) 7 y b se dicen iguales si tienen la misma magnitud
y direccién.

Nota: Dos segmentos de recta dirigidos que son paralelos y de longitud
igual representan exactamente al mismo vector.

Un vector cuya magnitud es la de @ pero de direccién opuesta se denota
por —a.



1.2. Adicién y substraccion de vectores

Definimos la suma de dos vectores arbitrarios diagramaticamente usan-
do un paralelogramo o un tridngulo. Esto nos llevaré a la definicién de la
substraccion de dos vectores.

Figura 1.1: Ley del paralelogramo

Figura 1.2: Ley del tridngulo

Notas:

1. La ley del tridngulo se usa mucho mds que la del paralelogramo.

dy b recorren el tridngulo en el mismo sentido. @ + b lo recorre en
sentido opuesto.

2. Para definir la substraccion, usamos

i-b—=d+ (—E).



1.2.1. Ejemplo

Determinar 4 — b para los siguientes vectores:

Solucién Podemos construir los siguientes diagramas

Observaciones

I Para determinar 4@ — b, se requiere que 4 y b recorran el tridngulo en
sentidos opuestos mientras que @ — b recorre el tridngulo en el mismo
sentido que b.

II La suma de tres vectores que recorren los lados del tridngulo en el
mismo sentido es el cero vector.



1.3. Multiplicaciéon de un vector por un escalar

Si m es un ntiimero real positivo cualquiera, ma se define como un vec-
tor en la misma direccién de 4, pero de m veces su magnitud.

—md es un vector en la direccién opuesta a d@, pero de m veces su mag-
nitud.

Nota: 4 = ady de ahi

ia=a

Q| =

Si un vector se multiplica por el inverso de su magnitud, obtenemos
un vector unitario en la misma direccién. Este proceso se llama normalizar
un vector.

1.4. Leyes del dlgebra que obedecen los vectores
1. Ley conmutativa de la adicién
i+b=>b+a.
2. Ley asociativa de la adicién
i+ (b+¢) = (a+8) +e=a+b+e
3. Ley asociativa de la multiplicacién por escalar
m(nd) = (mn)d = mna.

4. Leyes distributivas de la multiplicacién por escalar

(m+n)d =md+ nd



Capitulo 2

Vectores por componente

2.1. Las componentes de un vector

Los vectores en el espacio se definen en términos de vectores unitarios
puestos a lo largo de los ejes x, ¥ y z en un sistema de referencia carte-
siano. Estos vectores unitarios serdn denotados respectivamente por i, j y
k (omitimos las flechas y los sombreritos).

Consideremos el siguiente diagrama

Z
P(xy.2)
C r
O B S
Yy
R (,y,0)

el

—_— . —

En el diagrama, O—A =1i, OB =j, OC = k. P es el punto con coorde-
nadas (x,y,z).



Por la ley del tridngulo,
— —  — —  —
7= 0P =0Q+ QP = OR + RQ + QP.
Es decir,

7= xi+yj+ zk.

Nota: Los vectores que parten del origen no son un caso especial dado

—
que estamos usando vectores libres. Sin embargo, OP es llamado el vector
posicion del punto P.

—
Los ntimeros x, y y z son llamados las componentes de OP (o de cual-
quier otro vector en el espacio con la misma magnitud y direccién que

qu
OP).

2.2. Lamagnitud de un vector por componentes

Z
P(Xy,2)
C r
e B S
Yy
R (,y,0)

ped

Por el teorema de Pitdgoras,
(OP)* = (0Q)* + (QP)* = (OR)* + (RQ)* + (QP)*.

Es decir,

r=|xi+yj+zk| = /2% +y? + 22
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2.2.1. Ejemplo

Determine la magnitud del vector
i=>51—-2j+k

y obtenga un vector unitario en la misma direccién.

Solucion

@ =a=/52+ (~2)2 +12 = V30
Un vector unitario en la misma direccién que @ se obtiene normalizan-
do 7, es decir, dividiéndolo por su propia magnitud.
El vector unitario requerido es
5i —2j+k
VEU

a=

.1
a=-
a

2.3. Lasuma y diferencia de vectores por compo-
nente

Consideremos una situacién en dos dimensiones primero

y

O R

En el diagrama, supongamos que P; tiene coordenadas (x1,y1) v P2
tiene coordenadas (x2, 7).

10



El AORP; es congruente con AP,SQ. Por lo tanto, las coordenadas de
Q deben ser (x1 + x2,y1 + ¥2)
— — —
Por la ley del paralelogramo, OQ es la suma de OP; y de OP,. Es decir,

(x1i+w1j) + (i +12j) = (x1 + )i+ (y1 +12)j

Puede demostrarse que este resultado también es cierto en tres dimen-
siones.

Para encontrar la diferencia de dos vectores, calculamos la diferencia
de sus componentes.

2.3.1. Ejemplo

Dos puntos Py Q en el espacio tienen coordenadas cartesianas (—3, 1, 4)
—
y (2, —2,5) respectivamente. Determine el vector PQ.

Q
P
O
Solucién
_
OP = -3i+j+4k
—
OQ = 2i —2j+ 5k

Por la ley del tridngulo
— — -
PQ=0Q—-0OP=5i-3j+k

11



Nota El vector desde el origen al punto (5, —3,1) es el mismo que el vec-
—
tor PQ.

2.4. Los cosenos directores de un vector

Supongamos que
—
OP =7 =xi+yj+zk

y que OP hace angulos «, By v con Ox, Oy y Oz respectivamente.
Entonces
cosa = - cosf = Y cosy = Z
r’ r’ r

cos«,cos By cos y se llaman los cosenos directores de 7.

Tres ntimeros cualquiera en la misma razén que los cosenos directores
se dice que forman un conjunto de razones directrices para el vector 7.

X : Y : z es un conjunto posible de razones directrices.

Ejemplo Los cosenos directores del vector
6i+2j—k

son
2

-1
Vi val’ val

12




dado que el vector tiene magnitud /36 +4 41 = /41.
Un conjunto de razones directrices para este vectores 6 : 2 : —1.
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Capitulo 3

Multiplicaciéon de un vector por
otro

3.1. El producto escalar (o punto)

3.1.1. Definicion

El producto escalar, - E, de dos vectores 4y E, se define como ab cos 9,

donde 0 es el angulo entre las direcciones de @'y b, dibujados de modo que
tengan un principio comun y se dirijan hacia afuera de éL

a

Figura3.1:0<6 <7
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3.1.2. Aplicacidn cientifica

Si b fuera una fuerza de magnitud b, entonces b cos 6 seria su compo-

nente a lo largo del vector 4. Luego 4 - b representa el trabajo hecho por b
al mover un objeto a lo largo del vector 4.

3.2. Deducciones de la definiciéon del producto
punto

1. 4-4d=a?%

Demostracion

7-3=aacos0 = g

2. @-b puede interpretarse como la magnitud de un vector multiplicado
por la proyeccién perpendicular del otro vector sobre él.

a

Figura32:0 <0 <

Demostracién bcos0 es la proyeccién perpendicular de b en d y
a cos 0 es la proyeccioén perpendicular de 7 en b.

3.8-b=0-7

15



Demostracién Se sigue de ab cos 6 = ba cos 6

4. Dos vectores no nulos son perpendiculares si y sélo si su producto
escalar es cero.
Demostracién d esp perpendicularabsiysélosif = /2. Es decir,

siy s6losicosf = 0y por lo tanto abcos @ = 0.

5. 4-(b+0)=a-b+ad-¢

b+

P Q R S a

Demostracién El resultado se sigue de 2 dado que las proyecciones
PRy PQ de by ¢ respectivamente sobre & suman la proyeccién PS
de b + € sobre @.

Nota: RS mide lo mismo que PQ.

6. El producto escalar de dos cualquiera de los vectores unitarios estdndar
i,j y k estd dado por la siguiente tabla de multiplicacién

Esdecir,i-i=1,j-j=1yk-k=1,peroi-j=0,i-k=0yj-k=0.
3.3. La férmula estandar para el producto punto

Si
A=mi+amj+ask y b=Dbi+bj+bsk,

16



iljlk
il[1(0]0
j|0j1]0
k|{0|0]O

Cuadro 3.1: Producto escalar

entonces
d-b=aiby + arby + azbs.

Demostracién Este resultado se sigue facilmente de la tabla de multipli-
cacioén para el producto punto.

3.3.1. El angulo entre dos vectores

Si 6 es el dngulo entre los dos vectores @'y b, entonces

[
<

cosf =

oy

a

Demostracién Este resultado es s6lo reescribir la definicién del producto
escalar.

3.3.2. Ejemplo

Si ~
Zz’:2i+2j—k y b:3j—4k,
entonces,

2x04+2x3+(—1)x(—4) 10 2
cosf = = ==,
V2 4+ 241232+ 82 15 3

Por lo tanto,
0 =48,19° o 0,84 radianes.
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3.4. El producto vectorial (o producto cruz)

3.4.1. Definiciéon

Si 0 es el angulo entre dos vectores 4y b, dibujados de modo que partan
del mismo punto, entonces el producto vectorial de @ y b se define como un
vector de magnitud

absen6.

La direccion del producto vectorial es perpendicular al plano que con-

tieneady b y en un sentido que obedezca la regla de la mano derecha yendo

desde 7 hasta b.
El producto vectorial se denota por

axb.

3.4.2. Aplicacién cientifica

Consideremos el diagrama 3.3
—

Supongamos que el vector OA = d representa una fuerza actuando en
—_— —

el punto O y que el vector OB = b es el vector posicion del punto B. Sea el

—
angulo entre los dos vectores 6. Entonces, el momento de la fuerza OA en
el punto B es un vector cuya magnitud es

absenf

18



0/B b serd

axb

Figura 3.3: Aplicacién cientifica
y cuya direccién es perpendicular al plano de O, A y B en un sentido que
— —
obedezca la regla de la mano derecha yendo de OA a OB. Es decir,

momento = 4 X b.

3.5. Deducciones de la definiciéon del producto
cruz

1.ﬁxE:—(EXE’):(—E)xﬁ:Ex(—ﬁ)

Demostracién Esto se sigue facilmente al considerar las implica-
ciones de la regla de la mano derecha.

2. Dos vectores son paralelos si y s6lo si su producto cruz es el cero
vector.

Demostracién Dos vectores son paralelos si y sélo si el angulo 0
entre ellos es cero o 7t. En cualquier caso, senf = 0, lo que significa

Zz’xl;‘zo

que absin® = 0, es decir,

3. El producto cruz de un vector consigo mismo es un cero vector

19



Demostracion
@ x | = a®>sen0 = 0.

4 7 x <E+5> —AxXb+AXE
Demostracion Esto es maés facil de demostrar usando la f6rmula

estandar para el producto cruz por componentes.

5. La tabla de multiplicacién del producto cruz de los vectores unitarios
estdndar i, jy k es

(@)
O R [~=e

—k
i =i

O = O| &

W‘H. el X

Cuadro 3.2: Producto vectorial

3.6. La férmula estandar para el producto cruz

Si
d=ami+agj+ask y b=Dbyi+byj+bsk

entonces
ax E = (112193 — llgbz)i — (lllbg — llgbl)j + (lllbz — ﬂzbl)k.

Esto usualmente se abrevia

El simbolo de la derecha se llama un determinante.

3.6.1. Ejemplos

1. Sid = 2i+2j —kyb = 3j — 4k, encontrar @ x b.

20



Solucién

M)
ixb=12 2 -1|=(-8+3)i—(-8-0)j+(6—-0)k =
03
= —5i + 8j + 6k
. Demostrar que, para dos vectores @ y b cualquiera,
(7+78) x (7-5) =2 (b xa)
Solucién Ellado izquierdo es
Axd—axb+bxd—bxb.
Esto es . . .
0+bxd+bxd=2(bxd).
. Determine el drea del tridngulo definido por los vectores

i=it+j+k y b=2i-3j+k

Solucién Si 6 es el angulo entre los vectores 4 y b, entonces el 4rea
del tridngulo es %ab sen f de la trigonometria elemental. El 4rea, por
lo tanto, es

‘ﬁxb‘.

N —

Es decir,

:%|4i+j—5k|.

N =

Area =

_ = )

L)
1 1
2 -3

Esto nos da

Area = %\/16+1+2 = %\/4 ~ 3,24

21



Capitulo 4

Productos triples

4.1. El producto triple escalar
Definiciéon Dados tres vectores 4, b y C, expresiones como

a’.(Exa), b-(¢x4d), 5-(ﬁx5)

(a’xﬁ)-a (Exz)-a’, (@x )b

se llaman productos escalares triples pues sus resultados son todos cantida-
des escalares.
Los paréntesis son opcionales, pues no hay ambigtiedad sin ellos

Tomaremos 7 - (E X E’) como el producto triple escalar tipico.

4.1.1. La férmula para el producto triple escalar

Supongamos que
a=mi+ azj + azk, E =bi+ bz] +bsk, C=cii+ c2j + csk.

Entonces

i j k
by by b3
C1 C2 (3

a- (Ex?) = (a1 + azj + azk) -

22



De la férmula bésica del producto escalar, esto resulta ser
ap az 4as

Zz’-(bx8>: Z 2 ?2

Notas

1. Por propiedades del determinante (intercambiando filas)

Ei-(ExE) _— (axE) :a-(axE) —

= ¢ (bxa) =b-(Exd) =5 @x7)

Las permutaciones ciclicas de a - (b X E) son todas iguales en valor

numérico y signo. Las permutaciones restantes sonigualesad- ( b x E)

en valor numérico pero de signo contrario.

2.4- @ X 5) frecuentemente se denota por [@,b, &.

4.1.2. Ejemplo

Evaluar el producto triple escalar, 4 - b x 5) , en el caso cuando
i=2i+k b=i+j+2k C=—i+j

Solucién

23



o AT
24

b

Figura 4.1: Paralelepipedo

4.1.3. Una aplicacién geométrica del producto triple esca-
lar

Supongamos que 7, b y € yacen en tres aristas adyacentes de un parale-
lepipedo (ver figura 4.1).

El drea de la base del paralelepipedo es la magnitud del vector bx¢
que es perpendicular a la base.

La altura perpendicular del paralelepipedo es la proyeccién del vector

ﬁ-(?xa)

‘bxé"

d sobre b x ¢. Luego, es

El volumen V del paralelepipedo es igual al drea de la base multiplica-
da por la altura perpendicular. Luego,

V:ﬁ-(Exa).

Este es el resultado numéricamente, pues el producto triple escalar
podria ser negativo.

Nota: La aplicaciéon geométrica de arriba también nos da una condicién
para que tres vectores estén en el mismo plano. La condicién para que sean
coplanares es

i (bxc)=o.
Es decir, que los tres vectores determinen un paralelepipedo cuyo volu-
men sea Cero.
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4.2. El producto triple vectorial

Sid, by Cson tres vectores cualquiera, entonces la expresién

z’z’x(ﬁxﬁ)

se llama el producto triple vectorial de @ con b yC.

Notas:

1. El producto triple vectorial es claramente una cantidad vectorial.

2. Los paréntesis son importantes pues puede demostrarse que en ge-

neral
7 x (Exa) ] <E[><B> X @

Ilustracién Sean tres vectores posicion, con el origen como punto

comun. Entonces, 4 x <E X 5) es perpendicular tanto a 7 como a b x
¢. Pero b x € ya era perpendicular a b y a C. Es decir, 7 x (E X 5)
estd en el plano de by C.

Consecuentemente, (Zz’ X E) X C, que es lo mismo que —¢ x (ﬁ’ X B),

estard enel planodedy b.

4.2.1. La férmula para el producto triple vectorial
Supongamos que

d=mi+aj+ask, b=Dbi+bj+bsk, &=cii+cj+csk.

Entonces,
. i j k
7 x (be) —dx|by by bs
C1 C2 (3
i j k
= ai as as

(l’)ng — b3C2) (b3C1 — b1C3) (blCz — b2C1)
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La componente i de este vector es igual a
le(blcz — szl) — blg(bgcl — b1C3) = bl ([12C2 + 613[93) - Cl(azbz + 613193).

Anadiendo y substrayendo a;bjicq, la expresion de la derecha puede

arreglarse de la forma

(a1c1 + arcr + 113C3)b1 — (111191 + arby + (13[93)(11.
Esta es la componente i del vector
(@-6)b— (5-5) c.

Expresiones similares pueden obtenerse para las componentes j y k.

Concluimos que

4.2.2. Ejemplo

Determinar el producto triple vectorial de 7 con b y ¢, donde

i=i+2j—k b=-2i+3j, ¢=3k

Solucién B
i-c=-3 y d-b=4

Por lo tanto,

i x (Exz) — —3b— 47 = 6i — 9j — 12k.
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