Inferencias
sobre proporciones

En capitulos anteriores aplicamos las técnicas de la inferencia estadistica a datos continuos o
medidos. En particular, analizamos las propiedades de las medias poblacionales y, en el ca-
so de los métodos no paramétricos, las medianas. Ahora ampliaremos la metodologia de la
inferencia estadistica para incluir los datos enumerados, o totales. Los principios subyacen-
tes son los mismos, y la distribucion normal desempefia nuevamente un papel fundamental.

Cuando efectuamos conteos, normalmente nos interesa mas la proporcion de veces que
un suceso ocurre que la cantidad de veces que lo hace. Por ejemplo, a mediados del siglo
XIX el Hospital General de Viena —el Allgemeines Krankenhaus, de la Universidad de Vie-
na-— tenfa dos divisiones de obstetricia [1]. Cada afio nacian aproximadamente 3 500 nifios
en cada division. No obstante, habia dos diferencias principales entre ellas. En la primera di-
vision, todos los nacimientos se supervisaban por obstetras y estudiantes de medicina; en la
segunda, por parteras. Ademas, la proporcién de mujeres que murié de fiebre puerperal
—una infeccién que se contrae en el alumbramiento - fue de entre 0.17 y 0.23 en la prime-
ra division, mientras que la proporcién de mujeres que murié fue de alrededor de 0.017 en la
segunda division.

Esta diferencia, de un orden de magnitud en las proporciones, convenci6 a I gnac Sem-
melweiss, el asistente del profesor de obstetricia, de que no se debia al azar exclusivamente.
Su investigacion lo llevé a concluir que la discrepancia se debia al echo de que los obstetras
y los estudiantes, ademds de participar en el alumbramiento de los bebés, disecaban varios
cadaveres cada dfa. Debido a que aun no se proponia la teoria de los gérmenes de la enfer-
medad, no se practicaba una higiene adecuada. Los médicos pasaban con toda libertad de las
disecciones a los nacimientos de bebés sin tomar en cuenta ningln tipo de precauciones sa-
nitarias. Al creer que esta practica constituia la raiz del problema, Semmerweis modific el
procedimiento. Insistio en que los obstetras se lavaran las manos en una solucion de cloro an-
tes de que se les permitiera atender un parto. Al afio siguiente, las proporciones de mujeres
que muricron fueron de 0.012 en la primera division y de 0.013 en la segunda. Desafortuna-
damente, Semmelweis se adelant6 a su época. Sus conclusiones no fueron aceptadas por la
mayoria; de hecho, su descubrimiento le costd su cargo. ;lgnorariamos en la actualidad una
discrepancia semejante en proporciones o aceptarfamos el hecho de que las dos divisiones
son, de hecho, diferentes? Para abordar este tema, analizaremos algunos aspectos de la vas
riabilidad de las proporciones.
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La distribucion binomial proporciona un fundamento para el analisis de las proporciones. Re-
cuerde que, si tenemos una sucesion de n ensayos independientes de Bernoulli -—cada uno
de los cuales da como resultado uno de dos resultados mutuamente excluyentes, a menudo
llamados “éxito” y “fracaso”™ -, y cada ensayo tiene una probabilidad constante de éxito p,
el ntimero total de éxitos X constituye una variable binomial aleatoria. La distribucion de pro-
babilidad de X, representada por la formula

P(X = £)= (;)px(l -

se puede utilizar para hacer afirmaciones sobre los posibles resultados de la variable aleato-
ria. En particular, podemos emplear esta expresion para calcular las probabilidades rela-
cionadas con resultados especificos, x.

Supongamos que seleccionamos una variable aleatoria de 30 individuos de una pobla-
cion de adultos en Estados Unidos. Como aprendimos en el capitulo 7, la probabilidad de que
un miembro de esta poblaciéon fume habitualmente cigarrillos, puros o pipa es igual a 0.29
[2]; por tanto, el niimero total de fumadores en la muestra es una variable aleatoria binomial
con pardmetros n = 30 y p — 0.29. Con una muestra dada de tamafio 30, ;cudl es la probabi-
lidad de que seis 0 menos de estos miembros fumen? Al aplicar la propiedad aditiva de la
probabilidad, tenemos que

P(X<6) = P(X = 0) + P(Y= 1) + P(X = 2) + P(X = 3)
+ P(X=4)+P(X=5)+PX=6)
= (1)(0.29)%(0.71)3° + (30)(0.29)!(0.71)®
T (435)(0.29)2(0.71)28 + (4060)(0.29)3(0.71)*7
+(27,405)(0.29)4(0.71)% + (142,506)(0.29)5(0.71)*
+(593,775)(0.29)5(0.71)2*
= 0.190.

" También podemos calcular las probabilidades asociadas con los resultados de una va-
' riable aleatoria binomial X con un procedimiento aproximado basado en la distribucion nor-
mal. Cuando el tamafio de la muestra # es grande, resulta muy engorroso trabajar con la
distribucion binomial, y este procedimiento alterno puede ser mucho més conveniente. En el
capitulo 7 vimos que, conforme crece ¢l tamario de la muestra, la forma de una distribucion
binomial se asemeja cada vaz mas a la forma de una distribucion normal. Ademds, la cantidad
media de éxitos por muestra es np, y la varianza es np(1 — p). Por tanto, si 7 es lo suficiente
orande, podemos aproximar la distribucion de X por medio de una distribucion normal con la
misma media y varianza que las de la distribucién binomial. Un criterio que se aplica con fre-
cuencia establece que 7 es “suficientemente grande” si tanto #p como n(1 — p) son mayores o
iguales que 5. (Algunos creen que esta condicion no es suficientemente cauta, y prefieren que
tanto np como (1 — p) sean mayores o iguales a 10.) En este caso,

X

Jnp(l - p)

Z:T
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es aproximadamente normal con media 0 y desviacion estandar 1.

Al utilizar la aproximacién normal a la distribucion binomial, podriamos tratar de
determinar la proporcion de muestras de tamafio 30 en las que a lo sumo seis individuos sean
fumadores habituales. Puesto que np = 30(0.29) = 8.7 y (1 - p) = 30(0.71) = 21.3 son am-
bos mayores que 5, notamos que

P(X < 6) = P( X —np » 6 —np )
an(] - p) 1/np(} —~p)

o, - 6= (30)(0.29)
P(Z‘ j30(0.29)(0_,71))

=P(Z < —1.09).

El area bajo la curva normal estandar que se localiza a la izquierda de z = —1.09 es 0.138; es-
to es igual a la probabilidad de que, cuando mucho, seis individuos fuman. Observe que en
este caso la aproximacion normal proporciona s6lo una aproximacion burda de la probabili-
dad binomial exacta de 0.190.

Se ha demostrado que una mejor aproximacion de la distribucion binomial puede ob-
tenerse al sumar 0.5 al resultado especifico x si nos interesa la probabilidad de que X sea me-
nor que x, y al restar 0.5 si estamos calculando la probabilidad de que X sea mayor que x. Si
deseamos determinar P(X < 6), por ejemplo, reemplazariamos esta cantidad por P(X<6+
0.05) = P(X < 6.5); de igual forma, para calcular P(X > 6), la reemplazariamos por PX>6--
0.05) = P(X'= 5.5). El término 0.5 que aparece en estas expresiones se conoce como correc-
cion de continuidad, y se emplea para compensar el hecho de que la distribucion binomial
discreta se aproxima mediante una distribucion normal continua.

Regresemos al problema de determinar la proporcidén de muestras de tamafio 30 en las
que, cuando seis individuos son fumadores habituales. Al aplicar la correccién de continui-
dad, encontramos que

P(X < 6.5) - ( < _Jf@_@_%??)
[30(0.29)(0.71)

= P(Z < -0.89).

El drea bajo la curva normal estindar a la izquierda de z = —0.89 es 0.187. En este ejemplo,
el uso de una correccion de continuidad da como resultado una mejor aproximacion de la
probabilidad binomial exacta de 0.190.

Como hemos dicho antes, por lo general nos interesa calcular la proporcion de veces que ocu-
IT¢ Un suceso particular en una poblacion dada en lugar de la cantidad de veces. Por ejemplo,
podriamos intentar hacer alguna declaracion sobre la proporcion de pacientes que sobreviven
cinco afios después de que se les ha diagnosticado cancer de pulmén con base en una mues-
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tra tomada de este grupo. Si la muestra es de tamafo #, y x de estos miembros se encuentran
vivos cinco afios después del diagnoéstico, podriamos calcular la proporcion de poblacion p
por medio de

Bt

=
La proporcion de muestreo j, o p con sombrero, es el estimador de probabilidad maximo de
p. Recuerde que éste es el valor del parametro que tiene la mayor probabilidad de obtenerse
con los datos de muestra observados. Sin embargo, antes de utilizar p para hacer inferencias,
deberiamos estudiar primero algunas de sus propiedades.
representar con “1” ¢inco afios de supervivencia y con “0” la muerte. La media de este con-
junto de valores es igual a la proporcion de nimeros 1 en la poblacion, o p. La desviacion es-
tandar esy p(1 — p). Supongamos que elegimos aleatoriamente una muestra de tamafio » de
la poblacién y denotamos la proporcion de unos en la muestra con . Asimismo, podriamos
elegir una segunda muestra de tamario # v denotar la proporcidon de nimeros 1 en esta nue-
va muestra por 73,. De continuar con este procedimiento indefinidamente, terminariamos con
una serie de valores que constara de proporciones de muestreo. Al considerar cada propor-
cion de la serie como observacion Unica, su distribucion de probabilidad de conjunto es una
distribucion muestral de proporciones para muestras de tamafio #. De acuerdo con el teore-
ma del limite central, la distribucion de proporciones muestrales tiene las siguientes pro-
piedades:

1. La media de la distribucién muestral es la media de poblacion p.

2. La desviacidn estandar de la distribucion de las proporciones muestrales es igual a
prop g
p(1 - p)/n. Como en el caso de la media, esta cantidad se conoce con el nombre de
errov estandar.

3. La forma de la distribucion muestral esta muy cerca de lo normal si # es suficiente-

mente grande.

Como la distribucion de proporciones muestrales es casi normal con media p y desviacion
estandary p(1 - p)/n, sabemos que

=

estd normalmente distribuida con media 0 y desviacion estandar 1. Como resultado, podemos
emplear tablas de la distribucion normal estandar para hacer inferencias sobre el valor de una
proporcion de poblacion.

Por ejemplo, considere una supervivencia de cinco afios entre pacientes a quienes se les
ha diagnosticado cancer de pulmén. La proporcion media de individuos que sobreviven es de
p = 0.10; la desviacion estandar es Jp(l —p) =4 0.10(1 - 0.10) = 0.30 [3]. Si elegimos mues-
tras repetidas de tamafio 50 de entre esta poblacion, jqué fraccion tendrd una proporcion
muestral de 0.20 o mas alta? De nuevo se recomienda que np y n(1 — p) sean mayores o igua-
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les a 5. Puesto que np = 50(0.10) =5 y n(1 —p) = 50(0.90) = 45, el teorema del limite central
establece que la distribucion de proporciones de muestreo es aproximadamente normal con
media p = 0.10 y error estandar | p(1 — p)/n = J0.10(1 - 0.10)/50 = 0.0424. Por tanto,

. 5 0.20 - p
P( 20.20)——-13( PP )
! (L =p)in = [p(1-p)in

0.20 — 0.]0)
= P e—_—
P(Z - 0.0424

=P(Z = 2.36).
Al consultar la tabla A.3, observamos que el 4rea bajo la curva normal estandar que se loca-
liza a la derecha de z = 2.36 es 0.009. Solo cerca de 0.9% de las muestras tendra una propor-
cion de muestreo de 0.20 o mas alta.
Pudo haberse aplicado una correccién de continuidad en este ejemplo, como se hizo en
la seccién precedente. No obstante, si 7 es razonablemente grande, el efecto de correccion es
insignificante. Por tanto, lo omitimos aqui y en el resto del capitulo.

Para construir un intervalo de confianza para una proporcion de poblacion, seguimos el mis-
mo procedimiento que empleamos en el caso de la media de poblacién. Comenzamos por
tomar una muestra de tamafio » y utilizamos estas observaciones para calcular la proporcion
de muestreo ; p es una estimacién puntual de p- Al aplicar los resultados de la seccion an-
terior, observamos que

p(l — p)/n

es una variable aleatoria normal con media 0 y desviacion estandar 1, suponiendo que 7 sea
suficientemente grande. Sabemos que para una distribucién normal estandar, 95% de los resul-
tados posibles se ubican entre --1.96 y 1.96. Por tanto,

P(—1.96 o ek e 6) ~0.95

<1.9
[P =p)in ~

) = . T
P(p—l._%\ 4 z P) ¢ p<p+196, p(n p)):o.%.

Los valores g — 1.96 yp(1 - p/ny p + 1.96y p(1 — p/n son los limites de confianza de 95%
para la proporcién de poblacion p. Sin embargo, observe que estas cantidades dependen del
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valor de p. Puesto que no se conoce p, debemos calcularlo mediante la proporcion de mues-
treo 5. En consecuencia,

s g [BL=B) 3. 1o P00
(p 1.96\[ 2P+ 1.96\

es un intervalo de confianza aproximado de 95% para p. Este intervalo tiene aproximadamen-
te 95% de posibilidades de cubrir la verdadera proporcion de poblacion antes de que se elija
una muestra.

Mediante un razonamiento analogo, podriamos elaborar un intervalo de confianza uni-
Jateral aproximado para p, o intervalos con diferentes niveles de confianza. Un intervalo de
confianza bilateral aproximado del 100% X (1 - ¢} para p adquiere la forma

. [pl-p) . (1)
(p Za/2 \\] p;J > P22 "}3—_”—_ 3

donde z,, es el valor que separa un drea de /2 en la parte superior de la distribucion nor-
mal estandar.

Considere la distribucion de una supervivencia de cinco afios para individuos menores
de 40 afios de edad a quienes se les ha diagnosticado cancer de pulmoén. Esta distribucion tie-
ne una media de poblaciéon desconocida p. En una muestra elegida al azar de 52 pacientes,
s6lo seis sobreviven cinco afios [4]. Por tanto,

nzﬁ
P n
6

2

= 0.115

N

es una estimacion puntual para p. Debido a que np = 52(0.115 = 6.0 y n(1 —p) = 52(0.885) =
46.0, el tamafio de ]a muestra es suficientemente grande para justificar el empleo de la apro-
ximacién normal; un intervalo de confianza aproximado de 95% para p es

0.115(1 —0.115) 0.115(1—0.115)
i~ i + 1. el saials
5 ; 9,115 # 1.96 \ 5 ,

(().1 15-1.96 \

(0.028, 0.202).

Mientras que 0.115 es nuestra mejor conjetura de la proporcion de poblacién, estos limites su-
ministran un intervalo de valores razonables de p. Estamos 95% seguros de que estos limites
cubren la verdadera proporcion de individuos menores de 40 afios que sobreviven cinco afios.

Aunque este intervalo se construy6 con la aproximacion normal a la distribucion bino-
mial, en realidad podriamos haber generado un intervalo de conflanza para p empleando la
propia distribucion binomial. Este método resulta valioso en el caso de muestras pequerias en
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las que no puede justificarse usar la aproximacién normal, y proporciona un intervalo exac-
to en lugar de uno aproximado. Como los cdlculos implicados son considerablemente mas
complicados que los que se requieren para el intervalo aproximado, no presentaremos aqui
el procedimiento [5]. No obstante, muchos programas de estadistica emplean el método pre-
ciso para generar intervalos de confianza para proporciones.

Como se ha dicho antes, la distribucion de una supervivencia de cinco afios para individuos
de menos de 40 afios a quienes se les-ha diagnosticado céncer de pulmoén tiene una propor-
cion de poblacion desconocida p. Sin embargo, sabemos que la proporcion de pacientes que
sobreviven cinco afios de entre quienes tienen mdas de 40 afios de edad en el momento en
que se hace el diagndstico es de 8.2% [4]. ;Sera posible que la proporcion de supervivientes
de 1a poblacion menores de 40 afios sea de 0.082 también? Para determinar si éste es el caso,
llevamos a cabo una prueba de hipétesis estadistica.

Comenzamos por establecer una afirmacion acerca del valor de la proporcion de po-
blacion p. Si deseamos probar si la fraccion de pacientes con céncer pulmonar que sobrevi-
ve por lo menos cinco afios después del diagndstico es la misma entre personas menores de
40 afios como lo es entre los que sobrepasan los 40, la hipétesis nula es

H,:p = 0.082.

Para una prueba bilateral llevada a cabo con un nivel de significancia de 0.053, la hipdtesis al-
terna seria '

H,:p+0.082.

Enseguida tomamos una muestra aleatoria de observaciones binarias de la poblacién
estudiada y determinamos la probabilidad de obtener una proporcion muestral tan extrema o
mas que P, en caso de que la verdadera media de poblacion sea p. Hacemos esto al calcular
el estadistico de prueba

- P~ Po

Jpo1—po)/n

Si n es suficientemente grande y la hipdtesis nula es verdadera, este cociente se encuentra
distribuido normalmente con media 0 y desviacion estandar 1. Por tanto, segun su magnitud
y el valor p que resulte, rechazamos 7 0 no lo hacemos.

Para la muestra de 52 personas menores de 40 afios a quienes se les diagnostico can-
cer pulmonar, 5 = 0.115. Por tanto, el estadistico de prueba apropiado es

-
P

__Prg

JP{)“ - po)ln

_ 0.115-0.082
[0.082(1 - 0.082)/52

-
“

=(.87.
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De acuerdo con la tabla A.3, el valor p de la prueba es de 0.384. Puesto que éste es mayor
que el nivel de significancia 0.05, no rechazamos la hipotesis nula. Estas muestras no mues-
tran evidencia alguna de que las proporciones de pacientes con cancer pulmonar que sobre-
viven cinco afios después del diagnéstico difieren en los dos grupos por edades.

Debido a que el intervalo de confianza aproximado de 95% para p contiene el valor
0.082, el intervalo de confianza nos habria llevado a la misma conclusion. No obstante, cuan-
do tratamos con proporciones, €ste no siempre es el caso. Como el error estandar se calcula
de diferentes formas para intervalos de confianza y pruebas de hipétesis ——la proporcion de
poblacién se calcula por medio de la proporcion muestral p para el intervalo de confianza,
y por medio del valor postulado p, para la prueba de hipotesis —, carece aqui de aplicacion
la equivalencia matemdtica entre estos dos métodos para el caso de las medias.

Por ultimo, asi como fuimos capaces de construir un intervalo de confianza para una
proporcién de poblacién con la distribucién binomial misma en lugar de la aproximacion
normal, también resulta posible una prueba de hipotesis exacta [5]. Sin embargo, no presen-
taremos aqui esta técnica; solo indicaremos que muchos programas estadisticos emplean el
método preciso para llevar a cabo pruebas de hipétesis para proporciones.

Cuando los investigadores disefian un estudio a menudo desean determinar el tamafio de
muestra » necesario para proporcionar una eficiencia especifica. Recuerde que la eficiencia
de una prueba de hipétesis es la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula en caso de que sea
falsa. Cuando abordamos el caso de las proporciones, los calculos de la eficiencia son lige-
ramente mas complicados que lo que fueron en el caso de las pruebas basadas en medias. No
obstante, el razonamiento es anédlogo.

Por ¢jemplo, si probamos la hipdtesis nula

H,: g 0.982
en funcion de la hipotesis alterna
H,:p>0.082

en el nivel de significancia o= 0.01. Una vez més, p es la proporcion de pacientes con cén-
cer pulmonar menores de 40 afios de edad que sobreviven por lo menos cinco afios. Aunque
antes llevamos a cabo una prueba bilateral, ahora nos interesan exclusivamente valores de p
mayores que 0.082. Si la verdadera proporcion de poblacién es tan grande como 0.200, de-
seamos arriesgar s6lo 5% de posibilidades de error en el rechazo de 1a hipétesis nula. Por tan-
to, /i es igual a 0.05, y la eficiencia de la prueba, es 0.95. ;Qué tamafio de muestra se
requiere?

Debido a que &= 0.01 y llevamos a cabo una prueba unilateral, comenzamos por ob-
servar que f{; se rechazaria si z > 2.32. Por tanto, establecemos que

z= 232
_ $—0.082
0.082(1-0.082)/n




14.5 Célevlo del tamario de muestreo 331

Al despejar p,

0.082(1 —0.082)
; .

5 =0.082 +2.32 \J

S1 la proporcion de muestreo p fuera mayor que este valor, rechazariamos la hipotesis nula.

Ahora concentramos nuestra atencion en la eficiencia deseada de la prueba. Si la ver-
dadera proporcion de pacientes que sobreviven cinco afios es de 0.200, deseamos rechazar la
hipétesis nula con probabilidad 1 = 0.95. El valor de z que corresponde a = 0.05 es z =
—1.645; por tanto,

z= —1.645
_ p—0200
J0.200(1 - 0.200)/n’

y, al despejar p,

. ).200(1 — 0.
p=0.200 — 1.645 \P e - b}

Si igualamos entre si las dos expresiones para p y despejamos el tamaiio de la muestra »,

~ [2.32/0.082(1-0.082) + 1.645/0.200(1 — 0.200) ]
o 0.200 — 0.082

= 120.4.

Al redondear, se requeriria un tamafio de muestra de 121.-
En general, si la probabilidad de cometer un error de tipo I es o y la probabilidad de
cometer un error de tipo II es /3, el tamafio de la muestra » es

— [Zcxdpo(] —Po) + 25/p1(1 _Pl)]z

P1-DPo

para el caso de una prueba de hip6tesis unilateral. Observe que P, €s la proporcion de pobla-
cion supuesta y p, es la alterna. Las magnitudes de estas proporciones —junto con los valo-
res de oy - determinan el tamafio de muestra »# necesario. Si nos interesara llevar a cabo
una prueba bilateral, debemos ajustar la férmula anterior. En este caso, la hipotesis nula se
rechazaria para z =z, (y también paraz<—z_,.). En consecuencia, el tamafio de muestra re-
querido seria

_ [Zaf:z JPG(I —Po) +ZﬁJP1(1 *pl)]&
P1—Po
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Igual que en el caso de la media, podemos de nuevo generalizar el procedimiento de la prue-
ba de hipdtesis para adaptar la comparacion de dos proporciones. Muy a menudo nos interesa
probar la hipétesis nula de que las proporciones de dos poblaciones independientes son idén-
ticas; es decir,

Hy:p = py

en funcion de la hipotesis alterna

HA :plgépz.

Para llevar a cabo la prueba, tomamos una muestra aleatoria de tamafio », de la pobla-
cién con media p,. Si hay x, ¢xitos en la muestra, entonces

P
fy

De igual forma, elegimos una muestra de tamafio », con media p,. Por tanto,

e X9
Pa=
)

Con ¢l objeto de determinar si la diferencia observada en las proporciones muestrales p, — 2,
es demasiado grande para atribuirla exclusivamente al azar, calculamos la probabilidad de
obtener un par de proporciones que difieran tanto o mas que las observadas, en caso de que
la hipotesis nula sea verdadera. Si esta probabilidad es suficientemente pequefia, rechazamos
H,, y concluimos que las dos proporciones de poblacién son distintas. Como siempre, debe-
mos especificar un nivel de significancia ¢ antes de llevar a cabo la prueba.

Si la hipétesis nula es verdadera y las proporciones de poblacién p, y p, son de hecho
iguales, los datos de ambas muestras pueden combinarse para calcular este pardmetro comun;
en particular,

;3 _ b + 1P
mt+n
—_ .L——---I ‘+Ax2
nytmy

La cantidad p es un promedio ponderado de las dos proporciones muestrales p, y p,.
Segiin la hipdtesis nula, el estimador del error estandar de la diferencia p, — p,.

adquiere la forma\/ P(1—pP)(1/n)) + (1/n,)]. Asi, el estadistico de prueba es
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__Gi-P) - -p)

*7 TR P(Un) + (Uny)]

Si n; ¥ n, son suficientemente grandes, este estadistico tiene una distribucion normal con me-
dia 0 y desviacion estandar 1. Un criterio comun, aunque conservador, es el hecho de que de
las cantidades n,p,n,(1 — p), n,p, y n,(1 — p) secan mayores o iguales a 5. De satisfacerse es-
tas condiciones, comparamos ¢l valor del estadistico con los valores criticos en la tabla A.3
para encontrar el valor p de la prueba; con base en la magnitud p, rechazamos o no la hipé-
tesis nula.

En un estudio sobre morbilidad y mortalidad entre nifios causadas por accidentes ve-
hiculares, se recopild informacion referente a la eficacia de los cinturones de seguridad en un
periodo de 18 meses. Se eligieron dos muestras aleatorias, una de la poblacion de nifios que
utilizaban cinturon de seguridad en el momento del accidente y otra de la poblacion de nifios
que no lo utilizaban. Suponga que se desea probar

Hy:p,=p,,

la hipotesis nula de que las proporciones de nifios que murieron como consecuencia del ac-
cidente son idénticas en ambas poblaciones. Para hacerlo, llevamos a cabo una prueba bila-
teral con un nivel de significancia de 0.05. La hipétesis alterna es

H,:p, #p,.

En la muestra de 123 nifios que llevaban puesto el cinturén de seguridad en el momen-
to del accidente, 3 murieron [6]. Por tanto,

P i Y

En la muestra de 290 nifios que no llevaban puesto el cinturén de seguridad, 13 murieron.
Como resultado,

~ X2
P2=
np
13
290
= (.045.

¢Es esta discrepancia de las proporciones de muestreo -——una diferencia de 0.021, o
2.1% - demasiado grande para atribuirla al azar?
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Si las proporciones de poblacién p, y p, son de hecho iguales, su valor comun p se
aproxima por

i 0 0
n ot
s 8FE3 -
173 + 290
= (.039.

Al sustituir los valores de p, , f, y p en la expresion para el estadistico de prueba, encontra-
mos que

(D1 P2)— (P11 p2)

jm1;mu§5+uﬁm
(0.024 0.045)—0 :
jm(m)(i_0039)[(1/123)+(1 290)]

1.01.

De acuerdo con la tabla A.3, el valor p de la prueba es de 0.312. Por tanto, no podemos re-
chazar la hipdtesis nula. Las muestras recogidas en este estudio particular no muestran evi-
dencia de que las proporciones de nifios que mueren difieran entre los que llevaban puesto el
cinturén de seguridad y los que no lo llevaban.

La cantidad p, - p, suministra una estimacion puntual para la diferencia verdadera en
proporciones de poblacion. Podriamos incluso construir un intervalo de confianza para esta
diferencia. Con la aproximacion normal, los limites de confianza de 95% para P, — P, son

: T s (1 5.
(ﬁl Py 1.96 \[P]( pl ;e 192_(1_ P2) )
”1 Mo

Una vez mas, ¢l error estandar de la diferencia en proporciones no es el mismo que el que se
utilizo en la prueba de significancia. En la prueba de hipétesis se utilizo el error estandar

[P =Py + (1/n)]

basado en el supuesto de que la hipotesis nula era verdadera. Esta suposicion no es necesa-
ria en el caleulo de un intervalo de confianza.
Puesto que p, = 0.024 y p, = 0.045, un intervalo de confianza aproximado de 95% pa-

14 Py ~ Dy €8

((O 024 -0.045) = 1.96 \J

0.024(1 - 0.024) 4 0.045(1 - 0.045)
123 290 ’

(-0.057, 0.015).
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Tenemos 95% de confianza en que este intervalo abarca la verdadera diferencia en las pro-
porciones de nifios que mueren en cada poblacion. Observe que el intervalo contiene el va-
lor 0. Asi, se conforma a la prueba de hipétesis llevada a cabo en el nivel 0.05.

Suponga que ahora nos interesa estudiar las habilidades de aprendizaje en nifios que al nacer
pesan menos de 1 500 gramos. Aunque sus pesos al nacer son extremadamente bajos, muchos
de ellos muestran patrones de crecimiento normales durante el primer afio de vida. Un peque-
flo grupo no lo hace. Estos nifios padecen un trastorno de desarrollo perinatal, condicién
que les impide un crecimiento normal. Un indicador del trastorno de desarrollo perinatal es
el hecho de que durante los primeros siete meses de vida, la circunferencia de la cabeza mi-
de menos de lo normal.

Ahora deseamos encontrar la relacién entre el trastorno de desarrollo perinatal y la ca-
pacidad de aprendizaje subsecuente. En particular, queremos calcular la proporcion de nifios
que padecen este mal, quienes, cuando cumplan 8 afios de edad, tendrdn un cociente intelec-
tual (CT) inferior a 70. En la poblacion en general, los indices de CI se gradGan de manera
que tengan una media de 100; un indice menor que 70 sugiere una deficiencia en la el apren-
dizaje. Para calcular la proporcién de nifios con cocientes intelectuales dentro de este rango
se eligié una muestra aleatoria de 33 nifios con trastorno de desarrollo perinatal. A la edad de
8 afios, ocho nifios tienen indices inferiores a 70 [7]. Por tanto,

ﬁ:-_

3
=0.242

%
n
8
3

constituye una estimacion puntual para p.

Ademads de esta estimacion puntual, también deseamos construir un intervalo de con-
fianza de 95% para p. Debido a que np = 33(0.242) v n(1 —p) = 33(0.758) = 25.0, podemos
emplear la aproximacioén normal a la distribucion binomial. Como resultado, sabemos que

- =P . p(1-p)
=) =N A T o F ik -
(p 2.58 ; P ¥ 258

tiene 99% de posibilidades de cubrir p antes de que se elija una muestra, y un intervalo de
confianza de 99% aproximado para p es

_ = = - L
(0.242 258 d 0'24“(-13 : 0242) 0242 +2.58 \j0.242(13 . 0'243)) ,

O

(0.050, 0.434).
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Estos limites suministran un intervalo de valores razonables para p. Contamos con 99% de
seguridad de que estos limites cubren la verdadera proporcion de nifios que padecian el tras-
torno de desarrollo perinatal mientras son pequefios y que posteriormente tienen un CT infe-
rior a 70.

Aunque no se conoce el verdadero valor de p para el caso de esta poblacion, si se sa-
be que 3.2% de los nifios que mostraron un crecimiento normal en el periodo perinatal tie-
nen un CI inferior a 70 al llegar a la edad escolar. También nos gustaria saber si esto sucede
en el caso de los nifios que padecian el trastorno de desarrollo perinatal. Puesto que nos in-
teresan las desviaciones que pudieran ocurrir en cualquier sentido, efectuamos una prueba bi-
lateral de la hipotesis nula

H, i p=1033 -
con un nivel de significancia de 0.01. La hipotesis alterna es
H, :p#0.032.

Cen base en la muestra aleatoria de 33 nifios con trastorno de desarrollo perinatal, p =
0.242. Si la verdadera proporcion de poblacion es 0.032, jcudl es la probabilidad de elegir
una muestra con una proporcion tan alta como 0.2427 Para contestar esta pregunta, calcu-
lamos el estadistico de prueba

~

oo PD
Ip(1 - p)/n
_ 0.242 —0.032
J(0.032)(1 - 0.032)/33
= 6.85.

De acuerdo con la tabla A.3, el valor p de la prueba es menor a 0.001. Rechazamos la hipo-
tesis nula con nivel de significancia 0.01 y concluimos que, entre los nifios que padecian el
trastorno de desarrollo perinatal, la proporcion con un CI inferior a 70 es mayor que 0.032.

En un estudio que se llevd a cabo para analizar los factores no clinicos relacionados
con el método de tratamiento quirtrgico para casos de cdncer de mama en las primeras eta-
pas, algunas pacientes se sometieron a una mastectomia radical modificada, mientras que
otras se sometieron a una mastectomia parcial con radioterapia. Queremos determinar si la
edad de las pacientes influye en el tipo de tratamiento al que se someten. En particular, de-
seamos saber si las proporciones de mujeres menores de 55 afios de edad son idénticas en los
dos grupos en tratamiento. Como resultado, probamos la hipotesis nula

Hyipy=p;
en funcion de la hipotesis alterna bilateral

HA &, #pz.
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Una muestra aleatoria de 658 mujeres que se sometieron a una mastectomia parcial y
a una subsecuente radioterapia consta de 292 mujeres menores de 55 afios; una muestra de

1580 mujeres que se sometieron a una mastectomnia radical modificada consta de 397 muje-
res menores de 35 afios [8]. Por tanto,

_ 292+397
658 + 1580

= (.308.

Debido a que n,p, n(1—p), npy n,(1 — p) son mayores que 3, el estadistico de prueba es

(P ~pPa)— (P1—p>)
B =P)(Lny) + (1/ny)]
_ (0.444-0.251) -0
J(0.308)(1 - 0.308)[(1/658) + (1/1580)]
= 9,01,

ZE

De acuerdo con la tabla A.3, el valor p de la prueba es menor que 0.001. Por tanto, rechaza-
mos la hipétesis nula con nivel de significancia 0.05 y concluimos que las mujeres que se
sometieron a una mastectomia radical modificada tienden a ser mayores que las que lo hicie-
ron a una mastectomia parcial y radioterapia.

Puesto que p, = 0.444 y P,=0251,p5, - D, = 0.193 es una estimacién puntual para la

diferencia verdadera en las proporciones de poblacion. Un intervalo de confianza aproxima-
do de 95% para Py —p,€s

0.444(1 - 0.444) 0.251(1 —0.251)
— (). + R
((0.444 0.251) 196\J = & =
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(0.149, 0.237).

Estamos 95% seguros de que la diferencia verdadera en las proporciones de mujeres meno-
res de 55 afios en los dos grupos en tratamiento se encuentra entre 0.149 y 0.237.

(Cuando es adecuado utilizar la aproximacion normal de la distribucion binomial?
Describa la funcion de una correccion de continuidad. ;Cuando resulta mas Gtil?

(Qué factores influyen en la amplitud de un intervalo de confianza para una proporcion?
Explique su respuesta.

Cuando trabaja con una diferencia en proporciones, ;por qué el error estandar calculado
que se usa en la construccidon de un intervalo de confianza difiere del error empleado en
la prueba de hipotesis?

Suponga que elige una muestra aleatoria de 40 nifios de una poblacién de recién nacidos
en México. La probabilidad de que un nifio en esta poblacion pese a lo sumo 2500 gra-
mos es de 0.15 [9].
a) Para la muestra de tamario 40, jcual es la probabilidad de que cuatro nifios 0 menos
pesen a lo sumo 2500 gramos? Calcule la probabilidad binomial exacta.

b) Mediante la aproximacion normal de la distribucion binomial, calcule la probabili-
dad de que cuatro o menos nifios pesen cuanto mas 2500 gramos.

¢) (Proporcionan estos dos métodos resultados congruentes?

. Se llevo a cabo un estudio para analizar la relacion entre el habito de fumar de la madre

durante ¢l embarazo y la presencia de malformaciones congénitas en el nifio. Entre los
nifios que padecen de alguna anormalidad distinta del sindrome de Down o una fisura
palatina, 32.8% tienen madres que fumaban durante el embarazo [10]. Esta proporcion
es homogénea para el caso de nifios con diversos tipos de padecimiento.
a) Si eligiera muestras repetidas de tamano 25 de esta poblacion, ;qué podria decir so-
bre la distribucién de proporciones muestrales? Mencione tres propiedades.
b) Entre las muestras de tamano 25, ;qué fraccion tiene una proporcion de muestreo
de 0.45 0 més alta?
¢) (Qué fraccién tiene una proporcién de muestreo de 0.20 o mas baja?
d) (Cudl es el valor p que separa el 10% inferior de la distribucién?

Retome el estudio que analiza la relacion entre el habito de fumar de la madre durante
el embarazo y los defectos congénitos, v considere nifios nacidos con fisura palatina. En
una muestra aleatoria de 27 nifios con este mal, 15 tienen madres que fumaban durante
el embarazo [10].
a) ;Cual es la estimacién puntual para p? Elabore un intervalo de confianza de 95%
para la proporcidn de poblacion.
b) Desea saber si la proporcion de madres que fumaba durante el embarazo, en el ca-
so de los nifios con fisura palatina, es idéntica a la proporcion de madres que fuma-
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ban en el caso de nifios con otro tipo de malformaciones. ;Cual es la hipétesis nula
de la prueba adecuada?

¢) (Cual es la hipdtesis alterna?

d) Lleve a cabo la prueba con un nivel de significancia de 0.01.

e) (Que concluye?

f) Sila verdadera proporcion de poblacion de nifios con fisura palatina es tan baja co-
mo 0.25, usted desea arriesgar s6lo 10% de posibilidades de fallar al rechazar la hi-
potesis nula. Si usted lleva a cabo una prueba bilateral con nivel de significancia
0.01, ;qué tamafio de muestra se requiere?

8. Como parte de un estudio reciente llevado a cabo en Francia, que analiza la efectividad
del medicamento mifepristona (RU 486) para interrumpir de manera prematura el em-
barazo, se administré el medicamento a 488 mujeres seguido 48 horas después de una
sola dosis de un segundo medicamento, misoprostol. En 473 de estas mujeres, el emba-
razo concluyo y el feto se expulso por completo [11].

a) Calcule la proporcion de embarazos interrumpidos prematuramente con éxito entre
mujeres que se sometieron al tratamiento descrito.

b) Construya un intervalo de confianza de 95% para la verdadera proporcion de pobla-
cion p.

¢) Interprete este intervalo de confianza.

d) Caleule un intervalo de confianza de 90% para p.

e) ;Como se compara el intervalo de confianza de 90% con el intervalo de 95%?

9. Se llevo a cabo un estudio en la ciudad de Nueva York para evaluar si podria utilizarse
cualquier informacién disponible en el momento del nacimiento para 1dentificar nifios
que requieren educacion especial. En una muestra aleatoria de 45 nifios de tercer afio que
participaron en el programa educativo especial del sistema de ensefianza puablica, 4 te-
nian madres con més de 12 afios de escolaridad [12].

a) Elabore un intervalo de confianza de 90% para la proporcion de poblacion de nifios
que requieren educacion especial cuyas madres tienen mas de 12 afios de escolaridad.

b) En 1980, 22% de los estudiantes de tercer afio matriculados en el sistema escolar
plblico de la ciudad de Nueva York tenia madres con mas de 12 afios de escolari-
dad. Suponga que desea saber si esta proporcién es la misma en el caso de nifios ins-
critos en el programa de educacion especial. (Cudles son la hipotesis nula y la
hipétesis alterna de la prueba adecuada?

¢) Lleve a cabo la prueba con un nivel de significancia de 0.05.

d) ;Qu¢ concluye usted? "

e) Sila verdadera proporcién de poblacion de nifios que requieren educacion especial
—cuyas madres habian tenido mds de 12 afios de escolaridad — es tan alta como
0.22, usted desea correr un riesgo de solo 5% de error en el rechazo de la hipétests
nula. Si llevara a cabo una prueba bilateral con un 0.05 de nivel de significancia,

(qué tamafio deberia tener la muestra?

10. Suponga que le interesa determinar si el consejo que da un médico durante un examen
fisico de rutina es eficaz al instar a sus pacientes a dejar de fumar. En un estudio de fu-
madores habituales, un grupo de pacientes recibi¢ una breve plética sobre los peligros
de fumar y se les animé a abandonar el habito. Un segundo grupo no recibid adverten-
cias referentes al habito de fumar. A todos los pacientes se les aplicé un examen de se-
guimiento. En la muestra de 114 pacientes que habian recibido consejo, 11 informaron
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11.

12.

13.

que habian dejado de fumar. En la muestra de 96 pacientes que no habian recibido con-
sejo, 7 habian dejado de fumar [13].
a) Calcule aproximadamente la diferencia verdadera en proporciones de poblacion p,
P
b) Construya un intervalo de confianza de 95% para esta diferencia.
¢) En el nivel de significancia 0.05, pruebe la hipdtesis nula de que las proporciones
de pacientes que dejaron de fumar son idénticas entre quienes recibieron consejos y
quienes no los recibieron.

d) ;Cree usted que la advertencia de los médicos es eficaz? ; Por qué?

Se llevo a cabo un estudio para analizar el empleo de programas de tratamiento comu-
nitarios entre beneficiarios del Medicaid que padecen de una enfermedad mental grave.
El estudio incluia la asignacion de una muestra de 311 pacientes a un plan médico paga-
do con anticipacién, y una muestra de 310 pacientes, al programa tradicional de Medi-
caid. Después de un periodo especifico, se determind la cantidad de personas de cada
grupo que habian visitado un centro comunitario de ayuda psicologica durante los tres
meses antertores. Entre los individuos asignados al plan pagado con anticipacion, 13 ha-
bian visitado un centro de ayuda; entre los que recibieron el plan Medicaid tradicional,
22 lo habian hecho [14].
a) Para cada grupo, calcule la proporcion de pacientes que visitaron un centro comu-
nitario de ayuda psicologica en los tres meses anteriores.
b) Con un nivel de significancia de 0.10, pruebe la hipotesis nula de que las proporcio-
nes son 1dénticas en ambas poblaciones.

¢) ;Qué concluye?

Suponga que le interesa estudiar los factores que influyen en el predominio de la tu-

berculosis entre usuarios de drogas administradas por via intravenosa. En un grupo de

97 individuos que admitié compartir jeringas, 24.7% obtuvo un resultado positivo a la

prueba de la tuberculina. Entre los 161 usuarios de drogas que negaron compartirlas,

17.4% obtuvo un resultado positivo en la prueba [15].

a) Suponiendo que las proporciones de poblacion de los resultados de la prueba de la
tuberculina son de hecho iguales, calcule su valor comin p.

b) Pruebe la hipotesis nula de que las proporciones de usuarios de drogas inyectadas
por via intravenosa que obtuvieron resultado positivo en la prueba de la tuberculina
son idénticas entre quienes compartian jeringas y quienes no lo hacian.

¢) ;Qué concluye usted?

d) Elabore un intervalo de confianza de 95% para la diferencia verdadera en propor-
ciones.

La serie de datos lowbwt contiene informacién de una muestra de 100 nifios con bajo
peso al nacer en dos hospitales generales en Boston, Massachusetts [16 ] (apéndice B,
tabla B.7). Los indicadores de un diagndstico de toxemia en la madre durante el emba-
razo —estado caracterizado por presion arterial alta y otras complicaciones potenciales
serias— se encuentran en la variable denominada tox. El valor 1 representa un diagnos-
tico de toxemia y el 0 representa que no hay dicho diagndstico.

a) Calcule la proporcion de nifios de bajo peso al nacer cuyas madres padecieron una

toxemia durante el embarazo.

b) Construya un intervalo de confianza de 95% para la verdadera proporcion de pobla-
cion p.
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¢) (Es este intervalo de confianza un intervalo exacto o uno que se basa en la aproxi-
macion normal de la distribucién binomial?
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