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PROGRAMA DE CURSO
TEORIA DE LA MEDIDA

A. Antecedentes generales del curso:

Departamento DIM
Nombre del curso Teorl.a dela Cédigo MA3802 Créditos 9
medida
Nombre del curso | Measure Theory
en inglés
Docencia 4,5 Auxiliares 1,5 Trabajo 9
Horas semanales
personal
Caracter del curso Obligatorio X Electivo
Requisitos MA3801: Analisis

B. Propdsito del curso:

CE1:

CE2:

CG1:

CG3:

El curso tiene como propdsito que los y las estudiantes comprendan los elementos basicos de la
teoria de la medida e integracidon: medida, integral, teoremas de convergencia, espacios Lp y
dualidad, Teorema de Radon-Nikodym, medida producto, medida de Lebesgue en Rn y las
construcciones bdsicas de medidas en productos infinitos.

El curso tributa a las siguientes competencias especificas (CE) y genéricas (CG):

Interpretar y utilizar el lenguaje formal matematico, para analizar y verificar la veracidad
de afirmaciones matematicas.

Calcular y manipular objetos matematicos y herramientas conceptuales de diversas areas
de las matematicas, tales como analisis, simulacién numérica, ecuaciones diferenciales,
matematicas discretas, optimizacién, probabilidades y estadisticas, entre otras, para la
resolucion de problemas.

Comunicacion académica y profesional

Comunicar en espafiol de forma estratégica, clara y eficaz, tanto en modalidad oral como
escrita, puntos de vista, propuestas de proyectos y resultados de investigacion
fundamentados, en situaciones de comunicacion compleja, en ambientes sociales,
académicos y profesionales.

Compromiso ético

Actuar de manera responsable y honesta, dando cuenta en forma critica de sus propias
acciones y sus consecuencias, en el marco del respeto hacia la dignidad de las personas y
el cuidado del medio social, cultural y natural.




CG6: Innovacion

Concebir ideas viables y novedosas que generen valor para resolver necesidades latentes,
materializadas en productos, servicios o en mejoras a procesos dentro de un sistema u
organizacién, considerando el contexto sociocultural y econdmico y los beneficios para el
usuario.

C. Resultados de aprendizaje:

Competenc
ias

Resultados de aprendizaje

RA1: Evalua si un objeto dado es una medida, un espacio de medida, una funcién
medible, una medida producto, un espacio producto o un elemento de algun
espacio de funciones integrables, entre otras opciones, aplicando las nociones de
la teoria de la medida, en particular, sus construcciones y teoremas de extension,
propiedades de funciones medibles y teoremas de convergencia.

CE1, CE2

RA2: Interpreta los conceptos de la teoria de la medida en el dambito de las
probabilidades y el calculo. En particular, aplica el concepto de funcidn
CE1, CE2 | absolutamente continua y sus propiedades fundamentales en contextos que
involucran el Teorema Fundamental del Calculo y sus generalizaciones usando la
integral de Lebesgue.
RA3: Produce demostraciones de proposiciones de la teoria de la medida,
sintetizando los argumentos de sus teoremas, seleccionando las herramientas
CE1, CE2, | pertinentes, tales como: desigualdades (Hoélder, Minkowski), derivadas de
CG6 Radon-Nikodym, dualidad y medidas de Radon, asi como resultados sobre
funciones medibles y teoremas de convergencia, en problemas que involucran
secuencias de funciones.

RA4: Argumenta por escrito, tanto en controles, exdmenes o tareas asociadas, los
cGg1 resultados obtenidos en la solucidon de problemas, con especial cuidado en la
claridad y precisién en el uso de los términos matematicos.

RAS5: Realiza las actividades programadas, cumpliendo con sus requerimientos,
CG3 plazos y de manera honesta, en particular, sin plagiar trabajos en tareas o
informes, ni copiar en evaluaciones.

Por su naturaleza, los resultados de aprendizaje RA4 y RA5 son parte de cada una de las unidades y
su validacidn se hard en las actividades de evaluacion.

D. Unidades tematicas:
Resumen de unidades tematicas



Numer Nombre de la Duracién en
o unidad semanas
1 Espacios de medida 2.5
2 Funciones integrables y teoremas de convergencia 2.5
3 Espacios Lp 1.0
4 Funciones absolutamente continuas 1.0
5 Teorema de Radon-Nykodin. Dualidad en los espacios Lp 2.0
6 Medida producto 1.0
7 Medida de Lebesgue en Rn 2.0
8 Medidas de Radon 1.0
9 Aplicaciones a Probabilidades 2.0

TOTAL 15




RA a los que

Numero .
tributan

Contenidos

1.1. Construccion de una medida.

1.2. Teorema de Carathéodoryy
Hahn.

1.3. Medida de Lebesgue-Stieltjes.

1.4. Medida de Lebesgue.

1.5. Medidas regulares.

RA a los que

Numero )
tributan

RA1, RA2, RA3 Espacios de medida 2 semanas

2
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i fefon mmies
Nombre de la unidad Duracion en semanas

Indicador de logro

El/la estudiante:

1. Explica las nociones bdsicas de medida y su
construccion via la extension de Carathéodory.

2. Enuncia los ejemplos mas importantes de medidas
en R, el problema de regularidad de medidas y las
medidas con signo.

1.6. Medidas con signo.
Bibliografia de la unidad

[3,8,9].

Nombre de la unidad Duracion en semanas

RAL RA2,RA3

Contenidos

2.1.Funciones medibles.

2.2.Aproximaciéon por funciones
simples.

2.3. Definicién de integral.

2.4.Teorema de convergencia
mondtona.

2.5.Lema de Fatou.

2.6.Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue.

2.7.Integral de Riemann y su
relacién con la integral de
Lebesgue.

2.8.Teorema de Egoroff.

2.9.Teorema de Lusin.

Bibliografia de la unidad

Indicador de logro

El/la estudiante:

1. Explica el rol de las funciones medibles en la teoria
de integracidn y el rol de las funciones simples en
esta teoria.

2. Aplica los teoremas de convergencia, validando sus
hipdtesis.

3. Contrasta la integral de Lebesgue con la integral de
Riemann introducida en los primeros cursos de
Calculo.

[3,8,9].




RA a los que

Numero .
tributan

Nombre de la unidad Duracion en semanas

Contenidos

3.1.Relacidon de equivalencia c.t.p.

3.2.Espacios Lp y las normas
asociadas.

3.3.Desigualdad de Hélder.

3.4.Completitud de los espacios
Lp.

3.5.Relacidn entre la convergencia

en norma p y otras nociones

de convergencia. Relaciones

entre los distintos espacios L™

Bibliografia de la unidad

RA a los que

Numero )
tributan

RA1, RA2, RA3

Contenidos
4.1. Diferenciabilidad de funciones

monadtonas.

4.2.Funciones de variacién
acotada.

4.3.Funciones absolutamente
continuas.

Bibliografia de la unidad

RA a los que

Numero .
tributan

Indicador de logro

El/la estudiante:

1. Aplica la construccion de los espacios LP, sus
propiedades basicas, la la desigualdad de Hoélder y la
demostracion de su completitud a situaciones
similares.

2. Distingue el espacio L* de los espacios L?, como un
espacio de Hilbert.

3. Compara las distintas nociones de convergencia y la
convergencia c.t.p.

[3,8,9].

Nombre de la unidad Duracion en semanas

Funciones absolutamente 1 semana

continuas

Indicador de logro

El/la estudiante:

1. Analiza la diferenciabilidad c.t.p. de funciones
mondtonas, la diferenciabilidad de una integral y el
problema de la reconstruccién de una funcién a partir
de su derivada.

[1I4I6I8] .

Nombre de la unidad Duracion en semanas

RA1, RA2, RA3

Contenidos

5.1.Medidas
continuas y singulares.
5.2.Teorema
Radon-Nykodin.
5.3.Dualidad en los espacios
Lp. 2.
3.

absolutamente

de | 1.

Teorema de Radon-Nykodin.
Dualidad en los espacios Lp

El/la estudiante:

2 semanas

Indicador de logro

Enuncia el problema general de representacion de una
medida con respecto a otra y la existencia de una
densidad.

Explica la absoluta continuidad de la integral.

Aplica el Teorema de Radon-Nykodin al problema de la
dualidad en los espacios LP.

Bibliografia de la unidad [3,8,9].




RA a los que

Numero .
tributan

Contenidos

6.1.Conjuntos medibles en el
espacio producto fibras y
construcciéon de la medida
producto.

6.2.Teorema de Tonelli y Teorema
de Fubini.

Bibliografia de la unidad

RA a los que

Numero .
tributan

RA1, RA2, RA3 Medida Producto 2 semanas

H
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Nombre de la unidad Duracion en semanas

Indicador de logro

El/la estudiante:

1. Aplica la extension de medidas unidimensionales a
varias dimensiones y el Teorema de Fubini en el
calculo de integrales iteradas.

(3,6,8,9].

Nombre de la unidad Duracion en semanas

RAL RA2, RA3 | _Medida de Lebesgue en Rn

Contenidos

7.1.Medida de Lebesgue en Rn, su
construccién y propiedades
basicas.

7.2.Teorema del cambio de
variables

7.3.Convolucién vy regularizacién
de funciones

7.4.Compacidad en los espacios Lp

7.5.de un dominio de Rn.

Indicador de logro

El/la estudiante:

1. Explica la construccion de la medida de Lebesgue en
R" como una medida producto.

2. Aplica el Teorema de cambio de variables y la
propiedad de la invarianza de la medida de
Lebesgue bajo traslaciones a la convolucidon de
funciones y la regularizacion de funciones.

3. Explica los criterios basicos de compacidad en los
espacios L de un dominio de R".

Bibliografia de la unidad [1,6,8,9].

RA a los que
tributan

Contenidos
8.1.Medidas de Radon.
8.2.Teorema de representacién de

Riesz.
8.3.El dual de C(K).

Nombre de la unidad Duracion en semanas

RA1, RA2, RA3 Medidas de Radon 1 semana

Indicador de logro
El/la estudiante:

1. Analiza las medidas de Radon y su relacién con
funcionales lineales continuos sobre las funciones
continuas de un espacio topoldgico.

Bibliografia de la unidad [3,8,9].




: RA a los que : .
Numero ) . Nombre de la unidad Duracion en semanas
tributan
Contenidos Indicador de logro

9.1. Medida producto generales. El/la estudiante:
9.2.Teorema de consistencia de

Kolmogorowv. 1. Interpreta los rudimentos de la teoria de procesos
9.3.Esperanzas condicionales. estocasticos como la medida producto en R'.

2. Construye ejemplos basicos de la teoria, aplicando la
independencia estocastica.

3. Enuncia la nocién de esperanza condicional y versiones
regulares de ésta.

Bibliografia de la unidad [8].

E. Estrategias de enseilanza - aprendizaje:

El curso considera las siguientes estrategias de ensefianza-aprendizaje:

e Clases de catedra expositivas.
e Clases auxiliares: exposicion de problemas y resolucion de problemas guiados.

F. Estrategias de evaluacion:

Al inicio de cada semestre, el cuerpo académico informara oficialmente sobre la cantidad y tipo
de evaluaciones, asi como de sus ponderaciones. También anunciard si una inasistencia
justificada se recupera mediante una evaluacidn adicional en las semanas siguientes a la
evaluacion original o al final del semestre, dependiendo del porcentaje de asistencia del
estudiantado a la misma, o por la nota del examen.

Tradicionalmente hay distintas instancias de evaluacién tales como:

e Evaluaciones parciales (controles, tareas, trabajo en clases, entre otros). Con un maximo de 3
controles por semestre.

¢ Examen final.

La ponderacién de cada evaluacién respetard los reglamentos de la Escuela. En cada uno de
estos controles y examen final se evaluard la capacidad del estudiante para escribir
proposiciones abstractas de manera clara y precisa. Esta evaluacion se realiza de manera
integral en la revision de las evaluaciones y puede afectar un porcentaje de la calificacion de
cada una de ellas.

Segun el reglamento de estudios de la FCFM, el profesor tiene la facultad de realizar un examen
oral a un estudiante. Esta instancia podrd darse, por ejemplo, cuando el alumno presente
inasistencias reiteradas a los controles. De ser examinado en ambas formas (escrita y oral),
recibira calificaciones parciales separadas, las que se promediaran aritméticamente para dar la
calificacién del examen.




G. Recursos bibliograficos:

Bibliografia obligatoria:

[1] Evans L., Gariepy R. “Measure Theory and fine properties of Functions”, CRC press, Boca
Raton, FL, 1992.

[2] Friedmann A. "Foundations of Modern Analysis", Dover Publications, New York, 1982.
[3] Halmos P. “Measure Theory”, Van Nostrand, New York, 1950.

[4] Kolmogorov A., Fomin S. “Elements of the Theory of Functions and Functional Analysis”, Ed.
MIR, Moscu, 1957.

[5] Royden H. L. “Real Analysis”, Mac Millan Publishing Co., New York, 1988.
[6] Rudin W. “Real and Complex Analysis”, 3rd ed., McGraw-Hill, New York, 1987.
[7] Saks S., “Theory of the Integral”, Murray Printing Co., Wakefield, 1937.

[8] San Martin J. “Medida e integracion”, apuntes del curso de medida Departamento de
Ingenieria Matemitica, U. De Chile, Santiago, primera ed. 1996, ultima ed. 2009.

[9] Wagschal C. “Cours d’Analyse, Chapitre 6, Integration”, apuntes de curso de la Ecole
Nationale des Ponts et Chaussées, Paris, 1978.
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