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INTRODUCCION

El libro que os ofrecemos, no es un libro auto contenido, sino un instrumento
de complementacion, para la practica indispensable en el topico relativo a las
integrales indefinidas. En este contexto, el buen uso que se haga del mismo

llevara a hacer una realidad, el sabio principio que unifica la teoria con la practica.

El trabajo compartido de los autores de “801 ejercicios resueltos” es una
experiencia que esperamos sea positiva, en el espiritu universitario de la
activacion de las contrapartes, en todo caso sera el usuario quien de su veredicto
al respecto, ya sea por medio del consejo oportuno, la critica constructiva o la
observacion fraterna, por lo cual desde ya agradecemos todo comentario al

respecto.

Nos es grato hacer un reconocimiento a la cooperacion prestada por los

estudiantes de UNET: Jhonny Bonilla y Omar Umaiia.



INSTRUCCIONES

Para un adecuado uso de este problemario, nos permitimos recomendar lo
siguiente:

a) Estudie la teoria pertinente en forma previa.

b) Ejercite la técnica de aprehender con los casos resueltos.

c) Trate de resolver sin ayuda, los ejercicios propuestos.

d) En caso de discrepancia consulte la solucion respectiva.

e) En caso de mantener la discrepancia, recurre a la consulta de algin
profesor.

f) Al final, hay una cantidad grande de ejercicios sin especificar técnica
alguna. Proceda en forma en forma analoga.

g) El no poder hacer un ejercicio, no es razén para frustrarse. Adelante

y éxito.



ABREVIATURAS DE USO FRECUENTE

e: Base de logaritmos neperianos.
‘n: Logaritmo natural o neperiano.
log : Logaritmo vulgar o de briggs.
sen: Seno.

arcsen: Arco seno.

oS : Coseno.

arccos : Arco coseno.

arccos: Arco coseno.

7Q: Tangente.

arctg : Arco tangente.

corg Cotangente.

arccotg Arco cotangente.

sec: Secante.

arcsec: Arco secante.

cosec: Cosecante.

arcsec: Arco cosecante.

exp: Exponencial.

dx: Diferencial de x.

¥: Valor absoluto de x.

m.c.m: Minimo comun mudltiplo.

IDENTIFICACIONES USUALES

sen"x=(senx)" sen'x=arcsenx
In"x=(lnx)" r0g"x = (¢ogx)"
¢ogx = Log|x|

IDENTIDADES ALGEBRAICAS

1. Sean a, b: bases; m, n nUmeros naturales.
aman — am+n (am)n — amn
m ab n — anbn
a_n =a""a=0 (ab)
a
n n m m
a)y _a a’n =4a" =(¥a)
=—,b#0
b b
1 0 _
A=~ a =La=0



2. Sean a, b ,c: bases; m, n nUmeros naturales

(
(

athb
azthb

a2n _b2n — (an +bn)(an _bn)

) =a’+2ab+b?

2
)" =a‘+4a’h+6a’h?+4ab’ +b*  a’-b*=(a+b)(a-b)

(a+b)’ =a’®+3a’h+3ab® + b’

a’+b® = (a+b)(a®* Fab+b?)

(a+b+c)>=a’*+b*+c* +2(ab+ac+bc)

3. Sean b, n, x, y, z: niUmeros naturales

X
rog(xyz) = fog, X+ £0g, Y + (09, Z tog, (;J = (0g,X—(0g,Y

£0g, X" =nlog,x

(0g,1=0

Ine=1

/ne* =x

exp(£nx) =x

1.

sen=
cosecd

g = senéd
cosé

sen®@+cos’d=1
1+co7g’0 = cosec’d

cosdrgfd =send

(ong/; :lfogbx
n
fog,b=1

Inexpx=Xx =X

/nx
e =

X

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

cosé?:L
secd

700 =

J corgd

1+79°0 =sec’

cosdcosecd =corgl

2.
(a)
sen(a+ fB)=senacosf+cosasenf sen2a =2senacosa
1-cos2a
Seng:+ senza:—
2 2

sen(a—f)=senacosf—cosasenf



(b)
cos(a + ) =cosacos f—senasenf

2 1+cos2a
Cos” a ==

coOsS—=1=

a 1+cosa

2 2

cos(a— ) =cosacos f+senasenff

cos2a =cos’a—sen*a=1-2sen’a =2cos’* a —1

(c)
70 +71
rg(a+p) =94+ 790
1-7rgargpf
, 1-cos2a
o =—"-
1+cos2a
a 1-cosa sena l1-cosa
rg—:i,/ = =
2 1+cosa 1+cosa sena
(d)

senacosﬂ:%[sen(a+,8)+sen(a—,8)]

COS COS 5 = %[cos(a + ) +cos(a - B)]

a+'3cosa_'8

2
OHﬂcosa_ﬂ
2 2

sena+senf=2sen

COSa +COS ff = 2C0S

()

arcsen(senx) =x
arcrg(rgx) = x
arcsec(sec x) = x

2rqa
2 =
rgce 1-79%a
_ . f9a-79p
r9@-p) 1+7gargpf

coswsenﬂ:1 sen(a+ pB)-sen(a—p)
2[ ]

senasen,b’:—%[cos(a+,8)—cos(a—,3)]

a+'Bsena_ﬂ
2
OH'Bsena;ﬂ

sena—sen S =2co0s

COSa —COS f#=—-2s€en

arccos(cos x) = X
arccozrg(cozrgx) =X
arccosec(cosec x) = X



FORMULAS FUNDAMENTALES

Diferenciales

1.-du —d—udx

u
2.-d(au) =adu
3.-d(u+Vv)=du+dv

4.-d(u")=nu""du

5.-d(/nu) _du

u
6.-d(e") =e"du
7.-d(a")=a"/nadu

8.-d(senu) =cosudu
9.-d(cosu) =-senudu
10.-d(zgu) = sec’® udu
11.-d(corgu) = —cosec’ udu
12.-d(secu) =securgudu

13.-d(cosecu) =—cosecu corgudu

14.-d(arcsenu) = du
1-u?
—du
15.-d(arccosu) =
1-u’
du
16.-d(arczgu) =
1+u
17.-d(arccorgu) = —du2
1+u
18.-d(arcsecu) = du
uvu® -1
—du

19.-d(arccosecu) =

uvu? -1

Integrales
1.-Idu =u+cC

2.-'[adu:a_[du
3.-j(du+dv)=jdu+jdv

n+l

nyo U
4.-_[u du_n+1

+c(n=-1)
d
5.-Ivuzéf7|u|+c

6.-.[e“du =e"+¢C

u

7.- ja du= a
/na
8.-'[cosudu=senu+c

+C

9.-Isenudu =—COSU+C
10.-_[sec2 udu = rgu+c
11.-jcosec2 udu=—-corgu+c
12.-jsecurgudu =secu+c

13.-J'cosecu corgudu = —cosecu+c¢

14.-_[ =arcsenu+c

du
\/1 u2
\/1 u?

16.-J'1 s =arcrgu+c
+Uu

15.- J' =—arccosu+c

17.-_[ Etz =—arccorgu+c

arcsecu+c;u>0
—arcsecu+c;u<0

18_[\/_

— arccosecu+c;u>0
19.- [ du {

. uvu? -1

arccosecu+c;u<0

10



OTRAS INTEGRALES INMEDIATAS

(nsecul+c
{n|cosu|+c

1.-jrgudu = {_

(n|secu+rgu|+c

fnirgu E+£j
T2

5.-jsen hudu = cos#u+c
7.-Jrghudu = (n|coshu|+c

3.-jsec udu =
+C

9.- Jsec hudu =arczgh(senhu)+c

u
du arcsen—+c¢C
11.-.|'—: a
a2_ 2 u
—darcsen—+c¢
a

1 u
—arcrg—+c
13.- I _ a a

u?+a? 1 u
—arccorg—+cC
a a

du —if u
uva’+u® a

15.-|

17.-4/u**a dU—E\/ +a i%ﬂn

2

2
u a u
18.-.|'\/a2 —u?du :—\/a2 —u? +7arcsen—+c

77—
a++va’+u?

2.-J'COrgudu =(n|senu|+c

4.-J'cosecudu = (n|cosecu—corgu|+c

6.-J'coshudu =senhu+c
8.-Ic01ghudu =(n|senhul+c

10.-jcosec hudu = —arccorgh(coshu) +c¢

:zn‘u+ u’+a’

+C

du
12.- | —
J. /uziaz

du 1
R oy =S

u—a
u+a

+C

1 u
—arccos—+c¢

du a a
+C 16.-.[— =
2_ 2 u
uvu-—a Zarcsec—+¢
a a

u++u?+a?

+C

a

#(asenbu- bcosbu)

19.-Iea“senbudu = o7
a’+

(acosbu+bsenbu)

20.-Ieau cosbudu = 11
+

Realmente, algunas de estas integrales no son estrictamente inmediatas; tal como
se verad mas adelante y donde se desarrollan varias de ellas.
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CAPITULO 1

INTEGRALES ELEMENTALES

El Propédsito de este capitulo, antes de conocer y practicar las técnicas
propiamente tales; es familiarizarse con aquellas integrales para las cuales basta
una transformacion algebraica elemental.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

1.1.- Encontrar: J'e"”xz Xdx

., ) 2
Solucion.- Se sabe que: e =x°

4
Por lo tanto: je‘”xz xdx = I X2xdx = _[ x3dx = XI+ c

4 n+l

- X , - X
Respuesta: Ie“’x xdx:7+c, Formula utilizada: J'x”dx:

n=-1
n+1

1.2 .- Encontrar: j3a7x6dx
Solucion.-

7
I3a7x6dx = 3a7J' x®dx =3a’ X7+ C

,
Respuesta: j3a7x6dx =3a’ = e, Formula utilizada: del ejercicio anterior.

1.3.- Encontrar: J'(?,x2 +2x+1)dx

Solucion.-
I(sz +2x+1)dx = I(sz +2x+1)dx = I3x2dx+‘[2xdx+jdx

3 2
= 3| x%dx+ 2| xdx + dx:ZX—+ZX—+x+c:x3+x2+x+c
freocsofuoes Jox- 3% 2%

Respuesta: I(sz +2x+)dx = x>+ x> + x+¢

1.4.- Encontrar: jx(x+a)(x+ b)dx

Solucion.-
Ix(x+ a)(x +b)dx :jx[x2 +(a+b)x+ ab]dx = I[x3 +(a+b)x*+ abx]dx

:jx3dx+j(a+b)x2dx+jabxdx = _[x3dx+ (a+ b)J. xzdx+ab_|. xdx
4 3 2

=X—+(a+b)x—+abx—+c
4 3 2

12



4 3 2
Respuesta;Ix(x+a)(x+b)dx:XT+(a+3b)x +ab2x e

1.5.- Encontrar: _[(a+bx3)2dx

Solucion.-

I(a+bx3)2dx = J'(az +2abx® +b*x®)dx = Iazdx+j2abx3dx+jbzx6dx
4 7

= azjdx+2abjx3dx+bzfx6dx = a’x+2ab2—+b2 X ¢
4 7

abx® b%x’

+
-

Respuesta: j(a +bx®)?dx=a’x+

1.6.- Encontrar: j«/Z pxdx
Solucion.-

1 % %
jJprdx=J\/ﬁx2dx:\/ﬁj‘x%dx=\/ﬁ;7+c=@+c
3
Respuesta: IJZ pxdx=@+c

+C

dx
1.7.-Encontrar: _[—
Ux

Solucion.-
-1 —1+n —1+n
dx - xn X " nx n
J'Q/_:J‘x%dx: 1 +Cc= 1+n+c: 1 +C
X —+1 n-
n n
=1+n
dx nx "
Respuesta;j—: +cC
Yx n-1

1-n

1.8.- Encontrar: j(nx)de

Solucion.-

n In 1 In 1 n 1,
'f(nx) n dx:jn nxndx=n" _[x“ dx=nn jx” dx
1
n l-n 1 1-n 1 I-n+n 1

T n —+ n
+c=n"nx"+c=n" x'+c=n " x"+c=n"x"+c

1
n

1-n
Respuesta:j(nx) " dx =4Ynx +c
1.9.- Encontrar: J(a% —x%)3dx

Solucién.-
[@* —xydx= j[(a% ) —3(a%)" x4+ 3a% (x4) = (x* )jdx

13



= j(a2 —3a/5%% 432755 — x?)dx = '[azdx—jBa%x%dx+.[3a%x%dx—'|'xzdx
%

3

2 [ gy 2a% [ % %0 By — [ x2dy — a2y _2a% X % X° X
_ajdx 3a .[x dx+3a J'x dx Ix dx=a°x-3a 7 V +C
3 3
2. 9a%x* 9afx”
=a‘X— + ——+cC
5 7 3
Yy AW 3
Respuesta;I(a%—x%)3dx:a2x—9a X2 902 X e
5 7 3
1.10.- Encontrar: J'(\/;+1)(x—\/;+1)dx
Solucién.-
[ (X + D)=V +Ddx = (xa/x — ETF + K + X~ % +1)dlx
% %
= [O/x+)dx = [ o +2)dx = [ (¢ +2)x = [ x*dx+ [ dx = ; 22 x+e
%
2%
Respuesta: J.(\/; +1)(x—\/§+1)dx:
2 2
1.11.- Encontrar:_[(x DX - 2)dx
Solucion.-
(X2 +D(x*=2)dx ¢ (x* =x? —2)dx 2
J. 3y _I _J.X? .[ X J.?dx
10 +1 i+ ;2+1 13 V }/
1 s _ X3 X3 X3 X3 X7? X7
=Ix4dx—jx4dx—2fx %dx: ® T -2 =M :?—T—Z 7 +C
3 3 3 3 3
B / / 43 23
_3X _3X0 VF_ P TR Tl
13 13 7
Respuesta:j(x +1)(x* —2)dx: 3x 3x 6 |3/x +c
3 13
m__ N 2
1.12.- Encontrar: judx
Jx
Solucién -
(x*" x +x2) (x*" x”+x2”)
JE2 o | dx= | X
2m-1/2+1 m-+n+1/2 2n+1/2
:J‘(XZm—llz_ZXmm-l/z+X2n—1/2)dX: X _2X + X te
2m-1/2+1 m+n+1/2 2n+1/2
4Am+1 2m+2n+1 M Am+1 2m+2n+1 4n+l
X 2 2xX 2 X 2 2X 2 4x 2 2x 2

SAm+l 2me2n+l dn+l ST amal 2maonil ansiC

2 2 2

14



2X2m\/; 4Xm+n\/; 2X2n\/§
= - + +C

im+1 2m+2n+1 4n+1

m_ n\2 2m m+n 2n
Respuesta:'fudx:\/;( 2X ax 2X J

Jx am+1 2m+2n+l 4n+l
Wa-x)*
1.13.- Encontrar: Ide
Solucion.-
j(\/g—\/;)“ dX:J-aZ—4a\/§+6xa—4x ax + X2 ix
Jax Jax
:J' a "'461)% J' 6ax J~4X)Z/ _[ dx
@ @) (ax)y

=Ia2a Ve ydx—J'4adx+J'6aa‘%xx ydx—J'4xdx+.[a ex2x"2dx

= a%_[ X 2dx — 4aj dx + Ba%j x%dx - 4J' xdx + a’%_[ x’2dx

y X7%+l }/ X%+l Xl+l _}/ X%+l
=a” —dax+6a”? 4——-4—+a?—5—+C
—# =41 + s}

2 2 2

3 5

y % P X2y - %
=a2T—4aX+6aZT—4T+ ZT+C

2 2 2

%

—2a”x” — 4ax + 4a’x” — 2x* +2a}/x? c

_ 4 , , 3
Respuesta: Ide =2a”x” — dax+4a’x” — 2x +2L+c

5xa
-10
Solucion.-
Sea: a=+/10, Luego:j delozj de 5 :2—2677:%2+c
0 0, ool
‘x+\/—‘ e A
Respuestaj %X \/\/:§
X+
1.15.- Encontrar: -[x —7
” d d 1
Solucién.- Sea: a=\/7 , Luego:J'XzJ):7 :sz J:(az :garwggm

15



1 X \/7 ﬁx

—arcrg——+Cc=—arcrg——+c¢
NN A
Respuestaf :ﬂ arcr g?m
1.16.- Encontrar: j /

Solucioén.-

+C

Sea:a=2, Luego:

‘x+\/a + X

J‘\/4+x _I\/a +x°

=£17‘x+ 4+ x*|+c

Respuesta:j =€77‘x+ 4+ %*|+cC

dx
NS
dx
1.17.- Encontrar:
[

Solucion.-

Sea: a=+/8, Luego:j o —arcsen>+c
J8—x a

3 dx
2 _J.\/az_x

X X
=alcsen—+Cc=arcsen—-—+=¢
J8 22
_ J2x
Respuesta.j —arcsen—+c

\/8—x

Solucion.-

La expresion: g actia como constante, luego:
dei9 % 1+9J.dy: x21+9 yre= X2>-I‘1-9+C
Respuesta: Ix 9 = v 19+c

1.19.- Encontrar:.[\/2+\);4_;/2 X

Solucion.-

I\/2+\74::{42_X dx=j,/i—;dx—j‘/j:§4dx
S e e
(2—x?) (2+%7) (277 (2+x%) J2-x \/2+x

16



Sea: a=+/2, Luego:.[ o —J' o :arcsenl—fn‘xjt a’+x*|+c
JaZ—x? ‘at+x a

X X
=arcsen———/ ‘x+ V2)? + X2 |+c=arcsen———¢ ‘x+ 2+ x*|+C

NI (V2) N

J2+x2 —~f2-%° X
Respuesta: dx:arcsen——ﬁn‘x+ 2+ X2 |+¢C
j V4-x* V2
1.20.- Encontrar: J'rgzxdx
Solucion.-
Irgzxdx:.[(sec2 x—l)dx:fsec2 xdx—.[dx:rgx—x+c
Respuesta:Irgzxdx:rgx—x+c
1.21.- Encontrar: ICOrgzxdx
Solucion.-
ICOngxdx:I(coseczx—l)dx:fcoseczxdx—de:—COrgx—x+c
Respuesta'Icwgzxdx:—cng—x+c
1.22.- Encontrar: J'
2x° +4
Solucion.-
j ?X -j J aI’CTgL-i—C —Qarwg@w
2x% +4 2(x +2) +2 2[ J2 4 2
Respuesta: j—zi arcr gL+c
+4 4 2

1.23.- Encontrar: J'7 gx 3
X —

Solucion.-

Idx =J~ dx =J- dx =£I dx
x -8 7(xz_j 7[(x2—(ﬁ)2] 7 [xZ—(ﬁﬂ

1 eVl e VT, T VB
72 (f) ‘x+f‘ ‘x+f‘ 14\/_ ‘\/—x+\/_‘
|\/—x 2\/_| |\/_x 2J_|
‘fx+2f‘ ‘fx+2f‘
Respuesta:j”2 8 %?;r;://:%

2
1.24.- Encontrarj' dX

17



Solucion.-

x2dx dx dx
=|(1- dx=|dx-3| ——=|dx-3| ———
Ix +3 I( 3) I -[x2+3 -[ IX2+(x/§)2
1 X J3x
=x—-3—arcr —+c::x—\/§arCr 4
x2dx J3x

Respuesta: j

=x—+3arcrg—=+c
43 973

dx
1.25.- Encontrar:'f
7 +8x?

Solucic')n -

1
=/ ‘\/§x+ 7+8x%|+cC
NG n

J' _I dx
J7+8x ng)z +WT)?

—£€ ‘fx+ 7+8x°
V7+8x
1.26.- Encontrar:J'
\/7—5x2

Respuesta: j

Solucion.-
V5
NE

1
=—=arcsenx

J~ dx =J~ dx
J7-5x%2 \/(ﬁ)z_(ﬁx)z 5
\E \/35x
7

+C

——arcsen

Respuesta: I +cC

\J7—5x?

1.27.- Encontrar: J‘w
a

Solucion.-
j(aX—bX)zolx:I(a“—zaﬂox+b“)dx:I a” _Jzyﬁ(

aXbX aXbX XbX

dx+j J/
=IE—:dx—J'2dx+J'Z—idx:_[(%]X dx—2jdx+J(gjx dx=@—2x+%+c

ln— ln—
77b n

a
_ (arb) s (b/a) oo (alb) o (b/a) e
{na—{nb {nb—/na {na—/{nb {na—{nb

a’ b’
B b* a*

Respuesta: I (a

a2x _b2x
X _bX)ZdX . ( aXbX j

—2X+C
a’b” {na—/Inb

18



1.28.- Encontrar: Isenzgdx

Solucion.-
X
1—cos,Z—
J'senzidx: —'de:jl_cﬂdx:ljdx—ijcosxdx
2 2 2 2 2
_ X senx
2 2
Respuesta:jsenzgdx:g—%m
1.29.- Encontrar:f(a ) dz(a b) ~(0<b<a)
+b)+(a—b)x
Solucion.-
Sea:c’ =a+bh, d2=a—b,;luegoj(a 5 dz(a e :J'CZ d;(z .
+b)+(a—b)x +d%x
IL—iJL—i L arctg—+c=— L arctg%+c
,( c? d*(cY , d? ¢ A cd c
d d—2+X E + X ﬂ/

\/a—bx 1 a-b

arctg arctg x +C

1
~ Ja+ba-b \/a+b \/a —b?

Respuesta'j ox = ! arctg a;bx+c
Y (a+b)+(a-b)x*  az_p? Va+b

1.30.-Encontrar:f ox -(0<b<a)
(a+b)—(a—b)x
Solucién.-
dx dx
Sea: ¢ =a+b, d* =a-b, Luego: -
g J'(a+b)—(a—b)x2 -[z—dzx2
dx 1 dx 1 1 X_/ 1 dx—c
==l =" 12c Py +C
2l ] 47(c e 2cd ' |dx+c
d? d
1 |\/ bx-+a+b |
=- — (7
2\a? - ‘\/a bx+\/a+b‘
Respuesta:j dx S=— 1 |V bx-va+b |
@b)-G-BX  2Ja_b |Vabxivarb| ©

1.31.- Encontrar: _[[(azx)o —1]dx

Solucion.-



j[(a“)" —1}dx - [ (@ ~Dax= [ @-D)dx = [dx—[ dx=[ 0dx =

—1}dx =C

Respuesta: J.[(a2

EJERCICIOS PROPUESTOS

Mediante el uso del algebra elemental, o algunas identidades trigopnométricas,
transformar en integrales de facil solucion, las integrales que se presentan a

continuacion.

1.32.-j3x5dx
1.35.-J'coszidx
1.38.- j“ i

1.41.-]

dx
VX2 +5

1.44.- J'(sen2 X +c0s” X —1)dx

147]212

\/xz +12

dx
XV/12 — x?

dx
\2x* -8
1.59.-I\/x2 +10dx
1.62.-'f\/1—sen2 xdx

1.65.-](20 —3%)"dx

168-J'4/§—x2dx
1.71.- jx —

1.74.-'fsen3X ody
1.77.- e dx

1.80.-I\/x2 —11dx

1.50.-]

1.53.-]

1.56.-I

1.33.-_|'(1+e)xdx
1.36.-](1+&)3dx

dx
\/5— x?

1.39.-j

142]

x?+5

1.45, -j\f(l—\&)dx

148]

x? +12
\/12—x2

dx
XV12 + X2

dx
\J2x* +8
1.60.-J'\/10—x2dx
1.63.-_|'\/1—cos2 xdx

1.51.-]

1.54.-]'

1.57.-[

1.66.-.[ TOX — SENX Y
COS X

169-],/x2—édx
R e

1.75.- [ 77]ufdx
Jx - f
J2x
1.81.-j\/x +11dx

1.78.- j

1.34.- j 1+ rgx)dx
1.37.-](1+ Jx)%dx

dx
VX2 -5

1.40.- j

1.46.-j(rg2x+1)dx

1.49.-]

dx
VXx* =12
dx
G Py

dx
1.55.-]M
1.58.-Ix/x2 —10dx

1-cos® x
sen?x
1.64.-](2* —3)%dx

1.61.-] dx

1.67.-]3—"

1.70.- [ /X + 3dx
d

1.73.- xe2X—+3

1.76.- J'exp(ﬁnx)dx

1.79.- | V11— x%dx
¥

1.82.- [ 1n(e”)dx
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1.83.- J.[:H_\/;j/_;\/_]

1.86.-I(co 790 —senf@)dx

189j

1+3x

x\/3x2 -1
1.95.- [ v1-3x%dx
N

1.98.-](3x2 —1)dx

1.92.-[

1.101.-jexp(znﬂ)dx

1.104.- j(lﬁg X_ de

Sec” X

1.107.-j\/x2 —27dx

1.110.- j

2x\/1 x?
A+ x% +16

1.116.- [ (L+/x + %) dx
0 1-cosx

1.119.-je'7 2

1.122.-I(l+\/x—3x)0dx

1.113.- j

dx

RESPUESTAS

3x
1.32.-j3x5dx - 3j Xodx = -

1.33.- [ (L+e) dx

1.84.-J(rg2X+SeC2 X —1)dx

1.87.-_[

dx
\/1+ 3x?

3x? +4

Xv1+ 3x2
1.96.-_|'\/1+3x2dx

1.99.- [ (3% 1) dx
1.102.- [ £5(e™ )dx
1.105.- _[exp(€77|l+ x)dx

190j

1.93.-j

1.108.-j\/x2 +27dx

1.111.- j

5x\/x +1
5xy/Xx* —25

1.117.- [ (L=/x +x)*dx

1.114.- j

2
1.120.-Iexp£n£l+;( ]dx
X

1.123.- [tne * dx

XG 6

X
+C=3—+C=—+C
1 6 2

a” _ (A+e)”

Sea: a=1+e¢, Luego:J'(1+e)de:J'ade: +c=

/na (n(l+e)

1.34.-](1+ rgx)dx = jdx+frgxdx = X+ (n|secx|+c

1.35.-J'coszgdx:j

1+cosx

1.85.-.[

dx
V3xi-1

1.88.-_[

dx
VJ1-3x?

dx
1.94.-

J‘x~\/1—3x2
1.97.-J'\/3x2 —1dx
1.100.- [ (3x* ~1) du
1.103.-j(e2 +e+1)%dx

1.106.-j\/27—x2dx

1.109.- j

3x\/ x? -1

3xv9-x?
(L-Vx)*
X2

1.112.- j

1.115.-j

1.118.- [ (L+x)*dx

1-senx

1.121.-[/ne * dx

dx 1_[dx+1_|‘cosxdx:1x+lsen X+C
2 2 2 2
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1.36.-](1+\/§)3dx:J'(1+3\/;+3(%)+\/F)dx:Idx+3\/;+31xdx+jx%dx
4 X2 2 5 X2 2 2
:x+2x2+3?+gx2+c:x+2x\/§+3?+gx Jx+c

1.37. -j(1+f)°dx:jdx:x+c
L

1.38.- dy=—=%
j1+f 1+J3;J‘ d 1+§Y+C
1.39.-
[
Sea: a=+/5, Luego:.[\/Sd_sz =.|'\/(\/;):_X2 =arcsen%+c:arcsen@+c
dx dx
1.40.-]\/ — =j'\/xz_(\/§)z=fn‘x+\/xz_5 +C
dx
1.41.- = = ‘ VX2 +5
I\/x +5 I\/x2+(J§)2 I (X++X +5/+C
142 Ix +5

ol L S S
Sea: a_\/g,Luego.J'XzﬂL(\/g)2 \/garCrg\/ngc
:ﬁamrg@%

) 5)

o dx dx |x J_| 3 x—~/5
1.43. Ixz—s_sz_(ﬁ) \x+ﬂ+c "x+\/§+c
1.44.-j(sen2 X +c0s” x —1)dx = I(l—l)dx = Jde =c
1.45.-]&(1—&)dx:j(&—x)dx:j&dx—jxdx :%x% -
1.46.-I(rgzx +1)dx = _[secz xdx = rgx+¢

B |x \/_| |x 2\/_|
147I '[ (\/_) 2\/_ ‘x+\/_‘ ‘x+2\/_‘
:ig
x+2\/—
18- [0

Sea: a=+/12, Luegoj' +C

1 X
y +(\/—) \/ﬁaCTgE
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X 3 3x

arCTg—+c:—arCTgT+c

"3 T2 6
dx dx
1.49.- _ :En‘x+x/x2—12 e
J.\/XZ_]_Z I\/XZ—(\/E)Z
:fn‘x+\/x2+12 +C

dx dx
1.50.- =
I\/X2+12 J.\/x2+(«/ﬁ)2
d
1'51'_1\/12)(T

Sea: a=+12 ,Luego:J

dx dx
Ji2-x I,/(\/l_z)2 — X2

X X \@x
=arcsen——+cCc =arcsen——=+c=arcsen——-+¢
J12 23 6
152-'[ d j arcsec 1 arcsec X +C
X2 -12 7 xx?— J_ J_ BPNA 2.3
J3 J3x

=——arcsec——+c¢C
6 6

153 o = x L, X e
xW12-x xR -xt 12 V12 ++412- x|
:ﬁé | X +C

6 | V22|

S S-S I S
Wi2ex? 6 V124124 X

dx dx 1, dx
1'55'_I\/8—2x2_I\/2(4—x2)_«fjﬂ 2

1.54.-j

X J2 X
G aCseNn 0= arcsen - C

1'56'_IJ2:§_8:I\/2(:§—4):}Iﬁ N ‘H\/r‘ﬂ
=%€7]‘X+M‘+C
‘x+«/xT‘+c

dx dx 1
1.57.- = =
I\/2x2+8 '[\/Z(x2+4) \/_J.\/x +4
:%fﬂ‘x+\/x2+4‘+c
1.58.-I\/x2—10dx=J'\/x2—(\/1_0)2dx=§\/x2—10—%£n‘x+\/x2—10‘+c
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:gx/xz -10 —5€n‘x+\/x2 —10‘+c
1.59.-J.\/x2 +10dx :gxlxz +10 +5€77‘x+\/x2 +10‘+c

1.60.-]\/10— x2dx = j\/(\/lo)z _x2dx =210 +Bresen—X e
2 2 V10
v10x

X
=24/10-x? +5arcsen

+C

2
1.61.-I1 COZS de:jsen de Idx X+C
sen- x sen’x

1.62.-'f\/1—sen2xdx:I\/cos xdx:jcosxdx:senx+c
1.63.-J'\/1—cos2 xdx:I\/sen2 xdx:jsen XdX = —COS X +C

1.64.-](2* —3)%dx = jdx =X+cC
1.65.-](20 ~3%)"dx :J(O)“dx = dex =c

1.66.- J‘( COSXjdx Irgx rgx)dx = Ide c

dX=.[3de: 3 +C
g /n3
1.68.- I‘/ x2dx = I«/(I) —x*dx == ‘/——x +/arcsen—/+c
X 2 3 2X
=—2-x*+>arcsen—+c
2 8 V3
3
1.69.-I xz—%dx:jwlxz—(@)de:gwlxz—%—ém‘xh/xz—%+c
X 3
= xz—%—gﬁn‘x+ x> —2l+c
1.70.-J' xz+%dx:j\/x2+(§)2dx:§«/x2+%+g€n‘x+\/x2+%+c

+C

{IATRY PR :im‘—x
xV3-x% T x (B -x2 V3 [VB4+3-x
3

=— +C
3

V3 /3x

In———

\@+\/3—x2

1.72.- I L —arcsec— X +C=—arcsec——+¢
e f NEM 3

1.73.- —:—fn—
'[x\/x2+3 3 ‘\/§+\/X2+3

+C
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1.74.-I(sen3X #)dy =sen* ejdyz(sen3X 0)y+c
1.75.-I£n|u|dx =€n|u|jdx = (n]u]x+c

2
1.76.-Iexp(£77x)dx :J'xdx :X?+c

1.77.-Ie"”xzdx = .|' x2dx = x?3+c

Jx- J’ S A2
1.78.- —d —d dx — dx— dx — —dx=
[ e [ o e | Ko [ |2 o=t fox- | L
; 2 J2
_ Yoty — X* P2
_ﬁj‘dx—jx dx_\/E %+ _7x—2x +C
2 X 7 11 X J11x
1.79.-I\/11—x dx =—=+/11-x° +—=arcsen— \/11 NG +—arcsen +C
2 2 J1_1 11

1.80.- [/x? —11dx:§\/x2 —11—%€77‘x+\/x2 “11]+¢c
1.81.-Ix/x2 +11dx :gxfxz +11+1—21£17‘x+\/x2 +11l+c

%
1.82.-J'£77(e&)dx=.|'\/§dx=.[x}§dx= X3/ +c=§x X+C
2

1.83.-][#] dx:fdx:x+c

1.84.-I(rg2x+sec2 X—1)dx = dex =C

+C

dx dx 1 dx 1 _
1.85.- _ Ll dx 1, —
V3

==t erfod =)
1.86.-](00190—sen6’)dx = (cwg@—sen@)jdx =(corgfd—-send)x+c

_ 3

+C

+C

1 2
Zn‘x+ stX

187 I\/1+3x _IJ_\/ '

1.88.-]\/1_3)(2 =j\/§\/%_xz :\/_j\/r
J3

:?arcsen\@x+c

——arcs en

s\HI x

1.89 - I _I _ =1J'i2:liarc g—+c_£arCrg\/§X+C
1+3x 3(G+x7) 373+x° 3% 3

Jé



1.90.- I _Llp_k :liamrgi+c:£arc gﬂ+c
3x +4 3 X2 +4 3% % 6 2
Lp o 11 X%, B, S
1.9L. Iax 1 3 _32j§€"x+£\+c fx+1 e
dx 1 dx
1.92.- =
= arcsec/3X+¢

1.93.-]

dx ZLI dx 1 1 '
x\1+3x% /3 x\/%+x2 )ﬁ/]/)g %+\/%+x2‘
P S
AR RS
dx 1 dx X ‘
194.- | ——=—F+ =/
Ixm \/§Ix\/§—x2 %+\/%—X2 e

1.95.-J'\/1—?dx:@I\/%—ixzdx:\@{g\/%——xz+%arcsen%:|+c
3
:\/5{2\/%—7+%arcsen\/§x}+c

1.96.- Ide f'f 14 x%dx= f[ er 677‘ o3+ X
=\/§[§\/%+7X+—€77‘X+ 1+x :|+C
1.97.- Ide V3[ % - 1d —ﬁ[g\/r—%—%zn‘m X —%

1.98.-](3x —1)dx=3jx dx—jdx=x —X+C

} vo
&

1.99.-'|.(3x2 —l)de :Idx =X+C
1.100.-](3x2—1)“du—(3x2 ~1)"[du=(3x*-1)"u+c

X’ 2
1.101.-jexp(f77 Lydx = j—dx——j ydx—§¥+c:§x4+c

1.102.-](77(e7_)dx =J'T_dx =dex—§jdx =?2—%x+c

1.103.-j(e2 +e+1)%dx

26



X

(e*+e—

1)*

Sea: a=(e* +e+1), Luego:faxdx: & ic-

/na Ine*+e-1)

1.104.- j[l;zgxx —1]dx = [@-1dx=[odx=c

1.105.-Iexp(£77|1+ x|)de= j(1+ x)dx = jdx+jxdx = x+X—22+c

1

+C

X

3+4/9-x°

1.106.- J\/Z? xdx—ﬁx/ +£arcseni+c
2 2 33
1.107.- VX - dx—gx/ 7——£n‘x+\/x “27|+c
1.108.- I\/x +27 dx_E\/ 7+—£77‘x+x/x +27|+cC
1
1.109.- arc Secx+c
J‘3x x J.x\/x
X
1.110.- In|——|+cC
J.2x J1-x? '[xxll X2 2 1++/1— x?
X
1.111.- {n|——|+C
J’5x\/x +1 5'[x\/x +1 5 1++4/x2+1
1 dx 11 X
1.112.- —In|—————|+C=
I3X\/9 X 3 X9 — x? 33 3++/9—x?
1 dx 11 X
1.113.- == Sy | S—
I4xx/x2+16 47 xx*+16 44 |4++/x*+16
I I S
16 " |4++/x*+16
1 dx 11 X 1 X
1.114.- == =———arcsec—+Cc=—arcsec—+c¢
st\/x 25 SIxe 55 5 25 5

(1\/7)d_112\/7+x J»(

1.115.- j

% %
= [x2dx—[2xFPdx+ [ xdx = —x =22+ rplxl+c =—x =224 rp|x|+cC
Jrrax-[2xtaxs | raadll 0l

= —x14+4x7% +€n|x|+c:—%+i+£n|x|+c

Ix

1-116-'.[(1-1'\/;4- X)?dx = (L+ X+ X* + 23/x + 2x + 2%’ ) dx
= I(1+ 2x7 +3x+2x7 + x?)dx = Idx+ ZI X2 0x +3I xdx+2.|‘ x%dx+.|.x2dx

X2 —2x7 +x)dx

2x% _x% x%: X 4% x2 XX
x+3—+3?+25—+?+c:x+7+3?+4 +?+c
% %

+C



1-117-'I(1—\/;+ x)*dx =J(1+ X+ X% = 2/x +2x - 2x7)dx

% 2 % y8
=I(1—2x%+3x—2x%+x2)dx:x—4X 13X X X
3 2 5 3

1.118.-j(l+ X)*dx = j(1+ A%+ 6X2 + 4% + x*)dx

=Idx+4jxdx+6.|'xzdx+4.[x3dx+fx4dx= x+2x2+2x3+x4+1x5+c
, |1-cosx

1.119.-je”7 2

dX:Il_cosxdx=ljdx_lj‘cosxdx=1x—lsenXdX
2 2 2 2 2

2
1.120.-Iexp€n(1+j(
X

1-senx

1.121.-j£;7e 3

de:IL:(—Z)(zdx:I%dx+.[dx:.[x‘zdx+'|'dx:—%+x+c

dx:.fmdx:ljdx—ljsenxdx:1x+lcosx+c
3 3 3 3 3
1.122.-](1+\/x—3x)°dx=jdx: X+C

e e (L+x)° 0 el+2x+xt 1 1¢.,
1.123.-.[677e dx_j 5 dx__[ 5 dx_EJ.dx+J.xdx+E'fx dx

1 x* X
= X+—+"+cC
2 2 6
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CAPITULO 2

INTEGRACION POR SUSTITUCION

A veces es conveniente hacer un cambio de variable, para transformar la integral

dada en otra, de forma conocida. La técnica en cuestién recibe el nombre de
método de sustitucion.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

14758
2.1.-Encontrar:'|'e2 dx
X“+7
ryx
Solucién.- Como: e = x, se tlenej dx I >2<dx
X +7 X“+7
Sea la sustitucion: u=x*+7, donde: du = 2xdx , Dado que.[ X IZZXdX,
X2 +7 2 X“+7
Se tiene: J'ZXdX =—.[— integral que es inmediata.
x +7

Luego: ——I é |u|+c——£77‘x +7)+c

Respuesta: j de =1€77‘x2 +7|+c

/77)( dX

2.2.- Encontrarf

'™ dx I x%dx

Solucién.- Como: e =x?, se tiene: I 3
x°+8 X" +8

2
Sea la sustitucion: w=x*+8, donde: dw = 3x?dx, Dado que: j X'dx _ 1J'3X dx

x¥*+8 3

3x%dx _1
Se tiene: —J. N 3_[— integral que es inmediata.
Luego:—j—=—£n|w|+c:§£n‘x3+8‘+c

(77X

Respuesta: j d8 =%£n‘x3+8‘+c

2.3.-Encontrar: I(x+ 2)sen(x® +4x—6)dx

Solucion.- Sea la sustitucion: u = x* + 4x—6, donde: du = (2x + 4)dx

Dado que:'[(x+2)sen(x2 +4x—6)dx :%J.(2x+4)sen(x2 +4x-6)dx, se tiene:

x°+8’
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:%I(2x+4)sen(x2 +4x—6)dx :%Isenudu , integral que es inmediata.
1 1 1 1 2
Luego.:EJ'senudu:E(—cosu)+c:—Ecosu+c:—§cos(x +4x-6)+cC

Respuesta: I(x+2)sen(x2 +4xX—6)dx = —%cos(x2 +4X—6)+C

2.4.-Encontrar: J'xsen(l— x?)dx
Solucion.-Sea la sustitucion: w=1-x*, donde: dw = —2xdx
Dado que: j xsen(l—x?*)dx = —%j(—Zx)se n(l—x?)dx

Se tiene que: —%J'(—Zx)se n(l—x?)dx = —%se nwdw, integral que es inmediata.
1 1 1 1 )
Luego:—Ejsenwdw:—a(—cosw)dwm =§cosw+c :Ecos(l—x )+cC

Respuesta: J'xse n(l—x?)dx = %cos(l— x*)+c

2.5.-Encontrar: Ixco rg(x* +1)dx
Solucidn.-Sea la sustitucidn:u = x? +1, donde: du = 2xdx

Dado que:.[xco rg(x* +1)dx :%J'Zxcwg(x2 +1)dx
Se tiene que:%ij corg(x® +1)dx = %jco rgudu , integral que es inmediata.
1 1 1 ,
Luego.—J'COrgudu ==/(nlsenul+c :—fn‘sen(x +1)‘+c
2 2 2
Respuesta: Ixcwg(x2 +1)dx =%€n‘sen(x2 +1)‘+ c

2.6.-Encontrar:j 1+ y*yidy

Solucién.-Sea la sustitucion: w=1+y*, donde: dw = 4y>dy

Dado que:j 1+y*yidy = %f(lJr y*) 4y*dy

Se tiene que:%j(1+ y*)24y*dy :%jw%dw, integral que es inmediata.

%
Luego: lJ.W%dw:EW +C=lw%+czl(1+ v +c
4 43 6 6

Respuesta: I«/1+ y*yidy :%(1+ y')* +c
3tdt
It +3

Solucidn.-Sea la sustitucion:u =t? + 3, donde: du = 2tdt

2.7.-Encontrar:j



Dado que:.[ 3tdt =§J' 22tdt
Jres 27 +3)"
. 3 2tdt 3cdu . ) )
Se tiene que:— | ———=—| —, integral que es inmediata
q 2J(t2+3)% zju% g

3pdu 3¢ ,  3u*
Luego.EJ'u—%——ju du_Ei

+c:gu%+c:g(t2+3)%+c
4 4

3tdt :—(t

2.8.- Encontrarj

Respuesta: J' +3)% +¢

ay b constantes.

a+bx)y’
Solucion.- Sea: w = a+bx, donde: dw = bdx
1. bdx dw 1, % 1w” 3 4
Luego: =—— 4+C=—W +C
J I(a+bx)y bJ.(a+bx)y b-[wy bI b2 2b
3
=—0 (a+bx)" +c
m ( )
Respuesta: I— (a+bx)%+c
(a+bx)* 2b
2.9.-Encontrar: I4d&rcsenx

Solucién.- I4d.arcsenx j\/arcsen X % ,
1-x
dx

V1-x°
Luego: I\/arcsen X \/dLZ = ju%du =§u% +C =§«/(arcsen x)® +¢

\/ rcsen x
Respuestaj acse =—«/(arcsenx) +C

Sea:u=arcsenx, donde: du =

arwg—
2.10.-Encontrar: jgdx
Solucion.- Sea:W:arCTg—, donde:dw = - (l)dx: 2dx2
2 1+(2)* "2 4+X
arCrg— 2
Luego: Igdx——farwg Xj dezzljwdwzlw2+c=1(arcrg§ +C
4+x° 2 4 4 2

arCrg— 1 2
Respuesta: I4dX_4(archEj +C
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2.11.-Encontrar: IMd

arcrg?2
SolUCIHN.- jx aI’CTQZX _I xdx I«/ rgzx
1+4x? 1+4x? 1+4x
Sea:u=1+4x’, donde:du =8xdx; w=arcrg2x, donde:dw = 1 erxz
+4x
xdx 1/arCrgZX 1 8xdx
Luego: —=|+arct 2x
J I1 4x° I 1+4x° 1+4x° -[ 7
== I———I ydw——£77|u|——w/+c——€77‘1+4x ‘——(ar0r92x)/+c
Respuesta: IL:gzxd _—En‘1+4x2‘—§(arwg2x)4+c
1+4x
2.12.-Encontrar: o
\/(1+x2)€77‘x+ 1+ x?
dx dx

Solucion.-

J.\/1+ X2 ,Mn‘x+\/1+ X2

1

@+ 2X ):>du=—dx
x A1+ X2 T 241+ x° 1+ x?
I J'u%du:2u%+c:2‘/€n‘x+\/l+x2 +C

V1+ En‘x+ 1+ x°

Respuesta: o =2 /én‘x+\/1+ X*|+c
2 2

\/(1+x )Zn‘x+ 1+Xx

\/(1+ xz)én‘x+\/1+ |

Sea:u=£77‘x+ 1+ x*|, donde: du =

Luego:j

2.13.-Encontrar: Ide
X

Solucion.- Sea:w = /nx, donde: dw = ax
X

Luego:J'de:jcwgwdw:éﬂsenwhc:€n|se n(¢nx)|+c

X

Respuesta;Ide:fﬂsen(fnx)hc

2.14.-Encontrar: I—
x(¢nx)*

Solucion.- Sea:u =/nx, donde: du :%
X

dx du 3 u? 1 1
Luego:| ———=|—=|u"du=—+cC= +Cc= +cC
g J‘x(€77X)3 J.u3 -[ 2 2u® 2(¢nx)?




1

+C
x(¢ nx) 2((77x)2

/Vz
2.15.-Encontrar: I—dx

Respuesta: I

Solucion.- Sea: W:i, donde: dw = —%dx
NG X

2dx 1
2

Luego: J'—dx———'f e/

Respuesta;j%dx_—% /2 +C
X

2.16.-Encontrar: je’xz*zxdx
Solucién.- Sea:u =—x?+2, donde: du = —2x

xdx = —%jexz*z(—Zxdx) = —%j

X242

Luego: Ie’

—x%+42

xdx:—le +C
2

X2+2

Respuesta: J'e‘

2.17.-Encontrar: Ixzexsdx

Solucidn.- Sea: w = x*, donde: dw = 3x*dx

Luego: J' x2e¥ dx = %szexa dx = %J‘ e"dw = %exs

Respuesta: szexgdx =%e*3 +C
2.18.-Encontrar: 'f(ex +1)%e*dx
Solucién.- Sea:u =e* +1, donde: du =e*dx
3
Luego: [ (e* +1)2%*dx = [u’du=""+¢c=
go: [ (" +1) [ 5 .

X 3
Respuesta: f(eX +1)%e*dx = % +C

2.19.-Encontrar: ex—_idx
+

(e +1)°

dx

e"du =—1e“ +C=—
2

+C

+C

Solucion.- je +i X= -[exejrldx_-[elerldX:

e

J' © ax—[E& ax
e +1 e +1

—X

dx

:Iex+1
Sea:u=¢" +1 donde:du=e*dx; w=1+¢e7",

Luego: J‘e +1 _Il+e _-[e ™ _Il+

o
J‘e‘x(ex +l)dX - I e +1dx_~[l+ e

donde' dw = —e‘xdx

T

1
—e
2

—x242

+C
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e* +1‘ ‘1+ e™*

| J+c

:|+ C, otra respuesta seria:

=lnlul+c, +Ln|w

Respuesta: J.ex—_idx = Enﬂ(ex +1)(1+e7)
e+

2
—X+C

2x _
2.20.-Encontrar: Ier—:l%dx

0
Solucion.- Ie2X+3 _-[ezx+3 x—jﬁdx

—2X 2X —2X

e’ e e
= dx — dx = dx — dx = dx — dx
J.ezx +3 I e +3 J.ezx +3 Ie‘zx(ezx +3) J-ezx +3 J.1+ 3e
Sea:u=e"*+3, donde: du = 2e?*dx ; w= 1+ 3e‘ZX donde' dw = —6e 2*dx

2x -2X —6
Luego:jezs +3dx_J1+e3e’2XdX= Ie2X 3 1+§e 2 I_ 6w

—2X

%677|u|+1€77|w|+c:££77‘e“+3‘+E€n‘l+3e +C

+C:E€77‘e“ +3‘+g€77

éry‘e“+3‘+ ‘n e +3

:%Kn‘ezx +3‘+%£n‘ezx +3‘—%£ne“+c

:gn(ezx +3)1/2 +€77(ez>< +3)1/6 —%2X+C=€77[(92X +3)1/2 (ezx +3)1/6}—§+C

= (n(ezx +3)2/3 —§+c

2x
Respuesta: jey—;dx = (n(e® +3)2/3 —§+c
e +

2
2.22.-Encontrar: X—de
X_

Solucion.- Cuando el grado del polinomio dividendo es MAYOR o IGUAL que el
grado del polinomio divisor, es necesario efectuar previamente la division de
polinomios. El resultado de la division dada es:

X2

_(x+1)+—1 Luego: I—dx J(x+1+ijdx J'xdx+jdx+2j—
Sea u=x-1, donde du=dx

Luego:J'xdx+.[dx+2.[£:dex+jdx+2jd—uzx—2+x+€77|x—]4+c
x—1 u 2

XAl X ~
Respuesta.fﬁdx_ > +X+0n|x-1+c

2.23.-Encontrar: Xdex
X+1
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Solucién.- i=1+i, Luego:J'Xdex: '[(1+—]dx J'dx+.|'
X+1 X+1 x+1 X+1 X+1

Sea u=x+1, donde du =dx

jdx+jdu—u=x+€77|u|+c=x+£77|x+]4+c

Respuesta: IXLde =X+ (n|x+1+c
x+1
2.24.-Encontrar: jrgsxsecz xdx
Solucion.- Sea: w = rgx , donde: dw = sec? X

(99’ _ 79
6

6
Luego: jrgsxsec2 xdx = J'(rgx)5 sec? xdx = Iw5dw = %+ cC= +C

6

79°x

Respuesta: jrgsxsec2 xdx = +C
2.25.-Encontrar: Isen xsec? xdx

dx

_Isenx

Solucién.-jsen xsec’ xdx = jsen X
cos® X

cos® X

Sea:u=cosx, donde:du=-senx

senx —senxdx  rdu s u™t 1 1
I =—|—=—-|lu"du=——+C=—+C=——+C

cos’ x cos® X u -1 u COS X

Respuesta: ISGI’] xsec? xdx =secXx+c

Luego: j

sec? 3xdx
1+ 793x
Solucién.- Sea:u =1+rg3xdx , donde: du = 3sec” 3xdx

2.26.- Encontrarf

2
Luego:J'sec Sxdx 1 J~35ec SXdX—— d—u=1€77|u|+C=l€77|1+rg3X|+C
1+ 793X 1+ 793X u 3 3
2
Respuesta:J.lezﬂhrgwhc
1+7g3x 3

2.27.-Encontrar: Isen?’ X €0S Xdx

Solucién.- Sea: w=sen x, donde: dw = cos xdx
sen®x

Luego: Isen X €0S xdx = .[(senx) cos xdx = J'wdw I—+ _I

senx

Respuesta: Isen X C0s Xdx = I +C

2.28.-Encontrar: J'cos Xsen xdx

Solucion.- Sea:u =cosx, donde:du=-senx
Luego: J'cos4 xsenxdx = .|' (cos x)*sen xdx = —J' (cos x)*(—senx)dx = —_|'u“du
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u’ cos x° cos® X
=——4C=— +Cc=— +c
5 5 5
5
cos° X
Respuesta:fcos4xsenxdx=— +c
sec’
2.29.-Encontrar: | ———dx
COS ecx
1
senx
Solucion.- I ICOS Xdx _j .
cosecx (cos x)
senx
Sea:w=cos x, donde: dw = —sen xdx
senx C(dw . w 11 1
Luego: Igd —_[ dw=-—+Cc==—+C=—"—+C
(cos x W -4 4w 4cos” X
sec’ x
= +c
4
5 4
sec” x
Respuestaf dx = +C
COS ecx 4

2.30.-Encontrar: je“’zx sec? 2xdx

Solucion.- Sea:u = rg2x, donde: du = 2sec? 2xdx

Luego: J'e’g2X sec’ 2xdx = %je’gzx(Zsec2 2xdx) = %Ie“du :%e” +C= %e’gzx +C

lergZX

Respuesta: Ie’g“ sec? 2xdx = +C

2.31.-Encontrar: j%dx
X —

Solucién.- Sea:w = 3x2—2 donde: dw = 6xdx
3(2x 5) 1 6x-15 1, 6xdx 15, dx
S5, =55 =5 |

Luego: J'ﬂdx =

3x% -2 -2 393x-2
__I 6xdx I dx =__[ 6xdx _§J- dx :lj' 6xdx _§I dx
—2 3 z) 393x*-2 3 ( 2) 393x*-2 37 x-(2)
dw 5 dx 5 v — v —
5 W—EJW 77|W| I (\/_) Sea.V—X,donde.dV—dX
. . 5¢ dv
Ademas: a = /% ; se tiene: §£n|w|+cl—§jm

1 51 v-a 1 5 1 X—4/%
:EM‘?’XZ_Z‘H 17322 v+a CZ:#"‘BXZ_Z‘_?{Z«/% X X+4% H+c
N P I |\/_XV|_1 o o5, N3x—V2|
_3€77‘3X 2‘ \/52\/7 ‘\/7X+\/7‘+C_3€77‘3X 2‘ 2\/6€U \/7X+\/7‘
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|\/—x\/_|

Respuesta: I—dx_—f ‘3x 2‘

T
2.32.-Encontrar IL
X4 —907°X
Squcién.-I o :I o
XJ4-90m?X  * xJ22 —(30nX)?
Sea:u =3/nx, donde: du :%
X
LuegO'J' ox :EJ' J' :—arcsen ! +C
22— (3¢nx)*> 3 xw/z2 (3£nx \/22 (u 3 2
1 30nx 1
==arcsen +Cc=
3 3

Respuesta: 'f

x\/4 9£ "3
2.33.-Encontrar:
R

Solucién.- Sea:u=+/e¢* -1, donde:du :&; Tal que:e* =u® +1
24e* -1
Luego: j I 2du —2] ?u =2arcrgu+c=2arcrgve* +1+c
u’+1 u-+1

=2arcrgve +1+c

Respuesta: I
\/eX -

2.34.-Encontrar: de

2 2
X2 42X+ 2 J-(x +2X+1)+1dx=j(x+1) +1dx=j(x+1) +1dx

Solucion.- I - dx

X+1 X+1 x+1 x+1
:J'(x+1+i)dx :jxdx+fdx+ % Sea: w=x+1, donde: dw = dx
Luego: J'xdx+J.dx+J‘ —_[xdx+'|'dx+'f—:?+x+€77|w|+c

X2
=7+x+£n|x+1|+c

Respuesta: ILXlJrzdx—x?+x+én|x+]1+c
X+

2.35.-Encontrar: j—dx

et +1

Solucién.- Sea:u =e* +1, donde: du =e*dx
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W U
% %

Luego:

+C

du= J‘(uy u”)du = Iuydu J'uydu

I\/e +1dx juy

% %
_u —iuf e =2 +1)° —2\(€* +1) +c
Yy
er
Respuesta: | ——dx =2,/(e* +1)°® —2/(e* +1) +¢
J.\/ex+1 3\/ \/
{n2x dx

2.36.-Encontrar:j€ 2
nadx x

Solucién.- Sea:u =/n4x, donde: du :%; ademas: /ndx=(2x2x)=/(n2+(n2x
X

=>U=(n2+Iin2X=In2X=u—{n2

fn2xdx  cu—tp2 ‘n2 du
Luego.f€n4X7—j du —jdu—JTdu —J'du—KUZ'[T—u—€772|u|+c
= (n4dx—In2[(n(lnix)]+c

n2X OX g — (n2[en(tnax)]+c
X

Respuesta: j

2.37.-Encontrar. Ix(Sx +1)"dx

Solucion.- Sea:w=3x+1, donde:dw=3dx ; ademas: w-1=3x = x:WT_1

Luego: Ix(3x+1) dx = J'W ! 7dW 1.|'

(w —1)de——j(vv8 w’)dw
=§jw8dw——

1 1
=—(3x+1)° -=—(Bx+1’+c
81( ) 72( )

9 8
Respuesta:fx(3x+1)7dx=(3X+1) ~ (3x+1) e

81 72
2.38.-Encontrar: jﬂd
X +4

2_ J—
Solucién.-wdx:H 22 SX

X +4 X +4

-5x+6 xdx
Luego: 4d 1+ dx dx+2 -5

Sea:u=x* +4, donde. du= 2xdx, Entonces:
X 5¢du X b X b )
=x+arCrg———j—=x+arCTg——E€77|u|+c=x+arwg§—§€77‘x +4‘+c

Respuesta: Iﬂdx x+arwg§—g£n‘x2 +4‘+c

38



EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando Esencialmente la técnica de integracion por sustitucion, encontrar las

siguientes integrales:
2.39.- [3'e"dx

13x

242]

245 . J'3tz+3

b 2
2.48.-I(a+—j dx
X—a
2.51.-I\/a—bxdx

dt

2.54.- I3x +5

257 J~6t 15

xdx

260]

xdx
Jat=x*

—arcrg3x
.66. —d
266 -f 1+9x?

dt

2.63.-j

2.69.-]

2.72.-I(el —e)dt
a” -1
2.75.- [ 2 2
=

2.78.-Ix7XZ dx

2.81.-I(e% +1)e”dx

—bx

€
2.84.-Imdx

2.87.-J'sen(a+bx)dx

2.90.-I(cos ax+senax)?dx

\/(9+9t2)£77‘t +1+t?

2.40.- j adx

xdx
a + bx
x> +5x+7

2.43.-[

2.46.-'|'—dx

X+3

2.49.- 4dx
(x+1)?

xdx
VX2 +1

3dx

2.52.-j

255]

3 2x
5x? +7
xdx
2x*+3
x*dx
1+x°

2.67- /a;LZt”tht

2.70.-J'ae‘"“dx

258j

2.61.-]

264j

2.73.- I e *“Dydx
ok
2.76.- j ~dx

edt

282 I2X+3

e'dt

dx
2.88.-jcos\/§—
Jx

2.91.-J'sen2 xdx

2.85.-I

4t+6
241 I2 +1
2.44.- [ D4
ax+f
2.47.-[%)‘1”dx
bdy
2.50.-jﬁ
2.53.-[de
y>—5y+6
2.56.- J'4dy
y +4
3x+1
2.59.- [ —=21=dx
J‘\/5x +1
2.62.- jaxgibbzd
x%dx
2.65.-[\/)(67_

2.68.- ng()d

2.71.-[42-3de

2.74.-I(e% —e%)2dx

dx
Jx

2.80.-Iexx/a—bexdx

a*dx

2.77.-j5ﬁ

2.83.- j > _a>0

2.86.-Icosﬁdx

2.89.-Isen(€nx)d—;

2.92.-J'cos2 xdx
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2.93.-Isec2(ax+b)dx

96 _IL
" J 3cos(5x - %)

2.99.-J'co g " X . dx

2
1
2.102.- [| ———-1] dx
J’(senx«/i j
2.105.-jtsen(1— 2t%)dt

Sen XxcosXx
2.108.- j dx
Je

0s’ x—sen’x

2.111.-jtcorg(2t2 —3)dt

2.114.-f\/1+3cos2 X sen 2xdx

2
2.117._'.- (cosax+senax) dx

senax
2.120.- j—ldx
Xt —4x+1
2123=JT93X_C0793de
sen3x
sec? xdx
2.126.-[W
2.129.- jﬁdx
sec? xdx
2.132.-[W
dx
2.135.-jrg\/x—1
Jx-1
e+ xln(l+x*) +1
2.138.-| T
2.141.- ———————ld
sen-
2.144 -IL
7 Jsena#dcosad

2.94u-jc03rg2axdx

287 [— % __
" Jsen(ax+b)

2.100.-[1’{%&%
X

2.103.- j

2.106.- jﬂd

3+c0s3x

2.109.- jr

Cos™ X

2.112.- j de

2.115.-Ix\/5—x dx

2.121.-jxe-*2dx

2.127.- Ixfn -

xdx

Vl x*

COS ¥,
xdx
senx?
xdx

2.130.-]'

2.133.- j

2.136.-]

2.139.- j

2.142.- [—2 i 3X

2.145.- [——5__4s

Vet -2

Sen Xcos X

dx
\4—3x?

2.95.-
Isenx
2.08.- j—de
COS™ X
2.101.-
J.Tgs
2.104.- jﬂd
Sen” ax

2.107.-Irg3§sec2 Xdx

leosjcosgsengdx

2.113:Isen36xc036xdx

2.116.- de

cosS
cosec?3xdx

b—acorg3x

\V2+43x%?

2.122.- I4d
+3x

2.119.-]

2.125.- j“sﬂd

X +COS X
2.128.-]61Senx cos xdx

2.131N-Irgzaxdx

2.134.- [ ;d\’“m(

2137.- J‘SGHX COSXI

Sen X+ Ccos X
2.140.-jese”2Xsen2xdx

2.146.- jsen(zﬂt + ¢, )t
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—-70X 2
2147 - .[arccos/l 2 148.- I 2.149.-je % sec”xdx

Ny X(4 - En X)
2 150 - Jsenxcosx ix 2.151.- 5152 - J. dt
V2-sen*x J'de sen®tcos’t
Jsecix+1
2 7
2.153. de 2.154.- | xdx 2.155.- [ x(5x* ~3) dx
V1-x° Vx+1
[y 2 cos xdx
Zn(x+ x* +1 2157.- sen X 2.158.- | ———
2156"]\/ 21 '[\/cos '[\/1+sen2 X
x+e* _ 7
2 159, J(arcsenx) dx 2.150.- [ e**“'dx 2.161.- [t(4t+1)"dt
V1-x?
2
2.162.- jwd 2163 [ gy
e' +e
RESPUESTAS
2.39.-I3xexdx : Sea:u =x,du=dx,a=3e
.|'(3e)xdx:.|'(a)”du= & = (3€) +Cc= (3¢) +C= e +Cc= e +cC
Ina /n(3e) {n3lne In3+/(ne In3+1
2.40.- Iadx Sea:u=a-x,du=-dx
adx _ 4 d—u:—a£77|u|+c:—a€77|a—x|+c
a—x u
2.41.- I4t+6 , Sea:u =2t+1,du = 2dt; 2t+3:1+ 2
2t+1 2t+1

j4t+6dt=2j(1+ 2 )dtz
2t+1 2t+1
=2t+20n[2t+1+c

1
2.42.- jl 3x dx, Sea:u =3+2x,du =2dx; ;_?2’X=_g+_2%3
+2X X+

1-3x W 11 x _ 3 11cdu
I3+2x _IL 2 2x+3jdx_"j 432x+3 2jdx+4

—§x+E£n|2x+3|+c
2 4

1—u=2t+2£77|u|+c

a
2.43.- I o Sea:u =a+bx,du =bdx; x _1_ A
a+bx’ a+bx b a+bx

xdx 1 ar dx 1 du 1
Ia+bX—EIdX—EIm—EIdX bZJ‘——EX—bzfﬂ|U|+C E—b—fﬂ|a+bX|+C



ap

——+b
2.44.-J'ax—_bdx, Sea:u=ax+ f,du=adx; x-b_a g4
ax+f ax+b « ax
aﬂ aﬂ+ab
ax—b X — dx = I dx — J' J'dx_aﬂ+abj' dx
ax+ f a ax+ f a ag+ab
:_.[d _a,B+ab du _a, aﬂ+ab€ |u| Loy aﬂ+ab€ |€x+ﬂ|+c
u (04 a 04
2 2
2.45.- j3t 3, Seau=t-Ldu=dt; o1+
t-1 t-1
3t2+3
| dt =3[ t+1+t— dt—3jtdt+3jdt+3j—dt—— +3t+607|ul+c

——t2+3t+6£77|t—14+c

2 2
2.46.-dex, Sea:u:t—l,du:t+1;w:x+2+L
X+3 x+3 X+3
X? +5X+7
—  dx=|| X+2+—— |dx=| xdx+2| dx+ —dx——+2x+£ ul+c
e e L L L Pt

X2 X2
=7+2x+£77|u|+c=7+2x+£77|x+3|+c

2.47.-]de, Sea:u=x-1du=dx;
x—1
IX X +1dx J(x +X +2x+2+x%jdx J'xadx+J'x dx+2'|'dx+3‘|'

x* x3 ) X,
=+ -+ X+ 2+30nlu[+c =+ + X"+ 2x+3n|x -1 +c
4 3 4 3

X—a

2 2
I(a+ij dx:J' aty 280, D - dx=a2Idx+2abI dx +b2I dx -
X—a Xx—a (x-—a) X—a (x—a)

2
2.48.-I(a+Lj dx, Sea:u=x-a,du =dx

-1 2
=azjdx+2abjd—u+b2jd—l:=a2x+2ab€77|u|+b2u—+c=a2x+2ab£77|x—a|— L2
u -1 —a
49.- —dx Sea:u=x+1du=dx
(x+1)?
(x+1) 1 X+1 dx dx dx u
e ot el e e ol TR
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=£17|x+]4+i+c

X+1
2.50.-]\/&—)/, Sea:u=1-y,du=-dy
1-y
bdy du .
=—b[—==-b[u”du=—-2bu” +c=—2b(l-y)”? +c
[ o] e
251-I\/a—b xdx , Sea:u =a-bx,du =-bdx
lu 2
Ja—bxdx=-= uydu——— to=— 2 Whio=— 2 a bt rc
j -[ b % 3 2b( )"
xdx
2.52.- , Sea:u = x%+1,du = 2xdx
'[\/x2+1

d 1,du
[ESETE Ny

~

2.53.- Imd Sea:u:fnx,du=%
X

1/2 2

I x+£77x jx1’2dx+j£%xdx=jx1’2dx+Iudu=f/—2+u?+c

:2\/§+ 77

2.54.- 'f Sea:u? =3x%,u=+/3x,du=+/3dx: a>=5;a=+/5
3x*+5'
1 1 J3x J15
arct —_arct +c=""arct +c
I3x+5 J_-[u+a g ff g[ 15 gs

3dx

a’ —x?
2 2

j X dX2 :—_|'xdx—jaLOIXZ:—J'xdx—azj'xzxﬁ);l2 :—.[ xdx—a?.[du—u

a’ —x X’ —a

Sea:u =x%*—a?, du = 2xdx

255[

x* a’ x*  a’
:_?——677|u|+c:—?—7£77‘x2 —a2‘+c

2.56. ILy:Gdy Sea:u =y +4,du = 2ydy
y2+

¥ -5y+6, By+2 By+2 d d
Iy y? +y: =Jas y2y++4 )dyzjdwj%dyzjdy_sf yBZ/J3/4+2I % +y22

:y_/£77|u|+,2(}/zarwg%+c: y—%én‘y2+4‘+amrg%+c

6t 15

2.57.- j Sea:u =3t2 —2,du = 6tdt: w = /3, dw = +/3dt
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6t—15 tdt tt dt
I3t2—2:t:6-|.3t2—2_ I3t2 - I3t2 2 I(\/5)2_(\/5)2

_Id_u j |u|_l5\/7 1 |W \/§|
- (\/_) 7 w2
sf |tf f|
3t2-2
= nfa -2 ‘t\/—+\/—‘
2.58.-Iﬂdx, Sea:u=5x*+7,du =10xdx;w:\/§x,dw=\/§dx
3 2X du
st T st 17 st +7_ I(\/’) 2 L (J7) 1oj
du x\/_
fjw P+ (7Y 5JT f\f T MMJFC
\/_arc QX 7——£n‘5x +7‘+c
2.59.- I%d Sea:u =5x% +1,du =10xdx; w = x/5, dw = +/5dx
3Xx+1
d —
I\/Sx +1 I\/5x +1 J\/(xf) 2412 I\/5x +1 j\/(x[) 2,1
3 u”
_I_ _J.W — E? Tfn‘w+\/ ‘+C
=—\/5x +1+—£n‘x\/—+\/5x + ‘+c
2.60.- de Sea:u = x?+5,du = 2xdx
Jo2
| de5-2 d—u=%€n|u|+c:%£n‘x2—5‘+c
2.61.-] xdx , Sea:u =2x? +3,du = 4xdx
2x2+3
d d 1 1
IZ)): 13 : _uzzfn|u|+c:zﬁn‘2x2+3‘+c
2.62.- j%d Sea:u =a’x?+b?,du = 2a’xdx; w = ax, dw = adx
ax+b dx a cdu b dw
I +b2 - J‘a 24+b? ja2x2+b2:2a2j7+gjwz+b2

B 1

:%€n|u|+ggar0rgg+c:Efn‘azxz +b2‘+§arwg%+c
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2.63.-I& Sea:u = x%,du = 2xdx

\/ﬁ ’

u
I = :—arcsen—+c
gl N N v
1 x?
==arcsen—+c
2 a
2
2.64.-]%, Sea:u = x*,du = 3x°dx
+
x*dx 1¢ du 1 1 2
Sl Joeoblac- S
x2dx ) 3 2
2.65.-I Sea:u = x°,du = 3x°dx

Ixé-1
x%dx x*dx 1 1
I —J'\/( = 3.|' N gfn‘u+\/u2—1‘+c:3

x3+\/x6—1‘+c

2.66.- I@d Sea:u =1+ 9x2, du = 18xdx: w = arc zg3x, dw = 3dx2
1+9x° 1+9x
J'X—\/dezj XdX2 J'\/W J» J'Wydw
1+9x? 1+9x 1+9x? 18 3
%
E nlu|- 1w :—én‘1+9x‘ 2(arczg3x)™

/ 9
2.67.- “arcsenzt Sea:u =arcsent,du = a
-4t 1_t2
%
I arcsenzt j arcsent arcsen - J'\/Udu:iu +c=1u%+c
\ 4-a® Zy 3
Z
:?/(arcsent) +C

2.68.- Imd Sea:u=arcrg%,du= 3
: 9+ x?
2 x)2
J.Md ——IUdU—lu—-l-C—l 2+C:w+c
9+ x? 32 6 6
dt L 2 _dt
2.69.- [ , Sea.u_zn‘u Lot du ==

\/(9+9t2)€77‘t+\/1+t2
%
J_ 1-[35 lu~ g\/a_f_sz\/ﬁn‘t-k—l\/th-i-C
E \/GT\/KU‘H 1+t 3 By ’ °
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2.70.-jae""xdx , Sea:u = —-mx,du = —mdx

B B a a a _
Iae mXdx:aje ”’de:——je“du:——e“ +c=——e"™+c¢
m m m

2.71.-]42‘3de, Sea:u=2-3x,du=-3dx;a=4
2-3x

I4“de_——jadu_ 1 & P S

3£77a 3ln4
2.72.-J'(e —e")dt, Sea:u=-t,du =—dt
J'(et —e ")dt = jetdt—je‘tdt = Ietdt—je“dt =e'+e'+c=e'+e'+cC
2.73.-je’(xz*1)xdx, Sea:u =—x*-1,du = -2xdx
Ie’“z”’xdx = fe’xz’lxdx = —lje”du _ Leicolewewm oo ;

2 2 2 2ex +1
2.74.-J'(e% —e%)2dx, Sea:u=2X ,du = 2dx W:—é dw=— 2%
a a a a

[ —e7*)?dx=[ (" +2¢%e 7 +e )dx = [e”dx+2[ dx+[e 7dx

=E_|'e”du+2'|.dx—3_|‘ewdw=§e”+2x—EeW+c=Eez7x+2x—Ee’za’x+c
2 2 2 2 2

2x
2-75--I4da\/—1 X, Sea:u=—%,du=—-%;w==3 dw=3
j ja DB a ik [adx = [a”dx— [ adx

a X
w u f% 3%
=—jawdw+2.[a“du:2a a :36‘ +2a +C= 2 (a +a’t)+c
3 3/na [Ina 3/n Ina lna 3

X
2.76.-Ie—2dx, Sea;u:l,du:_d_)z(

X X X

%
je—zdx:—je“du:—e“+c:—e%+c:—</5+c
X

dx dx
2.77.-[57 =2, Sea:u =+/X,du = ——
J Jx 24/x
u Jx
IS&%=2j5”du=2X5 +c=2><5 +cC
Jx ‘n5 ’n5
2.78.-jx7XZ dx , Sea:u = x?,du = 2xdx
17t 17

Ix?xzdx:iﬁudu:— +c== +c
20n7 20n7

€ dt Sea:u=e'-1du=e'dt
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J‘ eldt — (L_u=gy7|u|+c=£77‘et—l‘+c

e' -1
2.80.-jeX\/a—bede, Sea:u=a-he*,du =-be*dx
1 1u” 2
e*Ja—be*dx=—=[+udu = to= L u¥ o= 2 (a_be)% ic
J bj b % 3b B )
%
2.81.-I(e%+1)%eyadx, Sea:u=¢e"",du= ea dx

% A\
I(e%+1)%e%dx=j\3/e%+1e%dx=afu%du=au poodaEr+D”

% 4

2.82.- j Sea:u =2"+3,du=2"/n2dx
2X+3
J' dx _ 4 3dx _1 2x+3—2 _ J'2 +3 ——I __J- _irdu
2*+3 372°+3 3 2°+3 2+3 379 2%+3
11 1 1 2 +3)
=ZxX—={nlu|+c==x- (nlul+c=>x————+c¢
37 3 37 302 3 3032
2.83.- Iadx Sea:u=a"*,du=a"/nadx;a>0
1+a**
a*dx a“dx du 1 ‘
I —f j arcrgu+c=——arcrga” +c
1+a* 1+(a) (na 1+u? fna Ina
2.84.- j —dx, Sea:u=e"™,du =—be™™dx
—bx —bx _
J' e_Zb dX—J. — dXZ—EJ‘ dUZ_ 1'[ du 1 nu 1+C
1-e™ 1-(e™)? b1-u (- (u®-1) 2b u+1
T |
2 MeP g
e'dt
2.85.-'[ , Sea:u =¢',du =e'dt
Il_eZI
e'dt e'dt du ‘
I —j' =.[ =arcsenu+c=arcsene' +c
N JI-(€)? N1-u
X dx
2.86.- cos—dx, Seau=—,du=—
I J2 V2 J2
X X
cos——dx = /2 [ cosudu =v2senu+c=+/2sen—+c
Joos 2 ax=2] i
2.87.-Isen(a+bx)dx, Sea:u =a+bx,du=hdx

Isen(a+bx)dx:%jsenudu :—%cosu+c:—%cos(a+bx)+c
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2.88.-Icos\/§% Sea:u =+/X,du __dx

Jx T 2dx

Icosﬁﬁzzfcosudu =25enu+c:25en\/§+c
Jx
dx ) dx
2.89.-J'sen(€77x)—, Sea:u=/nx,du=—
X X

Isen(ﬁnx)%:jsenudu =—COSU+C=—C0S/nX+C
X

2.90.-I(cosax+senax)2dx, Sea:u = 2ax,du = 2adx
J'(cosax+sen ax)?dx = J‘(cos2 ax+2cosaxsenax+sen?ax)dx

:J'(1+Zcosaxsenax)dx:.[dx+2.[cosaxsenaxdx :de+jsen2axdx
1
=X——C0S2ax+C

2a
2.91.-J'sen2xdx Sea:u = 2x,du = 2dx

jsen2 xdx = Iﬂd ——jdX—%ICOSZXdX =%Idx—%jcosudu =%x—%senu+c

1 1
=—X——Sen2x+c
2 4
2.92.-Icos2 xdx , Sea:u = 2x,du = 2dx

Icos xdx = jmd _—Idx+%jc052xdx:%Idx+%jcosudu:%x+%senu+c

1 1
=—X+—Sen2x+c

2 4
2.93.-Isec2(ax+b)dx, Sea:u =ax+Db,du =adx
Isecz(ax+b)dx =1Isec2 udu :lrgu +Cc= lrg(ax+b) =4C

a a a
2.94.-]00 rglaxdx, Sea: u=ax,du =adx
Ico rglaxdx = lIco rg°udu :lj'(coseczu —~Ddu :lj'coseczudu —ljdu
a a a a

corgu u corgax AX O 7gax
9 +C= gax _ A +C= g

=— ——4C=——"—— -/ 4C=- —X+C
a a a A a

2.95.- J' , Sea:u=%,du =%/
senx

I X_J'cosec dx = a_[cosecudu_afn|cosecu corgu|+c

sen

=a€77|cosec%—cwg JARRS
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96.-]*, Sea:u=5x—7f4,du=5dx
3cos(5x—%)

I% 3Jsec(Sx——)dx =—_[secudu =%€77|secu +rgu|+c

:%€n|sec(5x—%)+rg(5x—%)|+c

2.97. J'— Sea:u =ax+b,du =adx
sen(ax+b)
dx 1 1
I—z fcosec(ax+b)dx =—Icosecudu ==/nl|cosecu—corgu|+c
sen(ax+Db) a a

:1€n|cosec(ax+b)—COrg(ax+b)|+c

2.98.- I xdx , Sea:u = x?,du = 2xdx
cos’ x2

I—Xd —Ixsec xzdx=%jsec2 udu =%rgu+c=%fgxz +C

cos’® x*
dx, Sea:u = X ,du = dx
a-b a-b a-b

2.99.-ICOTg

+C

Icofg bdx (a— b)j'cofgudu_(a b)¢n|senu|+c=(a- b)énsenﬁ

2.100.-]19\&%, Sea:u = \/—du—z\/_
Jroh

—2.[rgudu 2(nsecu|+c = Zﬁn‘sec\/_‘+c

(

= X _dx
Sea:u= 5,du_ A

XX :ICOTQ%dXzSJ.COTQUdU =5£n|senu|+c=5£n‘sen%‘+c
5

J~ d
79
1 2
2.102.-]( —1j dx Sea:u = x/2,du =/2dx
senxv2

2
I( L —1j dx:j'(cosecx\/i—l)zdx :I(coseczx\/i—Zcosecx\/i +1)dx
senx+2

= Icos ec?x+/2dx — ZI cosecx~/2dx + jdx = %J cos ecudu —%Icos ecudu + j dx

:—icwgu—\/ﬁérﬂcosecu—COrgu|+x+c

V2
- _%cngﬁ—\/Efn‘cosecx\/E—COTgx\/E‘+ X+C
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2.103.- .[— Sea:u = 2x,du = 2dx

senxcosx
dx
I :J' = choseCZde :jcosecudu =(n|cosecu—corgu|+c
Sen Xcos X }/SGI‘IZX
= (1|cosec2x —corg2X|+¢
2.104.- J'Md Sea:u =senax,du =acosaxdx
sen® ax

_cosax du 1u™ u™ senax 1
J' —=——+C=——+C=— +Cc=— —+C
sen® ax u a-4 4a 4a 4asen” ax
2.105.-jtsen(1— 2t%)dt Sea:u =1-2t%,du = —4tdt

Itsen(l—th)dt = —ljsen udu =2 cosu+c :lcos(1—2t2) +C
4 4 4

sen3x

2.106.- 14d Sea:u =3+c0s3X,du =-3sen3xdx
3+c0s3x
Iﬂdxz__ d_u=—££n|u|+c=—l£77|3+0033x|+c
3+c0s3x 37 u 3 3
2.107.-J'rgggsec2 Ldx, Sea:u =rg(¥%),du = sec’(%)dx

4 4 ¢y
J‘,l.g3%sec2 %dXZBJ.Ust = 3u +C:3Tg (A) ic
4 4
S€en XCos X

\/COS Xx—sen? X

I Sen XCos X d_Jsenxcosx _1Isen2x

2.108.- I Sea:u=c0s2x,du =2sen 2xdx

1 uy u’

X= — | +C=—+¢C
Jcos? x—sen? x Jcos 2x 47 cos2x 4I\/_ 41 2
\/C0S 2X
= +C
2
2.109.- _[ VTR Sea:u = rgx,du = sec’® xdx
cos® X

ICOS X I\/@SEC Xox = J.uydu_é _%“%+C=§r9%x+c

- Xgen ‘U =2X -

2.110. jcosasenadx, Sea:u = A,du—de

Icosgsengdx:ljsen%dx:ij'senudu ——2cosu+c :—Ecos%uc
2 4 4 4

2.111.-Itc019(2t2 -3)dt, Sea:u = 2t° —3,du = 4tdt

1 1 1
Itcwg(th —3)dt :chngudu :Z£n|sen ul+c =Z£77‘se n(2t* —3)‘+c
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3dx

2.112.- I Sea:u = x*,du = 4x3dx
IXdX_j xdx _EJ- du llaCTg ﬁamrgx—4+c
45 (Y +(WBY 4Iuir(WBy 4B 5 20 J5
2.113.-.[sen3 6xcos6xdx, Sea:u =sen6x,du = 6cos6xdx
4 4 4
Isen36x0036xdx=lju3du =1u—+c=u—+c=Sen 6X+c
6 6 4 24 24

2.114.-.[\/1+30052xsen2xdx, Sea:u &ZOSZ)(,du:—Bseandx
J'\/l+3coszxsen2xdx:j\/l+3(m)sen2xdx:j /1+&2052Xsen2xdx

%
_I /5+3C0$2X en2xdx_——.|'uydu_ 1u/ ——éu%+c

2(5+30032xj/
=——| —— | +cC
9 2
2.115.-jx\5/5—x2dx, Sea:u =5-x?%,du =—-2xdx
% _w2\%
[ x5 xdx———.[u}/du— PP Gt S
A 12 12
2.116.- J% Sea:u =sen3x,du =3dx;w=cosu,dw=-senudu
coS
1+sen3x dx sen3x senu
dx = == |sec’udu+=

I cos’ 3x J. cos? 3x -[ c0523x J. -[ cos? u

1 1edw 1 1 1 1

=—jsec udu——J—zz—rgu+—+c=—rgu+ +C==703x+ +C

3 37w 3 3w 3 3cosu 3 3c0s3x

2
2_117l_J»(cosax+senax) dx, Sea:u = ax,du = adx
senax
(cosax +senax)’ cos’ ax+2cosaxsenax+sen’®ax
J' dx:j dx
senax senax

=Icoszax Icosax/s%ﬁ/dXJrI;@n‘/lx

senax serax
1 sen?ax
j x+2jcosaxdx+jsenaxdx
senax
:I +2jcosaxdx
senax

= Icos ecaxdx + 2.|' cos axdx = EJ' cosecudu + EI cosudu
a a
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1 2 1 2
== (n|cosecu—corgu|+=senu+c==/ry|cosecax —Ccorgax|+—senax+c
a a a a

ldx, Sea:u=x+1du=dx
Ix+ldx _[(x —x+l——)dx _[x dx— dex+_[dx _[—dx
3
_Ixzdx j'xdx+jdx 2_[ =——X?+x 20n|x+1+c
2.119.-IM : Sea:u =b-acorg3x,du =3acosec’3xdx
b-acorg3x

b ac0rg3x 3a'u 3 !
1

2
J‘COSEC 3xdx _ 1 rdu_ 1g u|+c—3i€77|b acorg3x|+c

2.120.- j—d , Sea:u = x* —4x+1,du = (4x* — 4)dx
4x+1
(4x° —4)dx du 1 1 4
—— — _dx= —="Anlul+c==rn|x* -4x+1l+c
Ix a1 I “axe1 -~ ad g o= ]
2.121.-.[xe‘X dx, Sea:u =-x*,du = -2xdx

Ixe’xzdx = —lfe“du :—le“ +Cc= —le’xz +c
2 2

2.122.- Is “23+3X Sea:u=x\/§,du=\/§dx;a=\/§
3243 (243 )y
T j(f) By ) e

Nl ){O(lex) - Q%? el Gy ){ixfx) Jeracyte
-l [ e e J(ﬁ)zdf(xﬁ)z
:ﬁ;ﬁ_%y%:gmgg_%mw

\\garc g%—iﬁ ‘ 344243+
2.123- 793:;52;93%, Sea:u =3x, du = 3dx;w=senu, dw = cosudu

sen3x_ €0Ss3X
J'TQBX—CO‘[g?)XdX: cos3x sen3x dx :J‘ dx _J‘ C0523X dx
sen3x sen3x cos3x Y sen®3x
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= I sec 3xdx — J'

C0S 3X cosu

sen’ sen-u

-1

4dx ——J'secudu ——J'—du ——fsecudu —%J'sv—vzv

:%€77|secu+rgu|—%%+c:%€77|sec3x+193x|+ zsorn3 " C
Sea:u=—-—, du_—%
2 2
d ., 2 -2
e dx = —2[e'du = —2¢" +c_—2e/+c_—+c_—+c
2.125.- jmd Sea:u =x+cosx,du=(1-senx)dx
x+cosx
I1+senx J' =(n|u|+c=Cn|x+cosx/+c
X + COS X
2.126.-] sec” xdx Sea:u = rgx, du = sec® xdx

Jrgix—2'

I sec? xdx

o d
\/ngx—Z _I\/uz

4 =£n‘u+\/u2—2‘+c=f77
2

2.127.- j Sea:u=£nx,du:%
x(n?x’ 2
du u™ 1
S S PSSP S
X0n°X x(fnx) ut -1 u tnX
2.128.-J'a5enX cos xdx , Sea:u =senXx,du = cos xdx
Iase“cosxdx:fa”du: a +c:a +c
I{na Ina
2.129.- —dx Sea:u = x* +1,du = 3x°dx
J.\/x +1
x2dx x?)dx  1lpdu 1 u” u’ (X% +1)% 3(x* +1)°
[ L L ot
e+l T OE+DE 3 uk /3’% 2 2
2.130.-_[ xdx Sea:u = X2, du = 2xdx

Xdx

Ji—x*

1I 2xdx 1,[ 2xdx l

TOX+/TX’ —2‘+c

N

_I xdx 1
\/1_()(2)2 2

J1-(x%)? 2

1 2
=arcsenx’+c

J1-(u)?

arcsenu+c

2.131.-_[rgzaxdx, Sea:u = ax, du = adx
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Irgzaxdx = J'(secz ax—1)dx = J'secz axdx—J'dx :%J'sec2 udu —jdx = érgu —X+C

=lrgax—x+c
a
sec” xdx s o
2.132.-[W, Sea:u = rgx,du =sec” xdx
sec? xdx du u TOX
J' =I —arcsen—+c=arcsen—+c¢
Ja-rg?x T2 -0? 2 2
dx
- ‘u=X —dx
2.133.]005%, Seatu =%/, du =/

dx
Icos% :J'sec%dx:aj'secudu =aln|secu+rgu|+c=aln[secy,+rgy|+c

2.134.-]34d"1+f’7xx,

3N % % %
I\/ +InX X=Iu%du=u 3u +CZC’>(1+£77X) te
X

Sea:u=1+/nx,du =%
X

erC:
3
2-135--IT9\/X—1 o , Sea:u=+x-1,du= o
Vx-1 2x -1
jrg\/x—l%:Zj'rguollj—u:ZEU‘sec\/x—l‘m:—2€n‘cosx/x—1‘+c
2.136.-_[ dez, Sea:u = x2,du = 2xdx
senx

xdx 1¢ du 1 1
Isenxz ZEIsenu =§ICOSGCUdU =E€77|COS€CU—C02'gu|+c

:%En‘cosecx2 —COTgX2‘+C

2.137.-.[de, Sea:u=senx+cosx,du=(cosx—sen x)dx
Sen X+ Ccos X
senXx—Ccos X du
J'4dx:—.|'—:—€n|senx+cosx|+c
Sen X+ Ccos X u
arcrgx 2
2.138.-.[e +X£77(1+X )+1, Sea:u =arcrgx,du = X2 sw=/n(l+x*)d,dw= 2Xd)§
1+x 1+x 1+x
e L xlnp+x*)+1 e ¥dx [ x0n(l+x?)dx dx
I 77(2 )=.[ 2+I n( 2) +J‘ :
1+x 1+x 1+x 1+x
2 2 2
=Ie”du+£fwdw+_[ dxz:e“+lw—+arCrgx+c=e”+M+amrgx+c
2 1+x 2 2 4
xdx
2.139.- ,
J‘x2—2
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xX“dx 2 1 |X—\/§|
= |1+ 2 14 +C
-fxz 2 I( 2 242
\/_ LS \/—
=X+
sen?x 1-cos2x
2.140.-je sen2xdx, Sea:u=T,du:sen2xdx
) 1-cos2x
Iese”senZde=Ie 2 sen2xdx= Iedu el +c=e"""4¢
%) X dx
2.141 .- 4d Seau=—,du=—=
sen- J2 J2
1-sen-x)? 1-2senX+sen®x
jﬂdxﬂ' V2 V2 dx = jcosec dx — 2_[dx+.[sen dx
sen sen

=\/§'fcosecudu—Zjdx+ﬁjsenudu =+/2¢7|cosecu —corgu|-2x—~/2 cosu +¢
:ﬁﬁn‘coseci— —2x—«/§cos%+c

53X Sea:u = x+/3, du = +/3dx:w = 4 — 3x2, dw = —6xdx

\4—3x?
5-3x . B xdx dx B xdx
j\/4—3x2 dx_Sj\/4—3x2 3j\/4—3x2 SI\/4_(X\@)2 3I\/4—3x2

2.142.- j

%
=ij du I arcsenu+1W c:ﬂarcsenx—\/é+\/4—3x2+c
V37 22y 21 3 2
Sea:u=1+¢e7°,du=—-e"ds
e ds
——:—f u+c=—fnle” +1+c
J.e +1 J.e *+1 7l 77‘ ‘
2.144.-jd—9, Sea:u = 2ad,du = 2add
sena@dcosad
do 2
I = I = 2[ cosec2afddo = —Icos ecudu
senadcosad “‘ ¥senZzlaf 2a

:1€n|cosecu—COrgu|+c:£€77|cose02a6’—c0792a49|+c
a a
2.145.- Lds, Sea:u=e¢°,du=¢e’ds

I\/ei_zds:j\/(ese)z ds = _[ _Zn‘uh/u - ‘+c

e5+\/(e5)2—2‘ e5+\/e25—2‘+c
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2t 27t

2.146.-jsen(%+goo)dt, Sea: u—T+¢0,d :—dt

jsen(z”t+¢0)dt:Ljsenudu:—Lcosu+c:—Lcos(—t+(pO)+c
27 2r 2r T

2.147 .- IMd Sea:u:arccosﬁ du=-— o

4 2’ 4—x*

/)2
Iarccos _—judu_—u—+c _ (arccos¥) e
2 2

2.148.- I— Sea:u=€77x,du=%

X(4-01°X) X
I dx _J- dx _I du 1 12+u| 1 |12+/pX e

X(4—(n°X) x[22—(€77x)2] 2202 4 24 4 772—(77x

2.149.-J'e"gX sec’xdx, Sea:u = —rgx,du = —sec’® xdx
J' e‘fgxseczxdx:—_[e“du:—e“+c:—e‘fgx+c
2.150.- .[Md Sea:u =sen?x,du =2sen xcos xdx

Vv2-sen®x

SenN XCcos X SEN XCoS X u
j dx=J arcsen +C

V2-sen®x «/2—(sen2x J.\/z u? p) 2

(Si;];x)+c

2.151.- Jﬂd Sea:u =sec x,du = sec xrgxdx

Jsec?x+1

I _seoxrgx

1
=—arcsen
2

_fn‘u+\/u + ‘+c En‘secxh/sec X+ ‘+c
\/U +1

SEC X+1

2.152.-.[L Sea:u = 2t,du = 2dt

sen?tcos’t’
I zdt 2 :.[ il 2 ZI =4.[ dt2 =4.[0038022tdt
sen®tcos’t  (sentcost) (%senZt)z sen?2t

:ZJcoseczudu =-2c0rgQu+C=-2c07rg2t+cC

2153 - J‘&I’CSGI’\X-I-X

J1-x

Sea: u=arcsenx,du=

‘w=1-x?, dw = —2xdx
1-x2
J~arcsenx+xd _J-arcsenx

X
X+
V1-x2 V1-x2 lel—xz

dx = _[udu —%j%: Iudu —%jw'%dw
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2

u 1wy arcsen x)>2
uoIwE _acsenx) AT

22y 2

xdx
2.154.- : Sea:t=+/x+1= x=t>-1;dx = 2tdt
IVX+1
xdx (t> —1)2tdt 2 t? 2«/(x+1
= =2| (@t -Ddt=2(—-t)+cC —2\x+1+c
I\/x+1 I t I( ) (3 ) 3
2.155.-J'x(5x2 -3)"dx, Sea:u =5x* -3, du =10xdx
8 8 2 8
Ix(5x2—3)7dx=iju7du=iu—+c=u—+c=u+
10 8 80 80

2.156.-1\/677()(;r “); 1 Sea:u=/n(x++/x*+1),du = \/dzL
+ x*+1

I\/zn(xm/x + )d _I\/fn(x+\/x2+1) dx:jx/adu=u/

+C
x“+1 N %

) 2\/[577(“@)}3

3
sen X

VCOS X

+C

2.157.- I Sea:u =cosX,du =-sen xdx

jsen3de_Isen2xsenxdx I(l cos® x)sen xdx Jsenxdx J-coszxsenxdx

\/COS X VCOS X - \/COS X

4/COS X \/COS X

5 %
) , . u” u
:J'cos%xsenxdx—J‘COSAxsenxdx:—.[u%du+ju4du:—3—+5—+c
% %
2u”  2u” 2cosx” 2cosx’” 24/cos® X 2+/cos® x
n + yc= + +C

3 5 3 5 3 5
2.158.-j cos xdx

Ji+sen?x’

Sea:t=+/1+sen?x :>sen2 X =t? —1: 2sen xcos xdx = 2tdt

cos xdx \/tzi
I\/1+sen X I '[x/t

_En‘\/1+sen2 X+sen x‘+c

2.159.-.[de, Sea:u =arcsenx,du = N
\J1-x2 1-x°
3 3
I(arcsenx) dx —fuzdu _ (arcsen X) ie
«/1 X 3 3
2.150.-.[ex*exdx, Sea:u=¢°,du=e°e*dx
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j”edx jee dx = jdu_u+c e +c

2.161.- [t(4t+1)dt, Sea:u=4t+1:>t=uT_l,du:4dt
u-1,du _ u® 1t
t(4t+1) dt=|—u'— - u7du—— u°—u du— ————— +
ety de= =207 S5 j( D 5 U Uy = e
9 8
_(4t+1)”  (4t+1 ie
144 128
2
2.162.- det Sea:u =t?+4,du = du = 2tdt
2t* —10t +12 t* —5t+6 2 -5t dt dt
dt=2 dt=2{(1+45=> |dt=2[dt + 4 10
T o i Jo=2f a0l
dt —2t+2&I’CTg 5(77|u|+c:2t+2arCrg§—5£77‘t2+4‘+c

2.163.- %dt,
e +e

Sea:u=e* +1,du=2e?dt;w=1+e,dw=—2e?'dt
Iet—e I e'dt _I e 'dt _I e’dt _.[ e?dt J-_ 1pdw
el +e el+et Jet4et Je41 J14e™®

:%(f77|u|+€77|w|)+c :%£U|UW|+C :%Eﬂ(e2t +DA+e™)+c
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CAPITULO 3

INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En esta parte, seran consideradas las integrales trigopnométricas de la forma:
i)J'senrn ucos" udu

ii) J'rg'“u sec" udu

iii) J'co rg"ucosec"udu

O bien, formas trigonométricas reducibles a algunos de los casos ya sefalados.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

3.1.-Encontrar: 'fcosz xdx

. 1+cos2x
Solucion.- cos® xdx = ———=

Luego: J'cos2 xdx = jmdx :ljdx+1.f0032xdx :5+£sen 2X+¢C,
2 2 2 2 4

Como: jcosh xdx =%senh X+C

Respuesta: jcos2 xdx :%x+%sen 2X+cC

3.2.-Encontrar: Icos“%xdx

1+cosx
2

Solucién.- cos®ix =

1+cosx
2

2
Luego:J'cos“%xdx:J'(cosz%x)zdx :.[( j dx:%j(1+ 2c0s X+ cos’ x)dx
1 1 1 2 , 2 oo
_ZIdx+§jcosxdx+chos xdx,como.fcos xdx_%x+%sen2x+c
:ijdx+1jcosxdx+ljcos2 xdx:1x+lsenx+1(1x+lsen2x)+c

4 2 4 4 2 4°2 4

1 1 1 1 3 1 1
=—X+—SeNX+—X+—Sen2X+Cc=—X+—Senx+—sen2x+c
4 2 8 16 8 2 16

Respuesta: jcos4%xdx:§x+%senx+%sen2x+c

3.3.-Encontrar: Icos3 xdx

Solucic')n.-J'cos?’ xdx = jcosxcosg xdx, como; cos® x =1—sen? x



= jcos X cos” xdx = jcos x(L—sen?x)dx :_[cos xdx—jcos xsen? xdx

Sea:u =senXx,du = cos xdx
3

3
u sen®x
= | cosxdx — | cos xsen? xdx = [ cos xdx— |u’du =senx——+c=senx—
3

sen®x

Respuesta:jcos3 xdx =senx— +C

3.4.-Encontrar: Isen X2 4xdx
Solucic')n.-J'sen x34xdx = jsen 4xsen?4xdx, como:sen? 4x =1—cos? 4x

= Isen4xsen2 Axdx =_|'sen4x(1—cos2 Ax)dx = Isen4xdx—jsen4x(cos4x)2dx

Sea:u =co0s4x,du =-4sen4xdx
3

3
=Isen4xdx+1fu2du:—lcos4x+lu—+c:—COS4X+COS 2
4 4 43

4 12

cosdx cos® 4x
+ +c

Respuesta: jsenx34xdx:— P

3.5.-Encontrar: jsen2 X cos® xdx

Solucic')n.-fsen2 x cos® xdx :J'sen2 X COS” X COS Xdx :J'sen2 x(1—sen? x) cos xdx

:Isenzxcosxdx—jsen“xcosxdx; Sea:u =sen X, du = cos xdx
3 5 3 5
ul u sen*x sen®x
:juzdu—fu4du:———+c: - +C
3 5 3 5
3 5
sen*x sen®x
Respuesta:jsenzxcos?’ xdx = - +C

5
3.6.-Encontrar: Isen"’ X cos? xdx

Squcic’m.-J‘sen3 x cos’ xdx :J'sen2 xsen xcos’® xdx :I(l—cos2 x)sen xcos” xdx

:I(l—cos2 x)sen xcos® xdx:jsen X COS® xdx—J'sen xcos” xdx

Sea:u =cos X, du =-sen xdx
TR
:J.senxcos2 xdx—_[sen x cos* xdx:—juzdu +_[u4du :—?+€+c

cos®* X  cos® X
=— + +c
3 5

cos*x cos® x

Respuesta:Isen3xcos2 xdx = — +C

3.7.-Encontrar: J'sen2 X c0s° xdx

Solucic')n.-J'sen2 xcos® xdx = jsenz x(cos’ x)? cos xdx = J'sen2 x(1—sen? x)* cos xdx

:J'sen2 X(1-2sen®x+sen* x)cos xdx

+C

60



:j(senx)zcosxdx—Zj(senx)4 cosxdx+j(senx)6cosxdx
Sea:u =sen x,du = cos xdx

3 5 7 3 5 7
u u> u sen*x ,sen’x sen’'x
=Iu2du—2.[u4du+ju6du:——2—+—+c: -2 + +C
3 5 7 3 5 7
3 5 7
sen*x ,Sen’x sen’x
Respuesta:jsenzxcos5 xdx = 3 -2 : + 7 +C

3.8.-Encontrar: J'sen"’ x cos® xdx

Solucic')n.-J'sen3 xcos® xdx = J'(sen xcos x)>dx; como:sen2x = 2sen Xcos X,

. sen2x
Se tiene que:sen xcosx =

; Luego:

3
ZI(SenXCOSX)SdX=I(Sen2Xj dx=l'|'sen32xdx:1J'sen2xsen2 2xdx
2 8 8

1 ) 1 1 )
—gjsen 2X(1—cos” 2x)dx _g'fsen 2xdx—§fsen 2x(cos 2x)“dx
Sea:u =cos2x,du =-2sen 2xdx

:ljsenZde+iI—23en2x(cost)2dx:ljsenZde+iju2du
8 16 8 16

1 1u® 1
=——C0S2X+-——+C=——C0S2X+
16 16 3 16

cos® 2x
+c

cos® 2x
48

1
Respuesta:'fsen3xcos3 xdx:—Ec052x+ +C

3.9.-Encontrar: J'sen4 x cos* xdx

4
Solucic')n.-'fsen4 x cos’ xdx:j(senxcosx)“dx:j(segzxj dx:%jsen“Zde

1 9 2 1 ¢(1-cos4dx ) 1 2
=—|(sen“2x) dx=—|| ———— | dx=——| (L—co0s4x) dx
16I( ) 161( 2 j 16><4I( )
1 ) 1 1 1 2
=—j(1—2cos4x+cos 4x)dx=—jdx——_[cos4xdx+—jcos 4xdx
64 64 32 64
1+cos8x

:ij'dx—i.[cos4xdx+ij'4dx
64 32 64 2

:6_14.[dx—3—12.|'cos4xdx+%jdx+%fc058xdx

1 1 1 1 3X sen4x sen8x
=—X—-——=Sen4X+—X+——sen8x+c=——-— + +C
64 128 128 1024 128 128 1024

Respuesta:jsen“xcos4 xdx =i(3x—sen4x+sen8xj+c
128
3.10.-Encontrar: Ix(cos3 x* —sen® x*)dx ; Sea:u = x*,du = 2xdx
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Ix(cos3 x* —sen® x?)dx :%IZX(cos3 x* —sen® x?)dx :%J'(cos3 u-sen®u)du
1 3 1 3 1 2 1 2

:—J'cos udu——jsen udu:—_fcosucos udu——_[senusen udu
2 2 2 2

_ 1 2 1 2

_chosu(l—sen u)du—zjsenu(l—cos u)du

:ljcosudu—ljcosusenzudu—ljsenudu jtijsenucos2 udu
2 2 2 2

Sea:w=senu,dw=cosudu;z =cosu,dz =—-senudu

1 1¢ ,, 1 10, 1 1w 1 178

:—Icosudu——jw dw——jsenudu——jz dz==senu—-=—+=CcOSU—=—+C
2 2 2 2 2 23 2 23

_senu sen3u+cosu cos’u
2 6 2 6

Dado que: sen*u+cos’u=(senu+cosu)(sen’u—senucosu +cos?)

O bien:sen®u+cos’u=(senu+cosu)(l—senucosu) ; Lo que equivale a:

1 1
+c:E(senu+cosu)—g(sen3u+cos3u)+c

:%(senu+cosu)—%(senu+cosu)(1—senucosu)+c

:%(senu+COSU)—%(senu+cosu)(1—zsen—gcos“)+c

sen2u

:%(senu+cosu)—%(senu+cosu)(1— )+C

1 1 1
:E(senu+cosu)—€(senu+cosu)5(2—sen2u)+c
=%(senu+cosu)(6—(2—sen2u))+c=%(senu+cosu)(4+sen2u)+c

:%(senxz +cosx*)(4+sen2x’)+c

Respuesta: Ix(cos3 x? —sen’® x*)dx = %(sen x? +cosx?)(4+sen2x’)+c
3.11.-Encontrar: Isen2xcos4xdx

Solucién.-sen a cos S :%[sen(a—ﬂ) +sen(a + B)]; Se tiene que:
sen2xcos4x:%[sen(Zx—4x)+sen(2x+4x)]:%[sen(—Zx)+sen(6x)]
:%[—sen2x+sen 6x], Luego:jsen2xcos4xdx:j%(—sen2x+sen6x)dx
:—%Jsen2xdx+%jsen6xdx:%c032x—éc036x+c

Respuesta: J'sen 2x cos4xdx :%cos 2x—écos6x+c
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3.12.-Encontrar: jcos 3xcos 2xdx

Solucién.- cosa cos f = %[cos(a — B)+cos(a + f)]; Se tiene que:
C0S3XCOS2X = %[cos(3x —2X) +c0s(3x+ 2X)]| = %[cos X +cos5x], Luego:
= Icos 3X0s 2xdx = J'l[cos X+ COS 5x]dx = ljcos xdx +1_[c035xdx
2 2 2
1 1
=—Senx+-—sen5x+c
2 10

Respuesta: jcosBxcos 2xdx :%sen x+%sen5x+c
3.13.-Encontrar: Isen5xsen xdx

Solucién.-senasen g = %[cos(a — B)—cos(a + f)]; Se tiene que:
senbxsenx= %[cos(Sx —x)—cos(5x +X)| = %[cos 4x—cos6x]; Luego:

= J'sen5xsen xdx :J%[cos4x—cos6x] :%jcos4xdx—%jc036xdx

:lsen4x—isen6x+c
8 12

Respuesta: jsensten xdx :%sen4x—ésen6x+c
3.14.-Encontrar: Irg“xdx
Solucién.-jrg“xdx = IrgZXrgzxdx; como: rg® =sec’ x—1; Luego:

= J'rgZXngxdx = jrgzx(secz x —1)dx :Irgzxsec2 xdx—_[rgzxdx

2 _ 2
= [ (rgw)? sec? xebx— [ 2oy Zdx = [ (rg)* sec de_.[l cos’ Xy,
cos® X oo x|
N j (rgx)* sec” xdx —J'sec2 xdx + '[ dx; Sea: w = rgx, dw = sec? xdx

w? rg®
= |w’dw— |sec’ X +|dx=——70X+ X+C=———70X+ X+C
Jwidw—[sec? x+[dx=—-~rg 3T

3
Respuesta: .[rg“xdx :%—rgx+ X+C

3.15.-Encontrar: Isec6 xdx
Solucién.-fsec6 xdx = I(sec2 x)? sec® xdx ; como:sec” xdx =1+ rg°x

= I(sec2 x)® sec? xdx = j'(1+ rgzx)2 sec? xdx = _[(1+ 279°x +79“x) sec? xdx

= Isecz xdx + ZI (rgx)? sec’® xdx +_|‘(rgx)4 sec’xdx;  Sea:u =rgx,du =sec’ xdx
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_ 2 2 4.9 2 3 1 5 _ 2 3 1 5
_Isec xdx+2ju du+.|'u du_rgx+§u +gu +c_rgx+§rg x+grg X+C

Respuesta: J'sec6 xdx = rgx+§rgax+%rgf’x+c

3.16.-Encontrar: Irg32xdx

Solucion.-
IrgSZde = J'rg 2x7g%2xdx = J'rgZx(sec2 2x—1)dx = Irg 2xsec’ 2xdx—j192xdx

Sea:u =rg2x,du =2sec’2xdx; Luego:

1 1u® 1 rg?2x 1 1
=—|udu—|7rg2xdx ==——=/n|sec2x|+C = -= +c
Judu=[o 27 5 lee 2" "[cos2x

2
Respuesta:jrg32xdx:rQI 2x_1 LI
2 |cos2X

3.17.-Encontrar: Irg25xdx

Solucién.-jrgZSde = I (sec’5x —1)dx = _[secz 5xdx —_[dx = %rng —X+C

Respuesta: Ir925xdx =%Z‘Q5X—X+C

3.18.-Encontrar: Irg33xsec3xdx
Solucién.-'frg33xsec3xdx = Irg23XTg3xse03xdx = _[ (sec® 3x —1)rg3xsec 3xdx

= I(sech)ng3xsec3xdx—_[rngsechdx ;  Sea:u =sec3x,du = 3sec3xzrg3xdx

Luego:%juzdu —%j3rg3xsec3xdx; como: d(sec3x) = 3rg3xsec3xdx, se admite:

1J'uzdu —l'[d(sec3x) :1u3 —lsec3x+c :lsec3 3x—lsec3x+c
3 3 9 3 9 3

Respuesta: Irg33xsec3xdx = %sec3 3x —%sech +C

3.19.-Encontrar: J'rg%xsec4 xdx
Solucic')n.-J'rg%xsec4 xdx = jrg%x(secz x) sec? xdx = '[rg%x(1+ 792x) sec? xdx

= j (rgx)” sec? xdx +'[(rgx)% sec’xdx;  Sea:u=rgx,du=sec? xdx
3, 7, 2 5 2 9, 2 5 2 9
Luego: [u”du+ [u”du=2u” +Zu” +c=Z7rg”x+=7g” +c
d I '[ 5 9 5 g 9 9
Respuesta: J'rg%xsec“ xdx :grg%x+§rg% +c
3.20.-Encontrar: Irg“xsec4 xdx

Solucic')n.-'frg“x(sec2 x) sec? xdx = Irg4x(1+ rg?x)sec’® xdx

= J' (rgx)* sec? xdx+'|‘(rgx)6 sec? xdx; Sea:u = rgx, du = sec’ xdx
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7 5 7

5
Luego:ju4du+ju6du:U_+U_+C:M+fg X e
5 7 5 7
5 7
Respuesta:jrg“xsec4 xdx =9 X 9 X .

3.21.-Encontrar: Ico rg°xcosec* xdx

Solucic')n.-'fco rg®xcosec’ xdx = J'co rg°x(cosec® x) cosec’ xdx

Como: cosec’x =1+corg?x; Luego:

Ico 7g°x(1+corg?x) cosec® xdx = jco rg°xcosec? xdx+_[co rg°xcosec’ xdx

Sea:u = corgx,du = —cosec*xdx ,

ut u® corg*x corg®x
Luego:—fugdu—fusdu:————+c:— g x_Lorg X ¢
4 6 4 6
corg‘x corg®x
Respuesta: J'co rg°xcosec’ xdx = — 9 X_Lorgx .

4 6
3.22.-Encontrar: Ico rg3xcosec’ 3xdx

Solucion.- I corg3xcosec’ 3xdx = Ico rg3x(cosec® 3x) cosec’ 3xdx

Ico 793x(1+corg?3x)cosec’ 3xdx = J'co rg3xcosec? 3xdx + Ico 79°3x cosec’® 3xdx

Sea:u =co7g3x,du =-3cosec®3xdx; Luego:
2 4 ) A
—ljudU—ljusdu __u_u . .__corg’3x corg3x .
3 3 6 12 6 12
2 4
Respuesta: Ico 7g3xcosec’ 3xdx = - 2 Tg 3x _co Tlgz 3X . ¢

3.23.-Encontrar: jcosec4 2xdx
Solucién.-‘[cosec2 2xcosec? 2xdx = J (1+corg?2x) cosec’ 2xdx

Icosec2 2xdx+J'c07922xcosec2 2xdx;  Sea:u=corg2x,du =—cosec’2xdx

3

3
Luego: cosec? 2xdx — uzdu:—1c07g2x—u—+c:—cwgzx—cwg 2X e
2 2 3

2 6

3
corg2x corg 2X+c
2 6
3.24.-Encontrar: Ico rg°xcosec® xdx

Respuesta: Icosec“ 2xdx = —

Solucién.-jco rg°xcosec® xdx = jco 7g°X COSec’ X o rgx cosec xdx
Como:corg®x =cosec’ x—1;  Luego: j(cosec2 x —1) cosec? x co 7gx cosec xdx

= 'f (cosec’ X €O 7gx cosec xdx — J' cosec’ X CO 7gx cosec xdx
Sea:u =cosecx,du = —cosecxco rgxdx;
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5 3

5 3
u® u cosec®x  cosec’x
Entonces:—ju4du+.|'u2du:——+—+c=_ + +c
5 3 5 3
s s cosec’x cosec’x
Respuesta:jcwg xcosec® xdx = — st ¢

3.25.-Encontrar: Ico 79°xdx
Solucic')n.-J'co 7g°xdx = _[co rg°xcorgxdx = _[(cos ec’x —1) corgxdx
= J'coseczxco rgxdx—jco rgxdx; Sea:u=corgx,du =—cosec’xdx

co7g°x

2
Luego:—fudu—.[cngxdx:—u?—fyﬂsenx|+c:— —(nlsenx/+c

corg’x

Respuesta: J'co rg°xdx = —

—(nlsenx|+c

EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando esencialmente el mecanismo tratado, encontrar las siguientes integrales:

3.26.-[1925de

cos 2x
COS X
3.32.-jrg 4xsec 4xdx

329]

3.35.-j(sec X +Cos ecx)’ dx
3.38.-Isen8xsen3xdx

4
3.41.- SECX ) ax
TOX

3.44.-j(f93§+7g4§)dx

dx

3.47.-[———
Isen XCOS X

350j

cos® 4x
3.53.- [sen® 5dx

3.56.-J'sen310035§dx

359 - Il costI
1+cos2x

3.62.-J'sen22xcos2 2xdx

3.27.-Isen X €0S xdx

3.30.-jx/cos x sen® xdx
3.33.-.[sen2§dx

3.36.-Isec3§rg X dx
3.39.-Icos 4x cos5xdx

COS X
sen*x

3.45.-Ic0 7g° Ldx

342j

COS X
sen®x
cos® x

3.51.- 14d
l1-senx

3.54.- j J1—cos xdx

348_[

3.57.-'[sen2xcos2 xdx

COS X

\/SEI’]X

3.63.-Jcos xadx

360]

3.28.- -[sec2x

3.31.-]192 Lsec” £ dx

sen2x

3.34.- -[senx

3.37.-]19 2xsec* 2xdx

3.40.- J'se N 2X cos 3xdx
3.43.-jcosec43xdx

3.46.-Ic0 rg* 2dx

dx
sen? xcos* x
3.52.-jcos3§dx

3.49.- J’

355j

cosec’
3.58.-Jsen X cos? xdx

3.61.-_[sen32xdx

3.64.-'[19“xsec2 xdx
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3.65.-Irg3xsec xdx 3.66.- Isecﬁ agdé 3.67.-jsec xdx

_ 2 2 _ 4
3.68. jcwg 2Xcosec”2xdx 3.69.- jsen x dx 3.70. J'sec 3xrg3xdx
COS” X
3.71.-J'sec xzgxdx; (n = 0) 379 ICOS X dx 3.73.- I
sen®x sen’x
3.74.-'frg“xsec2 xdx; (n = -1) 3.75.-.[sen xdx 3.76.-.[sen axdx
3.77.-J'sen“ xcos xdx; (n = -1) 3.78.-Jco 7g"axdx 3.79.-_[00 7g*3xdx
3.80.-J'cos x"sen xdx; (n=-1) 3.81.-Jrg”xdx 3.82.-Jrg4xdx

3.83.-]0032“+l xdx

RESPUESTAS
3.26.-[1925xdx = I(sec2 5x —1)dx = J'sec2 5xdx+.|'dx :%rgsx— X+C

3.27.-Isenxcosxdx=£125en xcosxdx:ljsenZde:—10052x+c
2 2 4

3.28.- I _ICOSZde:lsen2x+c

Sec2Xx 2

COS 2X cos’ x—sen?x cos”? X4 sen?x
3'29'-I cosxdx:J. Cos X dx _I I Cos X ax
:Icosxdx—jwdx Icosxdx j jcosxdx:ZIcosxdx—jsecxdx

COS X
=2senx—/(nlsecx+rgx|+c

3.30.-j~\/cosxsen3 xdx :J'\/cosxsen2 xsenxdx = I\/cos X (1-cos? x)sen xdx
= J\/cosxsen xdx—_[\/cosx cos® xsen xdx = J'cos%xsen xdx—jcos%xsen xdx

COS X

Sea:u =cosx,du =—sen xdx; Luego:—ju%du +Ju4du :—%u% +§u% +c

2 y 2 7 2 2

— 200"+ 2c0s%+c=—2+/cos® x +Z+/cos X +¢
3 7 3 7
2 2

= -5 008 xy/cos x +=cos x’eos x +

3.31.-jrg213ec21dx = j(rg £)?sec’ £dx; Sea:u=rg%,du :%seczgdx

3'[(rg £)? 1sec’ £dx = Sjuzdu =u’+c=7g°%4+cC
3.32.-Irg 4xsec4xdx = J.(rg 4x)rg4xsec4xdx :I(sec24x—l)rg4xsec4xdx

= Isec24Xrg4xsec4xdx—jrg4xsec 4xdx ; Sea:u =sec4x,du =4sec4xrgaxdx
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1 1ud® 1 sec®4x sec4x
fdu u+c= - +C
43 4 12 4
_jl—coszgdx J-l Cos3

2dx :—.[dx——jcos dx

1 3
=—x—§sen§+c

2
senZXdX_JZWcosx
senx serx

3.35.- I (sec X+ cosecx)?dx = _[ (Sec? X + 2SeC X COS eCX + COS eczx)dx

3.34.-I dx:2fcosxdx:25enx+c

= J' sec® xdx + 2 I sec x cos ecxdx + _[cos ec’xdx = jsec Xdx + ZI dx + jcos ec?xdx

COSX Senx

_Isec xdx+2><2_|' +_[cosec xdx = _[sec xdx+4_|' +_|'cosec xdx

2cosxsenx
:Isec xdx+4jcose02xdx+jcosec xdx

sen2x

= rgx+%£n|cosec2x—c0792x|—cngx+c
= 70X+ 2(n|cosec2x—corg2x|-corgx+c
3.36.-Isec3§rg Ldx = J'(secz X)secxrg X dx

U= —1
Sea:u=sec%,du=2%secirg2dx,
3

3x
Luego: 4ju2du - 4%+c _Asec’y

3

3.37.-Irg42xsec4 2xdx = jrg“Zx(sec2 2x)sec? 2xdx = Irg42x(1+ 7g°2x)sec’ 2xdx
= I(rg 2X)* sec? 2xdx +I(rg 2x)° sec? 2xdx

Sea:u =rg2x,du =2sec’*2xdx, Luego:

. 1 4 2 1 6 2 . 1, 1, 6

—EI(TQZX) 2sec 2xdx+5.[(rg2x) 2sec 2xdx—5.|'u du+§J'u du

1u® 1u’ 79°2x  7g’2x
==—+=-—+cC= + +C

25 27 10 14
3.38.-'fsen8xsen3xdx

Considerando:senasen § = %[cos(a — B)—cos(a + B)]

Luego:sen8xsen3x = %(cos 5x —cosllx); Se tiene:

sen5x senllx
- +C
22

= lf (cos5x —cos11x)dx :ljcos 5xdx —lj'cosllxdx =
2 2 2
3.39.-J'cos 4x cos5xdx

Considerando: cos cos S = %[cos(a — B)+cos(a + B)]
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Luego: cos4xcos5x = %(cos(—x) +C€0s9X) ;
Como: cos(—x) =cosx = %(cos X+ €0s9x) ; entonces:

Icos 4xcos5xdx = lJ.(cos X+C€0s9x)dx = lJ'cos XdX + lj' cos 9xdx
2 2 2

senx sen9x
= + +C
2 18
3.40.-Isen2xcos3xdx

Considerando:sen ¢ cos S :%[sen(a—ﬂ) +sen(a+ f)]
Luego:sen 2x cos3x =%[sen(—x)+sen5x]
Como:sen(—x) =—senx :%(—sen X+senb5x); entonces:
1 1 1
jseancos3xdx:—j(—sen x+sen5x)dx:——jsen xdx+—_[sen5xdx
2 2 2

1 1
=—C0SX——CO0SbXx+¢C

2
secx ) S 1 Y 4
3.41.-]( j dx:f(ﬁJ =.|'( j dx:fcosec xdx:.[coseczxcoseczxdx
TOX seng senx

:j(1+ co7g°x) cosec’xdx :ICOSGCZXdX+ICOZ‘QZXCOSECZXdX

Sea:u = corgx,du = —cosec?xdx
3

3
u corg’x
Luego:jcoseczxdx—fuzdu =—C0TgX——+C=—C0T0X~ g

+C

cos’ de_I cos’x 1
sen*x sen’xsenx
= I (co7g°x)corgx cosecxdx = I (cosec®x —1) corgx cos ecxdx =

3.42.-I dx:jcwg3xcosecxdx

= J' COS eC*X CO 7gX COS ecXdX — j CO 7gX COs ecxdx

Sea:u = cosecx, du = —cosecx co rgxdx
3

3
Luego:—fuzdu +Idu =_u?+u+cz_

cosec™X

+C0SsecxXx+cC

3.43.-Icos ec’3xdx = j(cos ec®3x) cosec’3xdx = .|' (1+co7rg?®3x) cosec®3x)dx
= J'cos ecz3xdx+jco 7g°3x cos ec?3xdx

Sea:u =corg3x,du = —3cosec’3xdx
3
_corg3x corg 3X+c
3 9

Luego: jcosecz?’xdx—%fuzdu = —%co rg3x—%u3 +Cc=



3.44.-j(rg3§+rg4§)dx:jrg3§dx+jrg4§dx:I(rgzg)rggdx+j(rgzg)rgzgdx
= j(seczg—l)rg gdx+j(sec2§—1)rg2§dx
:Iseczgrggdx—.[rggdx+j(sec2g)rgzgdx—jrgzgdx

=Ise02§rg gdx—_[rg gdxqtj'(sec2 g)rgzgdx—j(seczg—l)dx

:'fseczgrg gdx—J'rg %dx+_[(sec2 g)rgzgdx—jseczgdx+_|'dx

Sea:u :rgg,du:%seczgdx

Luego:SIudu —J'rg gdx+3ju2du —J'seczgdx+jdx
:guz—3f7y|sec§|+u3—3rg§+x+c:%rgz§—3£n|sec§|+rg3§—3rg§+x+c
3.45.-]00793§dx:j(cwgzg)cwg gdx:j(coseczg—l)cwg Ldx
:Icoseczgcofg gdx—.[cwg 4dx; Sea:u=cosec%,du =—%cosec§cwg Zdx

Luego: —3j (cos ecg)(—%cos ecscorg g)dx—jco rg5dx = —Sjudu —Jco 7g5dx

—3u?

—3cosec? £
== -3(nlseng+c=——"2

~3(njseny|+c
3.46.-]002’94%dXZI(COZ‘QZ%)COngédXZJ(COSGC2%—1)C02'92%dX
:jcosecz%cwgzgdx—jcwgzgdx:Icoseczgcwgzgdx—j(coseczg—l)dx

:Icosecz§c0r92§dx—fcosec2§dx+jdx
X 1 2 x
Sea:u=corg+$,du=—-—-cosec” *dx
6

|—U9901—6_[u2du—jcoseczgdx+jdx:—2u3+6c01g§+x+c

=-2c079°£+6C07gL+X+C

dx
3.47.- I— Como:sen®x+cos’ x=1,
sen® xcos x

sen’ x+cos’ X4 _I dx +J-cosxdx
sen’ Xcos X en®*xcosx “ sen’x
sen? x+cos? x cos xdx dx cosxdx pcos xdx
=] dx+ [ =] Hooos s
sen X COS X sen’ x Sen XCcos X sen’ x sen’ x

Luego: f

_I +J'(sen x)~° cos xdx+.|'(sen X)~° cos xdx
Sen Xxcosx

-3 5
Isenz +J(senx) cosxdx+j(senx) cos xdx

2
= 2] cosec2xdx +J(se n x)~ cos xdx +_[(se n x)~ cos xdx (*)

70



Sea:u=senx,du=cosxdx, Luego:
- - 1 1
(*) :Zj'cosec2xdx+ju 3du+J‘u °du = (7|cosec2x—corg2x| - — ———+c
2u°  4u
1 1
= (1n7|cosec2x—corg2x| - —— —+C
2sen“x 4sen”x
cosec’x cosec*x
- +C
2 4
2 2
COS” X cos"x 1
5 dx:j > ;
sen®x sen?xsen”x
= J'co rg°x(cosec?x) cosec’xdx = jco 79°x(1+ corg*x) cosec’xdx

= (1n7|cosec2x—corg2x| -

3.48.-I dx:fcwgzxcosec“xdx

= Ico rg°xcosec’xdx +Ico rg*xcosec’xdx

Sea:u = corgx,du = —cosec*xdx ,

3 5 3 5

u® u corg®x corg’x
Luego:—fuzdu—ju“du:—___+c:_ gx_corgx. .

3 5 3 5

sen’+cos’® x dx dx
_I 2 4 dXzI 2 +I 2 2

sen’ xcos* x sen’ xcos* x cos*x Jsen’xcos®x

—_— = sec” xdx + | ———=——= | sec” xdx + 4
(senxcosx) J. I(sen2x) -[ -[sen 22x

2
= J' sec* xdx +4 j cosec?2xdx = I sec? xsec’ xdx + 4j cosec? 2xdx

349]

_Isec xdx+j'

= I(1+ 7g°X)sec? xdx+4jcose022xdx = Isecz XdX+.[TgZXSGC2 xdx+4J'cose022xdx

Sea:u = rgx, du = sec® xdx ,
3
Luego: Isec2 xdx+fu2du +4Icos ec’2xdx = rgx+u?—2co Tg2X+C

3
=70X+ % —2c07g2X+C

3.50.- I _jsec 4xdx = I(sec 4X)* sec? 4xdx = j(1+rg 4x)° sec? 4xdx

cos®
:j(1+219 4x+rg 4x)sec’ 4xdx

= J'sec2 Axdx + ZI (rg4x)*sec® 4xdx + I (rg4x)* sec® 4xdx

Sea:u =rg4x,du =4sec’4xdx, Luego:

5 3 5
Isec 4Axdx += j'uzdu+ J'u“du T94X+1“ +l“_+C=T94X+Tg 4X+Tg 4X+c
4 23 45 4 6 20
351.- I cos X Icos X(L+senx) X_J‘cosz x(1+senx)dx
T J1-senx 1-sen’x 052X

= J'cos X(1+senx)dx = jcos xdx+fcos xsen xdx = _[cos xdx+%.[sen 2Xdx
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1
:senx—zc052x+c
3.52.-'fcos3§dx = I(coszé) cos % dx :J‘(l—senzé) cos £ dx
:jcos§dx—jsen2§cos§dx

Sea:u=sen,du :%cosédx

3
Luego:jcos;dx—?juzdu :75en§—%+c:7sen§—%sen3§+c

3.53.-J'sen5§dx:I(senzg)zsengdx:j(l—coszg)zsengdx

:j(1—20032§+cos4§)sen§dx=Isen§dx—2jcoszgsengdx+_fcos4§sengdx

Sea:u=cos%,du= —lsengdx , Luego:
2

3 5
:Isengdx+4ju2du—2Iu4du:—2cos§+4i—2i+c
3 5
3x 5x
:—Zcos§+4COS 2—2028 2+cC
3.54.-I\/1—cos xdx
Considerando:sen’ o :%, Yy 2a =X
. ) 1-cos2x L 2
Se tiene:sen ng; ademas:1-cosx=2sen”%

Luego:f Zsenzgdx=\/§jsen§dx:—2\/§c031+c
2x
—.[sen dx = J'(sen2 £)?dx = j(ﬂJ dx

:ZI(l_ZCOSZ_;JFCOSZZ—;)dX =—J-dX——_[C082—;dX+—_[cosz%dx

355 Icose fx

J-1+COS

:%Idx—%jcos%dx+ S dx —_J'dx__J'COSzxdx+ f(1+COS4X)dx

:%jdx-ljcos%dx+§jdx+§jcos4—;dx:gjdx—ijcos%dx+§jcos4—;dx

313 2 13 ., 3. 3sen®y 3sen¥
=—X-——senZ+-—send+c=—x- + +C
8 22 84 8 4 32

3 5 2 5 2 5
3.56.-Isen 5cos gdx:jsengsen 5C0s gdx:jseng(l—cos 4)cos” 3 dx

:Isengcos%dx—fcos’gsengdx

1
Sea:u=cos%,du=—-=sensdx
2
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6 8 6 8 6 x 8 x
Luego:—2.|.u5du+2.[u7du=_2L+2L+C:_U_+U_+C:_COS 2Jrcos : e
6 8 3 4 3 4
sen2x

3.57.- Isen x cos’ xdx = j(senxcosx) dx = J'( jdx:%jsenzzmx

J'l cos4x :—I(l—cos4x)dx:—Idx——fcos4xdx:E—isen4x+c

3.58.-Isen X COS xdx:j(senzxcos2 x)sen2xdx:J'(senxcosx)zsenzxdx

2
:I sen2x (1—C082X)dlej‘senzZX(l—COSZdeX
2 2 4 2

:%jsen2 2xdx—%.|'sen2 2x cos 2xdx :—_[Md J'sen2 2x cos 2xdx

1 1 1
=—|dx——|cos4xdx—=|sen?2xcos2xdx(*
16-[ 16-[ 8'[ )

Sea:u =sen2x,du=2cos2xdx, luego:
3

(%) ——fdx——fcos4xdx——ju2du L senax— LY ¢
16 64 16 3

16 64 48
1-cos2x

1 sendx sen®2x
- +C

3.59.- jl costI I _J-sen sen x,
Y 1+c0s2x 1+0032X cos” X
2

:J'sec;2 xdx—jdx:rgx—x+c

X = J'rgzxdx=j(sec2 x —1)dx

UB X

Vsenx

:J'(senx)y(l—senz x)cosxdx:'f(senx)% cosxdx—.[sen% X COS XAX(*)

3.60.- I X = f(se nx) 72 cos® xdx = j(se n x) 72 cos? x cos xdx

Sea:u =senx,du =cos xdx , luego:

(*) = J'uydu Iu/du 2u” - 2,sen X

3.61.-J'sen 2xdx = jsen 2xsen 2xdx = J‘(l—cos2 2x)sen 2xdx

= jse n 2xdx—jcos2 2xsen 2xdx(*)
Sea:u =cos2x,du =-2sen 2xdx, luego:
1 1u® 1 u’

2
(%) =J'sen2x+lj'u—du =—=C0S2X+—=—+C=—=C0S2X+—+C
27 2 2 23 2 6

3
=—%COSZX+M+C

73



3-62--Isen22xcosz D = I(l—CZS4XJ(1+ cgs4x

_ 1 2
jdx—zj(l—cos 4x)dx

:%Idx—%jcosz Axdx =%jdx_%j(@jdx =%Idx—%j(1+ cos8x)dx

4 8 8 ) 3 g m
1+cos2x) | 1
3.63.- [ cos® xdx = [ (cos? x)2dx = [| 2222252 | dx = = [ (1+ cos 2x)2 dx

:lf(1+2c032x+cos2 x)dx :lj'dx+lj'c032xdx+lj'cos2 2xdx
4 4 2 4

1 1 1¢(1+cos4x 1 1 1
=—|dx+=|cos2xdx+=|| ———— |dx == dx+—=| cos2xdx +— | (L1+cos4x)dx
4I 2I 4“ 2 ] 4I Zv[ 8j( )

:%J'dx+%j0032xdx+%J‘dx+%jcos4xdx:gfdx+%j0032xdx+%fcos4xdx

3 1 1
=—X+—Sen2x+—sen4x+c
8 4 32

3.64.-J'rg“xsec2 xdx
Sea:u = rgx, du = sec’ xdx
_79°X

5
Luego:ju“du :%Jrc +C

3.65.-Irg3xsec xdx = jrgZXTgxsec xdx = J'(seczx —1)rgxsec xdx
= I (sec’x)Tgx sec xdx — _[ Tgxsec xdx

Sea:u =sec x,du = sec xzgxdx
3 3

Luego:juzdu—jdu :u?—u+c=SeC X

—SecX+C

3.66.- I sec® afdé = I sec’ adsec’ addd = J'(sec2 ad)? sec’ afd g
= I(1+ rg°ad)’ sec’ add@ = .|' (1+2rg%ad +rg*ad)sec’ add g
= Isecz afda + 2.[rgza05ec2 afdo + _[rg“aesec2 agdo

Sea:u =rgad,du =asec’addd, Luego:

3 5 3 5
1J'duJrg.|'u2du+1.|'u4du:l PRI P rga0+zrg 80,7930 1, ¢
a a a a 3 5 a 3 5

dx

sec X(zgx+secx)dx J- Sec Xz gx +sec’ x
TOX+Sec X TQX +Sec X
Sea:u = sec X+ rgx, du = (sec xrgx +sec” x)dx

3.67.-jsec xadx :J'

Luego:J'CL—u=£77|u|+c=£77|secx+rgx|+c
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3.68.-Ico 7g°2xcosec’ 2xdx

Sea:u =corg2x,du =—2cosec’2xdx

3 3
Luego:—ljuzdu:—u—+c:—m+c
6 6
2 _ 2
369 - Isen X dx :Isen xszenxdxzf(l cos stenxdx:Isenidx_Isende
cos® X COS” X COS” X COS” X

Sea:u=cosx,du=-sen xdx,

s 1 1
Luego:—ju du—jsenxdx:—+cosx+c:—+cosx+c:secx+cosx+c
u COS X

3.70.- Isec4 3xrg3xdx = J'sec3 3x(sec 3xzrg3x)dx

Sea:u =sec3x,du = 3sec3xzrg3xdx

4 4 4
Luego:lj'u?’du JLU U s X
3 34 12 12

3.71.-I5ec” XTgxdx = Isec”  x(sec xrgx)dx

Sea:u =secx,du = sec xrgxdx, Luego:

_ u" sec” X
Iu” '‘du=—+c= +c,(n=0)
n n

3 2 2

Cos” X COS” X COS X 1-sen” x)cos x cos xdx
3.72.- 5 dx:J' > dx:j( 2) dx—J' —.[cosxdx

sen”x sen”x sen”x sen’x
- —senx+c

senx
2 2
sen’® X+ cos’ X4 Cos” X

3.73.] = : _j [ dx

sen®x sen”x sen’x Jsen®x

cos’x  dx
sen?xsen®x

:jcoseczxdx+j :jcoseczxdx+Jc0192xcosec2xdx

1 3
=—c0rgx—§c0rg X+C

3.74.-J'rg“xsec2 xdx; (n = —1)

Sea:u = rgx, du = sec® xdx

n+l n+l
Luego:J'u”du: U= X+c,(n¢—1)
n

+1 n+1

6 2.3 1-2c0s2x Y’
3.75.-Isen xdx:J'(sen X) dx:j ——— | dx

2
Z%I(1—3COS 2X+3c0s® 2x —cos® 2x)dx

= %U dx — 3.|' oS 2XdX + 3J' cos? 2xdx — I cos® 2xdx}
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5X sen2x 3sen4x sen’2x
==_ + +c
16 4 64 48

3.76.-Isen4axdx = I(senzax)zdx :%j(l—cos 2ax)? dx

= I (1—2cos 2ax + cos® 2ax)dx = lj' dx — EJ‘ Cos 2axdx + 1_[cos2 2axadx
4 2 4

1 1 1.1 1 3 1 1
==X——sen2ax+—(=Xx+—send4ax)+c=—x——sen2ax+—sen4ax+c¢
4 4a 42 8a 8 4a 32a

n+l

3.77.-jsen“ X C0os Xdx =

+c,(n=-1)
n+1

3.78.-Ico rg"axdx = J'co rg"*axcorg’axdx = J'co rg"*ax(cosec’ax —1)dx

i} . 1 corg"tax
:ICOTg” 2axcoseczaxdx—'fcwg” 2axdx:——g—1
a n-

3.79.-]00 rg*3xdx , Haciendo uso del ejercicio anterior:

- _[ corg" 2axdx

3
= Cog—gsx—jcwg 3xdx = m—j(cosec 3x—1)dx
3
= —M—jcosecz?,xdxﬂ'dx = —m—jcoseCZSde+Idx
9
3
__Corg 3x+00rg3x+x+c
9 3
n+l
3.80.-jcosx”senxdx:— +c;(n=-1)
n+1
3.81.-Irg“xdx = Irg“’ZXrgzxdx = frg”’zx(sec2 X —1)dx
n-1
:J.rg”‘zxsec2 XdX—Irg”"ZXdX _ —jrg”‘zxdx
3.82.-Irg4XdX—Tg xdx .|' rgixdx =22 I(sec x —1)dx

_79°x 2 _79%x
=3 —Isec xdx—jdx_T—rgx+x+c

3.83.-]0052”+1 xdx = Icosz” X cos xdx = _[(cosz x)" cos xdx = j (1—sen?x)" cos xdx

Sea:u =senx,du = cos xdx .El resultado se obtiene, evaluando (1-u?)" por la
férmula del binomio de Newton y calculando cada sumando, cuyas integrales son
del tipo: j u"du .

Las formulas provenientes de los ejercicios 3.78 y 3.81, se denominan formulas

de reduccion y su utilidad es obvia. Mas adelante, en otros capitulos, usted
deducird nuevas férmulas de reduccion.
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CAPITULO 4

INTEGRACION POR PARTES

Existe una variedad de integrales que se pueden desarrollar, usando la
relacion: J'udv =uv— J'vdu .

El problema es elegir uydv, por lo cual es util la siguiente identificacion:

I: Funcidn trigonométrica inversa.

L: Funcion logaritmica.

A: Funcion algebraica.

T: Funcion trigonométrica.

E: Funcion exponencial.
Se usa de la manera siguiente:

EJERCICIOS DESARROLLADOS

4.1.-Encontrar: J'xcos xdx
Solucion.-ILATE

I

X COS X
u=x dv = cos xdx
du = dx v=senx

jxcosxdx: xsenx—jsen XdX =XSen x+Ccosx+cC
Respuesta: Ixcos XdX = Xsenx+cosx+c

4.2.-Encontrar: Ixsec2 xdx
Solucion.-ILATE

VN

X sec’3x
u=Xx dv = sec’® 3xdx
du = dx v=2%703x

XTQg3X

1 1 1
.[xsecz xdx=EXrg3x—§_|'rg3xdx= —§€n|sec3x|+c

Respuesta: jxsec2 xdx = Xrg3x L

—§€n|sec3x|+c

4.3.-Encontrar: Ixz sen xdx

Solucion.-ILATE
4

x* senx
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u=x* dv =sen xdx
du = 2xdx V = —CO0S X

sz sen xdx =—x? cos X + 2_|' X cos xdx , integrando por partes la segunda integral:

u=x dv = cos xdx
J'xcosxdx;
du =dx V=Senx

szsen xdx = —x2 cosx+2[xsenx—jsenxdx}:—x2 COSX +2XSen X+2C0S X+C
Respuesta:'fxzsenxdx=—x2 COSX+2XSeNn X+2C0S X +C

4.4.-Encontrar: J'(x2 +5X + 6) cos 2xdx

Solucion.-1 L A T E
I N

x> +5x+6 €0s2x

U x?+5x+6 dv = cos 2xdx

1
du = (2x +5)dx V:Esen2x

2
j(xz+5x+6)c032xdx:wsen2x—%f(2x+5)sen2xdx
Integrando por partes la segunda integral:

ILATE
N

2X+5 sen2x

dv =sen2xdx
u=2x+5

du = 2dx V=—%COSZX

.[(xz +5X+6) cos 2xdx = %se n2x(x* +5x +6) —%[(2x+ 5)(— %08 2X) + _[cos 2xdx}

2
_ X HoX+0 2x+%cos 2X(2x +5) —%ICOSZXOIX

x* +5x+6 2x+5 1
=—————sen2x+ cost—Zsen2x+c
2
Respuesta: j(x2 +5x + 6) cos 2xdx :#sen2x+ 2)(Jr5c032x—%sen2x+c

Nota.-Ya se habra dado cuenta el lector, que la eleccion conveniente para el uy el
dv, dependera de la ubicacion de los términos funcionales en la palabra ILATE. El

de la izquierda corresponde al u, y el otro sera el dv.
4.5.-Encontrar: Ifnxdx

Solucion.-1 L A T E
I 1
Inx 1
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=/
u=omx dv =1dx
dx

du=— V=X
X

_[énxdx=xfnx—J'dx=xﬁnx—x+c=x(f77x—1)+c
Respuesta: Ifnxdx =Xx(/nx-1)+c
4.6.-Encontrar: Iﬁn(az +x%)dx

Solucion.-1 L AT E

I N\
n@*+x%) 1
u=tnx dv =1dx
dx
du=— V=X
X

2x2dx 2a’

—xzn(a +x%)— I(Z——z)dx
+a

227

= x¢n(a’ +x2)—2x+7arcfg§+c

jzn(a +x2)dx = x/n(a’ + x2) - j

= x/n(a® +x*)—2| dx+2a’ o

n(@ +x°) -2 ==
=x¢n(a*+x*)—2x+2aarcrg%+c
Respuesta:jﬁn(a%xz)dx =x(n(a’+x*)—-2x+2aarcrgL+c

4.7.-Encontrar: Ifﬂ‘x+\/ x? —1‘ dx

Solucion.-1 L A T E
I N\

(U‘X-I—\/H‘ 1 dv=1dx
V=X
u :ﬁry‘xm/xz—l‘
2

1. X = +x
VX2 -1 dx
du=—"-—=d=>du=—"—— dx:>du_
X++/x% -1 M NI
Ién‘x+\/x - ‘dx xfry‘xm/x - ‘ I xdx

Sea :w=x?+1dw=2xdx.

Luego: xfn‘x+\/x2 —1‘—%](% —1) 7 2xdx = xfn‘x+\/x2 —1‘—%jw%dw
= xﬁn‘xh/xz —1‘ X+ X2 —1‘—W% +Cc= xfn‘x+x/x2 —1‘—\/x2—1+c

Respuesta: jfn‘x+\/x2 —1‘dx = xfn‘x+\/x2 —1‘—\/x2 -1+c

|_\




4.8.-Encontrar: Ifryzxdx
Solucion.-1 L A T E

I
/n°x 1
2
U= dv = 1dx
du:2€77x£dx V=X
X

Iénzxdx = xﬁnzx—zjfnxixdx = x£772x—2.|'€77xdx

Por ejercicio 4.5, se tiene: anxdx =X(/nx-1)+c
Luego:fﬁnzxdx: X(n?x—2[x({nx—=1)+c]=x{n*x—2x({nx—1)+c
Respuesta: jfnzxdx =x0n*x=2x({nx-1)+c

4.9.-Encontrar: Iarcfgxdx
Solucion.-1 L A T E

N
arczgx 1
u=arcrgx
dv =1dx
du =& V=X
1+ x? -
.[arCTgxdx = xarCrgx—J' X
1+ x?

Sea:w =1+ x*,dw = 2xdx
Luegoxarng—ijzx—dx—xarCrgx—EJ'd—W—xarCTgx—lﬂ w|+c
' 21 1% 20w 2"

:xarCrgx—%ﬁn‘1+x2‘+c
Respuesta: Iarcfgxdx = xarCrgx—%fn‘H x2‘+c

4.10.-J'x2 arc zgxdx
Solucion.-1 L A T E

I 1
arcrgx X’
u=arczgx dv=xdx

3

du= dX2 V:X_

1+x 3

x3 1¢x%dx Xx° 1 X
o | x*arcrgxdx = =—arcrgx—= =—arcrgx—— | (x— dx
I g 3 g 3-|‘1+x2 3 g 3J.( x2+1)
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X3 1 1¢ X
=—arctgx——| xdx—= dx
3 g 3I 3-[x2+1
Xax
x2+1

Por ejercicio 4.9, se tiene:j = %fn‘xz +1‘+c
LueQO'X—SarCrgx—l'[xdx+1£ ‘x2+1‘+c—x—3arng—x—2+£€ ‘x2+1‘+c
3 3 6 3 6 6 !

3 2
Respuesta: sz arc rgxdx :X?archx—%Jr%fn‘xz +1‘+c

4.11.-Encontrar: Iarc C0S 2xdx
Solucion.-1 L A T E

I 1
arccos2x 1
U = arccos 2x dv—1d
2dx v =10x
du=-— - V=X
1-4x
xdx

.[arc C0S 2XdX = Xarccos2x + 2_[—
V1-4x?

Sea:w=1-4x*,dw = —8xdx

2 ¢ —8xdx
Luego: xarccos2x —— | ————
8I N

= Xarccos 2X—%\/1—4X2 +C

Respuesta: Iarccos 2Xdx = xarccos 2X—%\/1—4X2 +cC

%
- xarccost—lfw%dw:xarc0052x—1W +c
4 4 %

4.12.-Encontrar: Ide

N
Solucion.-1 L A TE
AN
arcseny/x 1
u=arcsen+/x
1 dx
du :ﬁﬁ V=2\/;

} dx
jarcsenﬁx Ydx = Zﬁarcsen\/;—j
V1-x

dv = x "2dx

Sea:w=1-x,dw=—dx

Luego:zx/;arcsen&+.|'\/_ld_x = 2/xarcsen~/x+ [ wdw
—X

:2\/§arcsen\/§+2W%+c:2\/§arcsen\/§+2\/1—x+c
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Respuesta: Ide =2Jxarcsen+/x +24/1-x +¢

Ix

4.13.-Encontrar: J'xarcsen 2x%dx
Solucion.-1 L A T E

N
arcsen2x® X
u=arcsen2x? dv = xdx
4xdx 2

\1-4x* 2
[ oxidx =X 2% -2 X'dx
Sop XarcsenZZx'ax=—arcsensZx — e
2 V1-4x*

Sea:w=1-4x* dw=-16x3dx

2 1ay3 2
Luego:x—arcse n2x’ +£JM - X arcsen2x? +l'|'w%dw
2 167 J1—4x* 8

2 % 2
:X?arcsenZX2 +%W +c=2arcsen2x? +%W% +c
b
2
:X?arcsen 2x2 +%\/1—4x“ +c

2
Respuesta: Ixarcsen 2x°dx =X?arcsen 2x° +%\/1—4X4 +C

4.14.-Encontrar: Ixe%dx

X dx
Sea:w=—,dw=—
a a

X, dx . .
Luego: J' xe’*dx = az'[—eya 9 _ az.[wewdw, integrando por partes se tiene:
a a

Solucion.-1 L A T E

I

w e"
u=w dv =e"dw
du =dw v=e"

azjwewdw =a’ (WeW —Iewdw) =a’ (WeW —e"+ c) =a’ (WeW —eW)+ c
=a’ (ﬁe% —e%j+c —a%eh (X -1)+c

a a
Respuesta: J'xe%‘dx =a% (g—l)+c

4.15.-Encontrar: sze’sxdx
Solucion.-1 L A T E
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N
|

w

<

X e

) dv = e *dx
u=X .

du = 2xdx V=—§B‘3X

sze*xdx = —%xze3X +§j xe *dx, integrando por partes la segunda integral:

ILATE
d d
X e—3x
_ A—3X
=X dv=e"dx
du =dx V:_le‘”
3
2 A—3X%
sze‘3xdx:—1x2e‘sx+g(—lxe‘3x+lje‘3xdx]:—X ¢ —Exe‘3x+3je‘3xdx
3 30 3 3 9 9
e 2 . 2
=— —Zxe¥-—e ¥4
3 9 27
_ -3x
Respuesta;sze’“dx: ¢ (x2+gx+gj+c
3 3 9

4.16.-Encontrar: IXSe’xzdx
Solucién.-fx%’xzdx :Ixze’xz Xdx
Sea: w=—x?,dw=—-2xdx, ademas: x* =—w

Luego: J' x2%e ™ xdx = —%J' x2%e ™ X(=2xdx) = —%I—Wewdw = %j we"“dw , integrando por

Partes se tiene:

ILATE
VAN
woe"
u=w dv=e"dw
du =dw v=e"

%jwerW:%(weW —J'ewdw) = %weW —%jerW:%weW —%ew +c

T —%exz (xX*+1+c

2 2

Respuesta: Ixse‘xzdx = —%e‘xz (xX*+1)+c

4.17.-Encontrar: I(x2 —2x+5)e *dx

Solucion.-1 L A T E
I
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X

X*—2x+5 e
u=x’-2x+5 dv =e*dx
du = (2x—-2)dx v=—"
.[(xz—2x+5)e‘xdx:—e‘x(x2—2x+5)+j(2x—2)e‘xdx , integrando por partes la
segunda integral:

ILATE
VAN
2x—-2 e
u=2x-2 dv =e *dx
du = 2dx Vv=—g*

I(x2 —2x+5)edx = —e ¥ (X* =2x+5) + [—e’x(Zx —-2)+ ZI e’xdx}
=—e (X’ —2x+5)—e’x(2x—2)+2_[e’xdx=—e’x(x2 —2x+5)—e*¥(2x—2)-2e* +¢

=—e (X’ 2% +542X =2¥2)+Cc=—e (x> +5)+C
Respuesta: J'(x2 —2x+5)e ¥dx = —e *(X* +5)+¢
4.18.-Encontrar: Ieax cos bxdx

Solucion.-1 L A T E

v
coshx e*
dv =e*dx
u = cos bx
du = -bsenbxdx v=§eax
ax
.'.je”cosbxdx:%qtgfe”senbxdx , Notese que la segunda integral es

semejante a la primera, salvo en la parte trigonométrica; integrando por partes la
segunda integral:

ILATE
v A
senbx e*
dv =e*dx
u=senbx
du = bcosbxdx v =leax
a
e cosbx+9[e senbx_gjeaxcosbxdxj
a a a a
ax ax 2
_ g7 cosbx be Senbx_b_J’eaXcosbxdx,Né'fese que:
a a’ a’

e™ coshx N be®senbx b?

a a® a’

aparece con coeficiente 1 en el primer miembro, y en el segundo con coeficiente:

'f e™ cosbxdx = jeax cosbxdx, la integral a encontrar
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b? : , L . . -
—— . Transponiendo éste término al primer miembro y dividiendo por el nuevo
a

. b> a?+b? .
coeficiente:1+— = ———, se tiene:
a a
a’+b’ ¢ . ae™ cosbx +be® senbx
> j e” coshxdx = > +C
a a

ae® cosbx +be* senbx
,a/ e (acosbx+bsenbx)
+Cc= +C

[a2+b2] - a’+b?

e®(acoshx+bsenbx) e
a’+b?

I e* cosbxdx =

Respuesta: Ieax coshbxdx =

4.19.-Encontrar: jex C0s 2xdx
Solucion.- Este ejercicio es un caso particular del ejercicio anterior, donde:a=1y
b=2. Invitamos al lector, resolverlo por partes, ain cuando la respuesta es
inmediata.
e*(cos2x+2sen2x)

+C

Respuesta: Iex cos 2xdx =

5
4.20.-Encontrar: jeax sen bxdx
Solucion.-1 L A T E
Y
senbx e*
dv =e*dx
u=senbx .
du = bcosbxdx v=—e¥
a
.'.je“senbxdx:w—gje“cosbxdx , integrando por partes la segunda
a a
integral:
ILATE
v 4
coshx e*
dv = e*dx
U = cosbx
du = —bsenbxdx v:leaX
a
.'.J.ef“xsenbxdx:e senbx_E(e CObe+9'|'eaxsenbxdxj
a a a a
ax ax 2
_e senbx be CSSbX—b—Z.[eaxsenbxdx,
a a a
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Como habra notado el lector, la integral a encontrar aparece con coeficiente 1 en
2

. . - b . .
el primer miembro, y en el segundo con coeficiente: ——-. Transponiendo éste
a

L . . - - b> a*+b’
término al primer miembro y dividiendo por el nuevo coeficiente: 1+— =———, se
a a
tiene:
a’+b% ¢ . ae™ senbx —be™ cosbx
> Je senbxdx = > +C
a a
ae™ senbx—be® cosbx
e¥(asenbx—bcosbx
Ieaxsenbxdx: ﬂ/ +c:_[eaxsenbxdx: ( Y )+c
a‘+

(a2+b2J
e® (asenbx—bcoshx)
+c
a’+b’

Respuesta: Ieax senbxdx =

4.21.-Encontrar: J'x\/1+ xadx

Solucién.- Cuando el integrando, esta formado por el producto de funciones
algebraicas, es necesario tomar como dv, la parte mas facil integrable y ucomo la
parte mas facil derivable. Sin embargo, la opcién de “mas facil” quedara a criterio
del lector.

_ %
U= X dv =1+ x)7dx

du =dx V=§(1+x)%

%
1+x) te

%

_[x\/1+ xdx =§x(1+ X)7 —%J'(1+ x)’ dx =§X(1+ x)’: —%

%
:gx(l+x)%—M+c
3 15
%
Respuesta: Ix\/1+ xdx =%X(1+ X)” —%'F c
x2dx

V14X

= I X2 (1+ X) 72 dx

4.22.-Encontrar:f

x2dx

V1+x
u=x2 dv = 1+ x) 7 dx
du = 2xdx v=2(1+Xx)"

‘ J- x2dx

RERV/EEY

Solucic’)n.-J'

= 2X°/1+ X —4I X~/1+ xdx, integrando por partes la segunda integral:
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— %
U=x dv = (1+x)2dx

du = dx V=§(1+ x)%
j X dx —2x 21+ x - 4[ X(L+ X)%—éj(l-i- x)%dx}
%
= 2x°\/1+ X —§x(1+ x)’ AL 2X*\1+ X —§x(1+ x)’ +E(1+ x)% +¢
3 39 3 15

XZdX 8 3 16 5
Respuesta: =2l X —2x(1+x) " + =1+ %) +¢
puesta: [ 73 ST

4.23.-Encontrar: Iﬂ
e

Solucion.- I% = .|' xe *dx

ILATE
VAN
X e
u=Xx dv =e *dx
du =dx v=_g*

jxe’xdx =—xe " +Je’xdx =—xe"—e“+c=e(—x-1D+c=—e"(x+1)+cC
Respuesta;jﬁxX =—e"(x+1)+c
e

4.24.-Encontrar: szﬁn‘\/l—_x‘dx

"= En‘\/l——x‘ dv = x*dx
Solucion.- .. duzi-—(l %)% (-1)dx = du = —dx V:X_3
V-2 20-) 3
e S P e o e

3 3
:%én‘\/l— JAx 1x 1 —£€n|1—x|+c
3 3 2

:X?fn‘\/]: —l€n|l— X|—X——X——§+C
Respuesta; Ixzfn‘\/—‘dx_—én‘F‘——fn|1— | _____ L

18 12 6

4.25.-Encontrar: Ixsen xdx
Solucién.-
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y =J-1—cos 2X dx]

dv =sen? xdx
=15

du = dx v:ix—lsenZX
2 il
.[xsenz xdx:lx2 —ixsenZX—ljxdx+lJ‘sen2xdx
2 4 2 4

=1x2—lxsen2x—1x2—lc052x+c:1x2—lxsen2x—lc052x+c
2 4 8 4 4 8

x> Xsen2x Co0s2x
- - +c

Respuesta:jxsenzxdx:T . .

Otra solucioén.-

Ixsenzxdx:.[x

2

1-cos2x dx

2
=1IXdX—EIXCOSZXdXZEX——EIXCOSZX(JX
2 2 2 22 2

=X——%Ixcos 2xdx ; integrando por partes, la segunda integral:
dv = cos 2xdx
u=x
du = dx v=%sen2x
2 2
Ixse n’ xdx :X——i(isen 2x—lj'sen 2xdxj :X——fsen 2x+ijsen 2xdx
4 2\2 2 4 4 4
X2 X’ COS 2X
+C

=——fsen2x+1(—1c052x)+c=——§sen2x—
4° 2 4 4

x> Xsen2x Cos2x
- - +c

Respuesta:Ixsenzxdx=T " -

4.26.-Encontrar: Ix(Sx +1)"dx

Solucién.-
_ 7
U=x dv_1(3x+1) dx (V:I(3X+1)7dx)
du = dx v=—@3x+1)°*
24
X 1 X 1 1(3x+1)°
S xBx+D) dx =—=—(@Bx+1)® —— | (Bx+1)dx = —(3x+1)¥  ——=
Jx@x+ 24 &) 24I( Jax= o ) o o
9
:l(3x+1)8——(3x+1) +C
24 648
3x+1)°
Respuesta: [x(3x+1)7dx = — 3x+18—(—+c
P Jx@xTax= o1 -

EJERCICIOS PROPUESTOS

+C

Usando esencialmente el mecanismo presentado, encontrar las integrales

siguientes:

88



4.27.-jx(2x+5)1°dx
4.30.-Ixcos3xdx
4.33.- j x%e 5 dx

4.36.- jfﬂx

4.39.-Ixarcsen Xdx

4.42.- j 3* cos xdx

—X
dx
1+ x

4.48.-J'x(ar0rgx) dx

451, J-arcsen\/— N

N

4.54.- [ X0 xdx
4.57.-jxarcfg(2x+3)dx

4.45.- szn

4.60.-]de
X

4.63.-]005n xdx
4.66.-Ix3(£77x)2dx
4.69.-Isec” xdx
4.72.-'fx”£77|ax| dx,n=-1
4.75.-J'x2 cos axdx
4.78.-jen(9+x2)dx
4.81.-jarcsec\/§dx
4.84.- [ 1n(x* +1)dx

4.87.-IX3.I'CTg\/X2 —1dx
4.90.-jx2\/1—xdx

RESPUESTAS
4.27.-Ix(2x+5)1°dx
Solucién.-

4.28.-Iarcse n xdx
4.31.-Ix2’xdx

4.34.-Ixse n X cos xdx
4.37. j ! ’7X

xdx
sen?x
4.43.-Isen(€nx)dx

4.40.- j

fnx

446I

4.49.- J' (arcsen x)>dx

452 - J'SGI’] X

4.55.-Ix€77(9 +x%)dx
4.58.- [ e’ dx
4.61.- [ tn|x+1dx

4.64.-Isen“ xdx
4.67.-Ix“exdx
4.70.-Isec3 xdx
4.73.-'farcsen axdx
4.76.-J'xsec2 axdx
4.79.-J'xcos(2x +1)dx
4.82.- [a* - xdx

4.85.-IarCTgx&dx

Xarc rgx
(x* +1)?

dx

488]

4.29.-Ixse n xdx
4.32.-Ix2e3xdx
4.35.-Ix2£nxdx
4.38.- J' xarc zgxdx

4.41.-Iexsen xdx

4.44.- j (X% = 2x + 3) £ pxdx
4.47.-J'x2 arc 7g3xdx

4.50.- Iarcsen X I

4.53.-Irg xsec® xdx

4.56.- Iarcse n ﬁdx
4.59.-Icosz(£nx)dx
4.62.-J'x2exdx

4.65.-Ixm (£nx)"dx
4.68.-Ix3exdx
4.71.-Ix£77xdx
4.74.-Ixse n axdx
4.77.- j cos(£7x)dx
4.80.-J'xarcsec xdx
4.83.- [ 17]1— x| dx

4.86.- J'X&I'CSGH X I

Vi-x®

4.89.- Iarcse nx xdx

VA-X)
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u=xX
du = dx

dv = (2x+5)"dx

11
y o (2x+5)

22

1 X 1
X(2X +5)0dX = —— (2X + 5™ — — [ (2X + 5)"dX = —— (2X + 5)* —— (2X+5)2 + ¢
[x(2x+8)"dx=— (2x+8)" — [ (2x+5)dx = (2x+ )" = (2x+5)

528

:2—)‘2(2x+5)“—i(2x+5)12+c

4.28.-Iarcsen xdx

Solucion.-
u=arcsenx

dx
1-x?

J.arcsen xdx = xarcsen X—I

4.29.-Ixsen xdx

Solucion.-
u=x

du =dx

4.30.-J'x0033xdx
Solucién.-

u=x

du = dx

jxcosBxdx:isen3x—jlsen3xdx:isen3x+
3 3 3

dv = dx

V=X

xdx

V1-x2

Ademas:; w=1-x?,dw = —2xdx

1¢dw —
:xarcsenx+5_“—y:xarcsenx+ 1—X2+C
WZ

dv =sen xdx

V=—-CO0SX
J.XSGHXdX=—XCOSX+ICOSXdX=—XCOSX+SenX+C

dv = cos 3xdx

v=lsen3x
3

4.31.-]x2‘*dx
Solucion.-
dv =
u=x
IXZ’de =— X2 +i 27%dx =
In2 In2
4.32.- j x2e¥dx
Solucion.-

c0s 3X
+

27%dx
2—X
In?2

x27¢ 1 (=27 X 1
- + +C=—— ————=-+C
In2 In2\ In2 2°0in2 277U0n°2
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dv = e¥*dx
lea‘x
3

u=x*
du = 2xdx V=

2
X 2 .
Ix2e3xdx:—3 e —§_[xe3xdx, integral la cual se desarrolla nuevamente por partes,

_ A3Xx
t U=X dv =e™dx
esto es:
du = dx V= 1 e
3
2 2
:X_GSX_Z(X e _ jestXj——e _gxe +£ J'eSde__e _%e&lx_'_ie Iy
3 33 3 9 3 9 27
4.33.- [ x%e7dx
Solucién.-
u=x’ dv = e %dx
du = 3x*dx v=—-3"%
I x’e 2 dx = —3x%e +9Ix e%dx, integral la cual se desarrolla nuevamente por
. u=x? dv = e dx
partes, esto es:
du = 2xdx v=_3"

= —3x’e * +9(-3x’e * +6[ xe 7dx) = —3x’e * — 27x°e ¥ + 54 xe ok
, la nueva integral se desarrolla por partes, esto es:

u=Xx dv = e dx
du =dx V=_3%
3 27x° 5% % 3x* 27x* 162x 5
=~ 54( ~3xe +3[ e’ dx) T 1823 M) e

3 _27x*_162x 486
& & et o

4.34.-J'xse N X cos xdx

Solucion.-
dv =sen 2xdx
u=x
du = dx v:—COSZZX

J'xsenxcosxdx:ij‘xsenZde:1 —5c032x+1.[0052xdx
2 2\ 2 2

:—5c032x+1.[0032xdx:—§c052x+lsen2x+c
4 4 4 8

4.35.-J'x2€77xdx
Solucion.-
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u=/,nx dv = x*dx

3
X 3
3 3 3
IXZMXdX=anx—lszdx=xmx—%+c
4.36.- jfﬂx
Solucioén.-
u=/,nx dv = xdx
dU:% V:—i
X 2x?

X .3 _ 3 nx 1
I v dx—jx Lnxdx = dx——2X2 I c
4.37.- jf”X
Solu0|on.-

u=1/~,nx
Z dv = x *2dx
X

dU=7 v=24x

Ig%xdx:Ix‘%fnxdx=2\/§£nx—2.|.x‘%dx= Zﬁﬁnx—4\/§+c
X

4.38.-".X3.I’C‘L'ngX

Solucion.-
u=arcrgx dv = xdx
2
1+x 2
x? d x? 1 1
IxarCTgxdx_ > =——arctgX—— (1— 2jdx
2 2 2 1+x
x2 1 arcrgx
z—al’Cz' X—=|dx+= =—arcrgx——X+———+¢C
2 J -f -[1+x 2 J 2 2
4.39.-Ixarcsen xdx
Solucion.-
u=arcsenx dv = xdx

dx X2

du= AN
V1+x2 V= 2

2

J'xarcsenxdx:x—arcsenx——jl, integral para la cual
2 27 1+ x°
R X=send
sustitucion siguiente: ..
dx =cos&dé

se sugiere

la
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X 1 rsen®dcesddo

=—arcsenx——
2 2 cos?
2 _ 2
=X—arcsenx—1 M d9=X—arcsenx—ljd¢9+ljc0526d9
2 2 2 2 4 4
x? 1 1 x? 1 2sendcosd
=—arcsenx——@0+=sen2@+c=—arcsenx——arcsenX+——————+¢
2 4 8 2 4 8

Como:send = x,cosd =+1-x* ; luego:
2
=X?arcsenx—%arcsen x+%x»\/1—x2 +C

xdx
4.40.- [ —
sen‘x
Solucién.-
u=x dv = cosec?xdx
du = dx V=-C07QgX
xdx )
J' > :jxcosec xdx:—xc01gx+jc019xdx:—XCOrgx+€77|senx|+c
sen®x
4.41.-Iexsen xdx
Solucion.-
u=senx dv = e*dx
du = cos xdx V=g

jex senxdx=e*sen x—JeX cos xdx , integral la cual se desarrolla por partes, esto es:
U=Co0SX dv = e*dx
du =—sen xdx V=g

:exsenx—(eX cosx+fexsen xdx):exsen x—e*cosx—je*senxdx
Luego se tiene: jexsen xdx =e*senx—e* cosx—J'eXsen xdx , de donde es inmediato:

2.[exsen xdx =e*(senx—cosx)+c
X

e
jexsen xdx:?(sen X —COSX)+C

4.42.- j 3* cos xdx

Solucién.-
dv =3"dx
U =CoS X
du =-sen xdx V= 3
‘n3
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X

1 .
I3X oS xdx = oS X +mj'3xsen xdx, integral la cual se desarrolla por partes,
n

‘n3
dv =3"dx
0 o5 - u=senx ,
es Do X
du = cos xdx V=
‘n3

3 1 (3 1 .

= CO0S X + senx——j3 cos xdx
/n3 (n3\ (n3 ’n3

Kl 3Xsenx_

=COSX——+——
n3  In°3 /

12 j3x cos xdx ,luego:
n°3

= IBX coS Xdx = 3—(003 X+
In

senxj 1

——ZI3X cosxdx , de donde es inmediato:
’n3 /n°3

=1+ L )J'Bxcosxdx: 33(cosx+senxj+c

/n°3 In ‘n3
2 X
:(£77 3;+1)'|.3Xcosxdx: 3 cosx+X 1 ¢
(n*3 173 (n3
:I3Xcosxdx: 35773 cosx+0X 1 ¢
(n°3+1 ‘n3
4.43.-Isen(€nx)dx
Solucién.-
u=sen(/nx
(Z) dv = dx
du=de V=X
X

jsen(fnx)dx:xsen(ﬁnx)—jcos(ﬁnx)dx, integral la cual se desarrolla por partes,

esto es:
u = cos(¢nx
( 77; dv = dx

X
=xsen(/nx) —[xcos(f nX) +jse n(/ nx)dx] = xsen(/nx)—xcos(/nx) —Isen(ﬁnx)dx
Se tiene por tanto:

Isen(ﬁnx)dx = x[sen(¢nx) —cos(fnx)]—.[sen(znx)dx , de donde es inmediato:

2Jse n(£nx)dx = x[sen(¢nx)—cos(¢nx)]+c _[se n(/nx)dx = %[se n(£7x)—cos({nx)]+c

4.44.- I (x* = 2x+3)¢mpxdx
Solucién.-
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u=/,nx dv = (x* —2x + 3)dx
dx 3
du=— v=2 x4 3x
X 3
) XX, x?
j(x —2X+3){nxdx = (?—x +3x)€77x—'[(?—x+3)dx

3 2

—(X—S—x2+3x)f x—jx—zdx—jxdx+3jdx—(X—3—x2+3x)€ x—2X X L3xsc
1 3 T

4.45.- szn — X dx
1+ X
Solucién.-
u=/~n 1x dv = xdx
1+x )
X
du 2dx v:?
X -1
x> |1-x| ¢ xfdx  X? 1
J 77‘ PR e 1
X’ dx X’ 1 X 1 |x-1
=2 |2~ [dx- =2 gl -x-=1 +c
2 Miex T ez 7! 2 x11
4.46.- V” X
Solucion.-
u=/,n°x dv = x*dx
du= 20X dx v=—1
X X
2 2 2
Im—zxdx:—M—X+2J‘€L2de:—m—x+2.|'x’zﬁnxdx , integral la cual se desarrolla
X X X X
por partes, esto es:
u=/,nx dv = x2dx
du =% V:—1
X X
2
__In X+2(_ZLX+J»d_)2(j _677 X _2(nx Zjd_)z(z_ﬁn X_ZZUX_E
X X X X X X X X X
4.47.-J'x2 arc rg3xdx
Solucién.-
u=arcrg3x dv = x?dx
_ 3dx X3
1+9x? =3
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x3 x3dx

=— arCrgSX——J'erX

3
] :—ar0rg3x X

92 81Ix +y

Ix aI'CZ'g3XdX—?aI’CTg3X Il ™

x° 1
:?arc:rng—— j{x—

x+}/

x? x> 1 1
=—arcrg3x——+—In|x* +=|+c
3 18 162 9
4.48.-Ix(arcfgx) dx
Solucion.-
u = (arczgx)’ dv = xdx
2
du — 2arCrg2xdx v X
1+x 2

2

2
Ix(arCrgx)zdx=X7(arCrgx)2—I(arCrgx)lx d)i, integral la cual se desarrolla por
+X

partes, esto es:

u=arczgx x2dx
dv= >
du = 9 1+ X
U= 2
1+x V=X-—-arcrgx
(xarczgx)’ dx
=" - (x—arCrgx)arcfgx—J'(x—arcfgx) 5
2 1+x
(xarczgx)® ) xdx arc rgxdx
=———=*% —xarc arc -
xarczgx + (arc rgx) +I1+x2 .|' %
_ (xarczgx)’

2
—xarcrgx + (arcrgx)? +%g,7(1+ x2) — (arCZTQX) Lo

4.49.- I (arcsen x)*dx

Solucién.-
u=(arcsenx)’
2arcsen xdx

I(arcse nx)?dx = x(arcsen x)* — Zjarcsen X

dv =dx

, integral la cual se desarrolla por

xdx
V1-x2

u=arcsenx dv = xdx
partes, estoes: . 4 dx 1-x?
1-x° V=—/1-x2

= x(arcsen x)* —2[—\/1— x* arcsen x+J'dx}

= x(arcsen x)® + 24/1— x* arcsen x — 2x+c¢
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4.50.- Iarcsen X I

Solucién.-
u=arcsenx dv = x2dx
dx 1
1-x? L
arcsenx dx
+f

X xV1—x2

du=

arcsenx "
I X = J'x arcsen xdx = —

arcsen x
=S g
X

X

1++41-X%°
451 Iarcsen\fI
J1-x

Solucién.-
u=arcsen/x iy = dx
dx 1 1-x

J1—x 2\/; V=—2\/1—X
Iarcsen\/_ ——2\/1——xarcsen\/§+I%:—2\/1—xarcsen\/;+2\/§+c
X

+C

du=

452 - J'SGFI X

Solucion.-
u=sen?x dv =e *dx
du =2sen xcosx V=—p"

sen X . . )
I X = fsenzxe Xdx = —e Xsen2x+2jsenxcosxe *dx

sen2x _
=—e *sen x+ZJ' ———e “dx, *Integral la cual se desarrolla por partes, esto es:

u=sen2x dv =e*dx
du = 2 cos 2xdx v=-e"
=—e ¥ sen’x+ 2J'cos 2xe *dx, Integral la cual se desarrolla por partes, esto es:
U =C0s2X dv =e*dx
du =-2sen 2xdx V=—p"*
Ise n2xe ‘dx=—e *sen2x+ 2(—e*X COS2X — 2J'se n 2xe*de)
Ise n2xe ‘dx =—e “sen2x—2e " cos 2x—4jse n2xe *dx, de donde:

5Isen2xe’xdx=—e’x(sen2x+2c032x)+c
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—e7¥

Isen 2xe "dx = (sen2x+2cos2x)+c, Sustituyendo en: *

sen? xdx Y, 2e
I—=—e sen® x—
e

4.53.- 'f rg®xsec® xdx = J' (sec’ x—1)sec® xdx = J'sec5 xax () — j sec® xdx(++)
Solucion.-

(sen2x+2cos2x)+c

X

u =sec®x dv = sec? xdx

* .[ sec’ xdx, Sea:
du = 3sec® xrgxdx V=10X

'f sec’® xdx = jsec” xsec’ xdx = sec® xrgx — SJ' sec® xrg*xdx

U =secx dv = sec? xdx

o J sec® xdx, Sea:
du = sec xzgxdx V = 70X

Isec?’ xdx = J'sec xSec’ XdX = Sec Xrgx — J'sec X7 g°XdX = Sec Xrgx — .[sec x(sec x> —1)dx

=SecXrgx — 'fsec:” Xdx +I sec xdx , luego: ZJ' sec® xdx = sec Xz gx + J'sec xdx
Esto es: Isec3 xdx = %(sec XTQgX+ /N |sec XTgX|) +c, ahora bien:
Irgzxsec?’ xdx = J'secs xdx—jsec3 xdx, con (x y #x)

Irg Zxsec® xdx = sec® Xrgx — 3I sec® xr g2 xdx — % (sec xrgx + (n|sec Xz gx|) + ¢
De lo anterior: 4_|' rg°xsec® xdx = sec® xrgx —%(sec XTgX + (n|sec Xz gx|) + ¢

Esto es: jrg ?xsec® xdx = %sec3 XTgX — % (sec xzgx + £n|sec Xz gx|) + ¢

4.54.-Ix3f772xdx

Solucién.-
u=/,n°x dv = x*dx
4
du = 277X 4 X
X 4

4
Ix%yzxdx:%Enzx—%jx%]xdx, integral la cual se desarrolla por partes, esto es:

u=/,nx dv = x*dx
4
X 4
x* 1( x* 1 x* 1 1x*
=—In°X—=| —Inpx—= | x}¥dX |=— I’ X—=x"npx+=—+cC
4”2(4”4JJ4U8n84
¥, 1, x*
=—InX—=X"UnX+—+C
4 T My
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4.55.-sz77(9+ x?)dx

Solucioén.-
u=/,n(9+x%) dv = xdx
2xdx NG
du= > V=—
9+ X 2

2 3 2
[xn@+xt)dx=""rp@+x*)~ [ zdx:x—ﬁn(9+x2)—j(x— X jdx
2 X 2

9+ x?+9

xdx
2

X2
== /n(OQ+x%)— | xdx+9
5 1O+ J I9+x

X2 x> 9
== IO+ X)) ——+=In(x*+9)+cC
5 n( ) >t n( )

X2

=7[£77(9+ x?) —1]+%£77(x2 +9)+c
4.56.-'|.arcsen\/§dx
Solucion.-
u = arcsen+/xdx
dx 1

du=——+ V=X
NN
Jxdx

xdx 1 1
arcsen~/xdx = xarcsen+/x — [—— —— = xarcsen+/x - = [ 2=
I J.\/1—x 2\& 2j\/1—x

Para la integral resultante, se recomienda la siguiente sustitucion:
J1-x=t, de donde: x =1-t?, y dx =-2tdt ( ver capitulo 9)

1' — 2 —
=xarcsen«/§—% 1 t(zl/dt)dx=xarcsen\/§+\/1—t2dt, Se recomienda

{

sustitucion:t =sen@, de donde:v1-t*> =cosé, y dt=cosddé . Esto es:
:xarcsen\/§+'fcos2 Hdé?:xarcsen\/;+%j(1+cosze)d9

dv = dx

= xarcsen&+%9+%sen29+c= xarcsen\/§+%9+%sen9cos¢9+c

arcse nzle— X + \/12— X \/;+C

arcsent
— xarcsen/x +

t
+§ 1-t? +c=xarcsen~/x +

4.57.-Ixarcfg(2x+3)dx

Solucion.-
u=arcrg(2x+3) dv = xdx
2
1+(2x+3) 2
x%dx
1+4x% +12x+9

2
IX&FCTg(2X+3)dX =X7arCrg(2x+3)—J'

la
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x? x%dx x? 3X+/
=—arcrg(2x+3) - | ——— ="_arcrg(2x+3
5 arc7g(2x+3) I4x2+12x+1o 5 arcrg(@x+3)- I[4 o rixa10 [

X2 1 3X+/
=—arcrg(2x+3)—=| dx+
5 arcrg(2x+3) 4I J4x 2% 1100

x+9¢

4x* +12x+10

NG 1 8X+4/

=7arCrg(2x+3)—Zx+ j

—X—ZarCrg(2x+3)—1x+3I
2 4

4x? +12x+10
2 8x+12-3
:X—arCrg(2x+3)—1x+ I /
2 4 4x* +12x+10
2
:X—arCrg(2x+3)—1 J~ (8x+12)dx 332J- : dx
2 4 4x*+12x+10 8 6 7 4x*+12x+10

NG 1 dx
=—arcrg(2x+3 ——x+—£ 4x% +12x+10[-2| ————
2 79 ) 4 77‘ ‘ -[4x2+12x+10

2

=X—arCrg(2x+3)—1x+3€77‘4x +12x+10‘ 2[—
2 4 8 (2x+3)* +1

2
:X—arCrg(2x+3)—1x+3€77‘4x +12x+10‘——j2—dx
2 4 8 (2x+3)* +1

2

:X?arCrg(Zx+3)—%x+§€n‘4x2 +12x+10‘—arwg(2x+3)+c

:%[(xz -2) arcfg(2x+3)—%x+%£n‘4x2 +12x +10‘:|+C

4.58.- j e dx
Solucion.-
u=e” dv=d
e dx e
du= V=X
2Jx

1 ¢ xeVdx . o, X
'fe&dx — xe'* _E-[ e’ d Se recomienda la sustitucion: z = \/§ dz :d—

N T 2dx

1 .
= xe'* = I z%e’dz, Esta integral resultante, se desarrolla por partes:

u=z>2 dv=e’dz

du =2zdz v=¢g’
2.2

= xe’* —%(zzeZ —2'|' zezdz) = xe'* —%+J.zezdz , integral que se desarrolla

partes:

por
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U=z dv =e’dz
du=dz V:eZ

2,17 2,7 Xe&

z%e
W &—Tﬂez—ez+c:xeﬁ—7+ﬁe&—eﬁ+c

e
=Xe _T+ ze’ —J'ezdz =Xe

=eﬁ(§+\/;—lj+c

4.59.-Icosz(£17x)dx

Solucion.-
u =cos(2¢/nx)

90 2 dv =dx
du:_[sen( n7x)] 2dx Ve
X
) _¢l+cos(2inpx) 1 1
jcos (¢nx)dx = Ifdx = E_[dx +§jcos(2€77x)dx

1 1 X X
= EX +E[xcos(2€77x) + Zj'se n(Zénx)dx] = E+Ecos(2£nx) + jse n(2¢ nx)dx *

Integral que se desarrolla por partes:
u=sen(2/nx)
cos(2/ 2d
iy Leos(2¢mx)] 2dx
X

dv = dx
V=X

* = g +§cos(2€ nx)+xsen(2/nx) — 2'|' cos(2/nx)dx,
Dado que aparecié nuevamente: Icos(%nx)dx, igualamos: *
%/+%J'cos(2€77x)dx :%/+§cos(2€77x)+ xsen(anx)—ZIcos(Zénx)dx, de donde:
gfcos(% nx)dx = %cos(% nx)+xsen(2/nx)+c
1 X X
—J'cos(2€ nx)dx =—cos(2/nx)+—sen(2¢/nx) +c, Por tanto:
2 10 5
2 X X X
Icos (¢nx)dx = E+Ecos(2€nx) +§s en(2¢/nx)+c

4.60.-Ide, Sustituyendo por:w:ﬁnx,dw:%, Se tiene:
X X
Solucién.-

I (LX) dx = I /nwdw, Esta integral se desarrolla por partes:
X

u=~¢nw
7 dv =dw
dw

du=— V=W
w

= anW—.[dWZ WO W —W+C=W({pw—1)+c=Lnx[(n(lnx)-1]+c
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4.61.- [ 177]x+1]dx

Solucion.-
u=rn|x+1 dv — dx
dx
du=—— V=X
X+1
I£n|x+ﬂdx =x(n|x +1|—J'%= X(n|x +]4—J‘(1—$de

= xCn|x+1=x+Ln|x+1+c
4.62.-Ix2exdx

Solucién.-
u= )(2 dv =e*dx
du = 2xdx v=eg"

Ixzexdx = x%e* - 2_|' xe*dx

Integral que se desarrolla nuevamente por partes:
u=x dv =e”dx
du =dx V=g

= x%e* — 2[xeX —J'exdx} = x%e* —2xe* +2e* +¢

4.63.-Icos” xdx = J'cos”‘1 X COS Xdx

Solucion.-
u=cos"*x dv = cos xdx
du = (n—-1)cos"? x(-sen x)dx v=senx

=cos" " xsenx+(n —1)J'sen2 x cos" % xdx

=cos" " xsenx+(n —1)j (1—cos® x) cos"* xdx

=cos" ' xsenx+(n —1)Icos“‘2 xdx —(n —1)J'cosn xdx, Se tiene:

jcosn xdx = cos"™* xsen x+(n —1)Jcos“’2 xdx —(n —1)_[cos” xdx, Esto es:

nfcosn xdx = cos"* xsen x+(n —1)Icos”’2 xdx

jcos” xdx = cos™” xsenx ) J'cos”‘2 xdx
n n
4.64.-Isen“ xdx = J'sen”’l xsen xdx
Solucion.-
u=sen""x dv =sen xdx
du = (n-1)sen"? x(cos x)dx V =—CO0S X

=—sen"* xcosx+(n—1).|'cos2 xsen"*xdx

:—sen“’lxcosxjt(n—l)j(l—sen2 x)sen"? xdx
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=-sen™" xcosx+(n—1)J'sen”‘2 xdx—(n—l)jsenn xdx , Se tiene:
jsen“ xdx =—sen"’lxcosx+(n—1)jsen”*2 xdx—(n—l)_[senn xdx
nfsenn xdx =—sen"™* xcosxqt(n—l)fsen”’2 xdx

—sen"*xcosx (n
+
n
4.65.-Ix’“(£ nx)"dx = X" (¢ nx)" — nI X" (0nx)" " dx — mJ. X" (£17x)" dx
Solucion.-
u=x"(¢nx)"

jsen”xdx: r:1)'[sen”‘2 xdx

dv = dx
du= xmn(énx)”‘1%+ mx™ (£ nx)" dx V=X
X

Se tiene: (M +1) j X" (£nx)"dx = X™(¢nx)" —n j X" (£3x)"dx

m n Xmﬂ (ﬁ 77X)n n m n-1
X"(nx)"dx = - X" (¢ nx)"dx
Jxrem (m+1) (m+1)I (%)
4.66.-Ix3(£77x)2dx
Solucién.-

Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo:

m=3n=2

X3+1(€77X)2
3+1

Para la integral resultante: j x* (¢ nx)dx *

4 2
Ix3(€nx)2dx = 32 1Ix3(€nx)2‘1dx :M—%J‘x:‘}(énx)dx*
+

4

4 4 4
J.x3(€77x)dx :%—ljx?’dx :M_I_GH:' introduciendo en: =

4 4
4 2 4 4
Ix3(£nx)2dx=%—%(ﬁnx)+%+c
4.67.-Ix”exdx
Solucion.-
u=x" dv =e*dx
h du = nx""dx v=e*
Ix”exdx = x"e* — nj x"e*dx
4.68.- [ x"e"dx
Solucién.-
u=x’ dv = e*dx
du = 3x*dx v=e*

Puede desarrollarse como el ejercicio anterior, haciendo:n=3
Ix3exdx =x%" —3I x’e*dx *, Ademas:
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*J' x’e*dx = x%e* — 2J' xe*dx **, Ademas: j xe*dx = xe* —jexdx =xe* —e*+c¢
Reemplazando en#*x* y luego en *:

jx3exdx = x’e* —3[ X’e" —2(xe" —e") |+ ¢

Ix3exdx =e*(x*-3x*+6x-6)+cC

4.69.- I sec” xdx = J'sec“’2 xsec? xdx

Solucién.-
u=sec"?x dv = sec? xdx
du = (n—2)sec" xsec xrgxdx V= 70X

=sec"? xrgx—(n— Z)J'rg ?xsec"? xdx = sec"? xrgx — (n—2) I (sec?® x—1)sec"? xdx
=sec"* xrgx—(n— 2)J'secn xdx +(n— 2)_[ sec"? xdx , Se tiene:
I sec” xdx =sec"? xrgx —(n— Z)Isec” xdx +(n — 2)_"sec”‘2 xdx

(n—1)fsec” xd = sec? xrge-+ (n-2) sec* xax

n-2 _
I sec” xdx = —o Xr9X (n-2) I sec" 2 xdx
(n-1) (n-1)
4.70.-J'sec3 xdx
Solucion.-

Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo:
n=3

3-2 B
I sec® xdx = =2 XTgX+3 2 I sec®? xdx:secxrgx+lj'secxdx
3-1 3-1 2
secxrgx 1
= +=(nsecxrgx|+c
2 2
4.71.-Ix€77xdx
Solucién.-
u=/~,nx dv = xdx
2
du =% V:X_
X 2
NG xdx  x° 1
xCnxdx ==—/nx— | =—=="—tnx—-=x>+C
Jxen 2 ] 2 2 Ty
4.72.-Ix”€77|ax| dx,n = -1
Solucion.-
u=/nlax| dv = xdx
n+l
du=% =2
X n+1

n+l

jx”€n|ax|dx :ﬁ€n|ax|—ijx“dx :£€n|ax|—x—+c
n+1 n+1 n+1 (n+1)°
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4.73.-Iarcse n axdx
Solucion.-

U =arcsenax
v = dx
adx dv=d

du=——— _

/1_a2X2 V=X
jarcsenaxdx—xarcsenax—jax—dx—xarcsenaXJriJ‘(_zazx)dX
Ji-a?x 2a’ J1-a%x?

1 (1-a2x?)” 1
= xarcsenax+—¥+c: xarcsenax+—+/1—a’x* +¢
2a % a

4.74.-Ixsen axdx

Solucioén.-
dv =senaxdx
uU=x
1
du = dx V =—2CcoSsax
a

X 1 X
Ixsen axdx = ——cosax+—.|'cosaxdx =——cosax+—senax+c
a a a a

1 X
=—senax——Ccosax+c
a

a
4.75.-Ix2 cos axdx
Solucioén.-
) dv = cos axdx
u=x
du = 2xdx V=——Ssenax
a

) G 2 . .
X° cosaxdx = —senax ——I xsenaxdx , aprovechando el ejercicio anterior:
a

a
2

NG 2( 1 X X X
=——senax——| —senax——Ccosax |+C=-—senax——senax——;cosax+c
a ala a a a a

4.76.-Ixsec2 axdx

Solucion.-
_ 2
U=x dv =sec” axdx
du=d L
u=ax V=—rgax
a

jxsec2 axdx =5rgax—£jrgaxdx =§rgax—ll€n|secax|+c
a a a aa

X 1
==rgax—— (nsecax|+c
a a

4.77.-Icos(€77x)dx
Solucion.-
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u = cos(/nx)
du - _sen(‘nXx) dx
X
'fcos(f nx)dx = xcos(¢nx) + jse n(¢/nx)dx, aprovechando el ejercicio:4.43

dv = dx
V=X

J'se n(/nx)dx = g[se n(¢nx)—cos({nx)]+c, Luego:
= X c0s(/ nX) +§[se n(¢nx) —cos(fnx)]+c = X C€0S(/ 17X) +§se n(¢nx) —%cos(f nX)+cC

:%[COS(MX) +sen({nx)]+c

4.78.-I£77(9+x2)dx

Solucién.-
_ 2
u=/,n(9+x°) dv = dx
2xdx
du = > V=X
9+ X
x%dx

jfn(9+x2)dx= x(n(9+ xz)-zj =X(n(9+ xz)—ZI(l— J ]dx

9+ x> 9+ x?
dx
9+x

:xén(9+x2)—2j'dx+1SI —xﬁn(9+x2)—2x+6ar07g%+c

7 =

4.79.-Ixcos(2x +1)dx

Solucion.-
dv = cos(2x +1)dx
u=x
du = dx v=%sen(2x+1)

Ixcos(Zx +1)dx =§SEI’](2X +1) —%Isen(Zx +1)dx

:gse n(2x+l)+%cos(2x+l)+c

4.80.-Ixarcsec xadx

Solucion.-
U=arcsecx dv = xdx
dx 2
du: V:X_
Xy x? =1 2
X2 1¢ xdx  x? 1 3
Ixarcsecxdx=—arcsecx——J'—=—arcsecx—— X“=1+c
2 27 Jx? -1 2

4.81.-'farcsec\/§dx
Solucioén.-
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U =arcsecx

du—l dx dv = dx
2 xJx-1 V=X
jarcsec\/;dx:xarcsecx—%'f dxl:xarcsecx— Xx—1+c
X_

a2 — x2 dx x?dx
B e I e b~ B o

Xdx

X .
=a’ arcsen——.[x =, integral que se desarrolla por partes:
a

a’?—x
Solucion.-
xdx

du =dx
v=—/a’-x*

X .
*=a’ arcsen——(—x\/a2 —x° +J'\/a2 —xzdx), Se tiene que:
a

X
I\/az _x2dx=a?arcsen—+xva? — x? —.[\/a2 —x%dx , De donde:
a

X
ZI\/aZ —x*dx=a’arcsen—+xva’—x? +c

a
2
a X X
j\/a2 —xzdx:?arcsen—+5\/a2 —x*+c
a

4.83.- [ (nl1-x|dx

Solucién.-
u:€n|l—x| dv = dx
du:—ﬁ V=X
1-x
xadx 1
I£n|1—x|dx=x£n|1—x|—jazx€n|1—x|—j(1+ﬁ]dx
dx
=x£77|1—x|—J'dx— E=x£77|1—x|—x—£17|x—14+c
4.84.-I£77(x2 +1)dx
Solucion.-
u=/,n(x*+1) dv = dx
2Xdx
du=—; V=X
x“+1

x2dx
x?+1

Ifﬂ(xz +1)dx = X0 (X +1)-2j = x(n(X? +1)-2j(1- L jdx

x*+1
=x0n(x* +1) —2x+2arcrgx +C
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4.85.-IarCTg\/§dx

Solucion.-
u:arwg& dv = dx
du = ﬁi V=X
1+x 2Jx

IafCTg\/;dX=XarCTg\/_—%J-\1&dX* En la integral resultante, se recomienda la
+X

sustitucion: v/x =t , esto es x = t2, dx = 2tdt

1 ¢t Ztdt t2dt
=XarCTg\/—_?J‘W— t2 =XarCZ'g\/;—j(

"

dt2 = xarCrg«/;—t+arCrgt+c
t

=xarCrg\/_—\/_+arCTg\/§+c

4.86.- Ixarcsen X ix

N

Solucioén.-

u=arcsenx xdx
dv =
dx 1-x

1l

1-x* v=—/1-x

Ixarcsenx —x/l—Tarcsenx+jdx:—\/1—x2 arcsen X+ x+c¢
4.87.-IX8.I’CTg\/X2—ldX

Solucion.-
u=arcrgvx’ -1 dv = xdx
dx x?
du=—o v=2o

xVx2 -1 2
2
jxarCrg\/x —~ dx_—arCrg\/x —1——I X —X?arwg\/xz—l—%\/xz—l+c

4.88.- J~xar0rgx dx
(x* +1)°
Solucion.-
u=arcrgx dv = %
dx (x*+1)
du=—; -1
X“+1 =
2(x°+1)
j>(<a2rCr§Z( ;?rCTgl;( > ( zdxl)z * , Se recomienda la siguiente sustitucion:
X“+ X“ + X“+
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x =706, de donde: dx =sec’ #d@; x> +1=sec* &
—arCrgx 1 sec’ gdo  arc rgx

arcrgx 1+cos26d6o

J'cos 6do =

— = +
200 +1) 29 secto | 20 +1) 2 203+ 2

arczgx —9+1sen29+c——M+ arcrgx + 13en0c039+c
2(x%+)) 4 8 ( +1) 4 4

_arc rgx

— arcfgx+
200+ 4 \/x +14Ux2+1
arczgx X
+= arCTgx+2—+c
2(x +1) 4 4(x° +1)
4.89.-Iarcsen XL
N((ES )
Solucion.-
xdx
u=arcsenx dv= ;
L-x*)"
dx
du=—— 1
1-x* V=
1-x°
jarcsenx xdx _arcsenx_J- dx  arcsenx 1€ 1-x ie
Y Jie 1¢ e 2 Miex
\/(1 X) N 1-x?

4.90.-Ix2\/1— xdx

Solucién.-
U=+/1-x dv = x2dx
dx X3
du=- V=—
2\/ 3

3
Ix J1- dx— \/ j Xdx *, Se recomienda usar la
sustitucion: \/1— =t, 0sea:x :1—t2 , De donde: dx = —-2tdt

RS L e@-tPCZHd) X L, o
_?\/1—x+gj. ¢ =3 1-x 3j(l t) dt

X3 \/7 1 2 4 6 X3 \/— 1 3 3t5 t7
=§-1—x—§ja—m 3t —t)dt =l x - S (- - ) e

=X?3\/1—x —%{Jl—x —(1—x)\/1—_x+g(1— x)zx/l—_x—7(1—x)3\/1—_x}+c

CVI=X] s 3 , 1 3
=73 {x —1—(1—x)+g(1—x) —7(1—x)}+c

2

siguiente
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IMPORTANTE: En este capitulo ningun resultado, o casi ninguno, se presentaron
en su forma mas reducida. Esto es intencional. Una de las causas del fracaso en

éstos topicos, a veces esta en el mal uso del algebra elemental.
He aqui una oportunidad para mejorar tal eficiencia. Exprese cada resultado en su

forma mas reducida.
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CAPITULO 5

INTEGRACION DE FUNCIONES CUADRATICAS

Una funcion cuadratica, es de la forma:ax*+bx+c y si ésta aparece en el
denominador, la integral que la contiene se hace facil de encontrar, para la cual
conviene diferenciar dos tipos esenciales en lo que se refiere al numerador.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

51.- Encontrarj

X2 +2x+5
Solucién.- Completando cuadrados, se tiene:
X 42X+5=(X*+2X+_)+5—  =(X*+2x+D)+5-1=(x*+2x+1)+4

X2 +2x+5=(x+1)> + 2%, luego se tiene:

.Sea:w=x+1ldw=dx;a=2

d X
j 2 :I 2 o2
X +2X+5 (x+1) +2

dx 1 w 1 x+1
I Z—I 2:—arCTg—+c:—arCrg—+c
(x+1)% +2 w22 2 2 2

dx 1 X+1
Respuesta: I—:—arc g—+c
X“+2X+5 2 2
5.2.-Encontrar: 'f—
4X* +4X+2
: dx dx 1 dx
Solucion.- [~ [ S -
4x* +4x+2 7 4(x +x+%) 47 x +x+%
Completando cuadrados:
1 11 1
XX+ o= +x+_)+=—_ =X+ x+)+ ==X+ x+2)+=
1 =( = ) S~ = (¢ ) ;

(x* + x+£) = (x+1)2 + (1)2 , luego se tiene:

1 d dx
Ix +X+y I(x+}/) +(y) , Sea:w = x+}/,dw dx;a= }/

:_I 1] aw 11arCrg +c—11arCrgX+%+c
(X+y) +(y) 4°w'+a’ 4a a 4% %
2x+1
Z

:%arwg +c:%arwg(2x+1)+c

1

K
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dx 1
Respuesta; | ————=—arcrg(2x+1)+c¢c
P I4x2+4x+2 2 79 )
5.3.- EncontrarJ' 2xdx
X2 —x+1
Solucion.-u = x* —x+1,du = (2x —1)dx
2xdx (2x 1+1)dx ¢ (2x—-1)dx dx du dx
] S It T e
-x+1 x> —x+1 —-X+1 X —x+1 u X —x+1

Completando cuadrados:

X2 —x+1=(x2—x+_)+1_=(x2_x+%)+1_%

X —X+1= (x2 —}/)2 +§, Luego se tiene:

T Y (T80
X2 —x+1 (X_%)erj u (X_%)z+(\/§4)z
3

w:x—l,dW:dx;a:—, luego:
2 2

Id—u+ dx du I dw —£77|u|+1archW+c
2 2 o 4
( _}/) (\/—/) W"+a a a
1 2x 1
_En‘x X+l‘+\/_/aI’Crg \/_ 2 c= En‘x x+1‘+ arch\/_
. dX _ 2 2\/§ -
Respuesta.sz_xﬂ_(n‘x —x+1‘+ 3 arcrg 7 +C
2
5.4.-Encontrar: jx—w(
X°+2X+5

Solucion.-

2
J' 2XdX I( 2X+5 ]dX=J.dX—J‘ 22X+5 dX,
X°+2X+5 x> +2x+5 X°+2X+5
Sea:u = x* +2x+5,du = (2x + 2)dx

Ya se habra dado cuenta el lector que tiene que construir en el numerador, la
expresion: (2x+2)dx . Luego se tiene:

_J'd J'(2X+2+3)d J‘d j(2x+2)dx J‘ dx

X2 +2x+5 X2 +2x+5 Y xX2+2x+5’
Completando cuadrados, se tiene:
X4+ 2X+5=(X*+2X+_)+5—  =(X*+2x+D+5-1=(x*+2x+1) + 4= (x+1)* + 2

Luego se admite como forma equivalente a la anterior:

Idx f (1)—22,Sea:w:x+1,dw:dx;a:2,Iuego:
X+
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:Idx—j J.w P —x—£n|u|—3§arwgg+c

=X—(n|x* +2x+5‘—5arCrng+1+c

2
Respuestaj X —x—ﬁn‘x2+2x+5‘—§arng—+1+c
X +2x+5 2 2
5.5.-Encontrar: 4d
X2+ 2X+2
Solucion.- Sea:u = x* +2x+ 2,du = (2x + 2)dx
J' 2X — 3 J'2X+2—5 J~ 2X+2 —J
x? +2x+2 X2 42X+ 2 X2 42X+ 2 X2 42X+ 2

:I—dx—5.|'2—x, Completando cuadrados:
u X" +2x+2
X2 +2x+2=(x+1)°+1°. Luego:

Sea:w=x+1du=dx;a=1. Entonces se tiene:

U
=[50 u j(x+1) TR

:'fdu—udx—SJ' deaz :£n|u|—51ar0rgg+c:£n‘x2+2x+5‘—5ar0rg(x+1)+c

Respuesta: Iﬁdx En‘xz +2x+5‘—5arcfg(x +1)+c
X+

5.6.-Encontrar: j—
Vx?—2x-8

Solucion.- Completando cuadrados se tiene: x* —2x—8=(x—-1)* —3°

, Sea:w=x-1dw=dx;a=3
+c=£n‘x—l+\/x2—2x—8‘+c
=€n‘x—1+\/x2—2x—8‘+c

J' dx :J- dx
I —2x-8 7 \J(x-1)* -3
_ jd_W
Jw? —a?
Respuesta: IL
Jx?-2x-8

xadx
5.7.-Encontrar: Im

Solucion.- Sea:u = x*> —2x+5,du = (2x—2)dx . Luego:
2xdx 2x 2+2
IR e

J~ xdx ZEI

VX2 =2x+5 2 \/ 2 2x+

Z—J. (2x - Z)dX J' _J- J' dx
Vx?=2x+5 Vx?=2x+5

Completando cuadrados se tiene: x* + 2x+5 = (x—1)* + 2. Por lo tanto:

= En‘wh/wz -a’

2x+

VX?=2x+5 2
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:lfu%duﬂL. Sea:w=x-1du=dx;a=2
2

J(x=1)%+2?

. dw 1 u
b —
EIU duJr'|.\/wz+a2 __2%2(
=\/x2+2x+5+£77‘x—1+x/x2—2x+5‘+c
=X —2x+5+€77‘x 1++/X* —2x+5 ‘+c

+£n‘w+ W +a’

+c=u” +f77‘w+ w2 +a’

+C

Respuesta: j
VX2 =2x+5
(x+1)dx
V2x—X°
Solucion.- Sea:u = 2x —x?,du = (2—2x)dx .Luego:
I(x+1)dx __EI—Z(X+1)dx __J-( —2X—2)dx __I( 2X+2—4)dx
\V2x—X° V2%~ x2 \V2x—X° J2x- X

___J'(Z 2X)dX 4J‘ _J'_+2J'—

J2x—x? Jax—xt 27u V2x— X2
Completando cuadrados: 2x — x* = —(x* —2X) = —(x* =2x+1-1) = —(x* —=2x+1) +1
=—(x-1)?+1=1-(x-1)°. Luego la expresion anterior es equivalente a:

5.8.-Encontrar:j

= —%ju%du + ZJ.L .Sea:w=x-1dw=dx;a=1. Entonces:

- (x-1)*
Ay g

Respuesta: IM: —J2x—x* +2arcsen(x—1)+c

\J2x—X?
Xdx
5.9.-Encontrar: | ———
I VEX% —2x+1

Solucion.- Sea:u =5x* —2x+1,du = (10x — 2)dx . Luego:

W
=—u’ +2arcsen—+c¢ = —y2x—x? + 2arcsen(x—1) + ¢
a

J~ xdx _ 1J~ 10xdx J~(10x 2+2)dx
J5x% —2x+1 107 {/5x? 2x+ 10 V5x 2x+1

(10x—2)dx

1 dx
107 J5x% —2x+1 lOI\/5x 2x+1 10! I\/5x2 2x+

S e

10 \/5(X —/x+y) 10 505 \/(x —/x+y)
Completando cuadrados: x* —%X—I—% =(x? —§x+_) +%—_
:(x2—§x+2i5) %—ZLS—(X }/)2+(%)2, Luego es equivalente:
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_ Ly 1 dx W X Cdya?
10 u du+5\/g.|'\/(x_%)2+(%)2,8ea.w X }/,dw dx;a /

1 J' d 1U}/
5J57 Jw? + a2 10y 55

5x° —2x+1 1 ‘ 1 /5x?-2x+1
= + / x—g+—+c

+C

Entonces::%'fu%du+ fn‘w+ w? +a?

5 505 V5
Q' — 2_
Respuestaj X 5x” —2x+1 £€ x—— M+c
J5x—2x+1 5 5 J5
xdx
5.10.-Encontrar: | ————
j\/5+4x—x2
Solucion.-u =5+4x—x*,du = (4—2x)dx . Luego:
J~ xdx __EJ‘ —2xdX ___J-( 2x+4—4)dx
V5+4x—x* 27 \54+4x—X? V5+4x - x?

:_EJ- (4-2x)dx +£J~ dx :_—J._"'ZIL
Brax—x2 2 5rax—xt  2°Vu Y Brax—x?
Completando cuadrados:5+4x — x> = —(x* —4x—5) = —(x* —4x+4—4-5)
=—(X* -4x+4)+9=9—-(x-2)* =3* - (x—2)*. Equivalente a:

= —%ju%du + ZfL Sea:w=Xx-2,dw=dx;a=3. Entonces:

V3 = (x=2)?

L%
—Eju du+2j'\/7 Z%Z
:—\/5+4x—x2+2arcsenTZ+c

w
+2arcsen— +c

Xdx X—2
Respuesta; | ———— = —\/5+4x—x* +2arcsen——+¢
P I\/5+4x—x2 3

5.11.-Encontrar: IL
V2+3x-2x?
Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
3 9 25
2+3x—2x2 =—(2x2 = 3x—2) ==2(x* = ¥ x—-1) = 2(X® —Zx+ ——=
( )=-20¢ = 3y x -1 =20 =X+ - 1)

—2[(x —gx+—)——}= [(X /) —(/) J [(%)Z—U—A)Z] luego:
j\/2+3x—2x2 :j\/z[(%)Z_(x_%)ZJ :ﬁj‘\/(%)z—)((x—%)2

Sea:W:x—y,dw:dx,a:% . Luego:
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J' I arcsen W c=——arcsen +C
V2 J(/) (-3 N2 e w a2 %
=£arcsen4 3¢
2 5
Respuesta:jLzﬁarcsen 4X_?’+c
V2+3x-2x° 5
dx
5.12.-Encontrar: Im
X*+12X+
Solucion.-
dx dx 1 dx 1 dx
j3x2 +12x+42 _j3(x2 +4x+14) _Ej(xz +4x+14) _Ej(x2+4x+4+10) -
_EI—X_EJ dx 1L rergXt2ic
37 (x+2??+10 37 (x+2)?+(\10)* 3410 J10
Respuesta:j 5 dx =\/1_Oarcfgx+2+c
3x“+12x+42 30 J10
5.13.-Encontrar: 345d
4% +
Solucién.- Sea:u = x* —4x+5, du—(2x 4)dx, Luego:
I 3x—2 |X=3I xdx _I _ _[(X 2)+2 ZJ‘ . dx
4x+5 4x+5 4x+5 4X+5 X°—4X+5
_ J~ (x— J' J- dU+4J‘ : dx
4x+5 4x+5 4x+5 2 —-4x+5
=—Id—u+ J' ox = n‘x —4x+5‘+4j.—
27 u 4x+4)+1 2 (x—2)*+1

=g€n‘x2 —4x+5‘+4arCrg(x—2)+c

Respuesta: I%x _—fn‘xz —4x+5‘+4arcfg(x—2)+c

EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando Esencialmente la técnica tratada, encontrar las integrales siguientes:

5.14.-j\/x2 + 2% — 3dx 5.15.-j\/12+4x—x2dx 5.16.-j\/x2 + 4xdx

5.17.-j\/x2 —8xdx 5.18.-1\/6x—x2dx 5.19__1 (5—4x)dx
V12x—4x* -8
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xdx (x—=2)dx (2x —3)dx
520.- | —— 5.21.- 522-|——F"—
I«/27+6x X2 I3x2—4x+3 -[x +6x+15
2%+ 2)dx 2X +4)dx
5.23. j— 5.24.-j(2 ) 5.25.-ju
4x* +4x+10 X°—4x+9 Jax —x2
26 '_I (x+35)dx 5.27.- [ LK 5.28.-!#;60
9x> —12x+8 5—4x—x o eoX
3dx dx 5dx
5.29.- 5.30.- | ——— 53l | ——
J.\/8O+32x—4x2 J.\/12x—4x2—8 J‘\/28 12x —x?
5.32.- [\12-8x — 4x*dx 5.33.-‘/x2—x+%dx 5.34. IT
X2 —2X+
(1—x)dx (2x +3)dx
535.- | /————— 536.-| — 537.-| —————
I~/8+2x X Ix +4x+5 j4x2+4x+5
5 38.- J~ (x+2)dx 5 39.- J~ (2x+1)dx 5.40._-“ dx
X2 +2X+2 x> +8x—2 J=x% —6X
541.- j (x—=21)dx
X2 +2X+2
RESPUESTAS

5.14.-1\/ x? —2x—3dx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X =2X—3=(Xx*-2x+1)-3-1=(x-1)°-4=(x-1)*-2°
Haciendo:u = x-1,du=dx;a=2, se tiene:

[Vt —2x—3dx = [ J(x~1)? 22 dx = [ Ju? ~a’du
:%UM—%azm‘u+ u’-a’
=%(x—1)\/(x—1)72—22—%22£77‘(x—1)+\/(x—1)72—22 e
:%(X—I)M—Zﬁn‘(x—l)+M‘+c
5.15.- [ 12+ 4x— x*dx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:

12+4X— x> = —(X* —4x-12) = —(X* —4x+4-12—4) = —(x* —4x+ 4) +16
=4 —(x-2)

Haciendo:u =x—2,du=dx;a =4, se tiene:

j\/12+4x—x2dx:j 4? —(x—2)2dx:j\/a2 —u’du :%u\/az—u2 Jr%a2 arcsen <+ ¢

a

+C
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=%(X—2)\/42 —(x=2)? +%42 arcsen@%

:%(X—Z)\/12+4x—x2 +8arcsen¥+c
5.16.-I\/x2+4xdx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X2 +4x=(X* +4x+4)—4=(x+2)"-2?
Haciendo:u =x+2,du=dx;a=2, se tiene:

I\/x2+4xdx:j (x+2)2—22dx=I\/u2—a2du
:iu\/uz—az —%azén‘u +4/u? -a’

2
=%(x+2)«/(x+2)2 P —%2%77‘(X+2)+1/(x+ 2)2 22
:(X—JZFZ)\/X2 +4X —2677‘(x+2)+\/x2 +4x‘+c
5.17.-I\/x2—8xdx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X* —8x = (X’ —8x+16)-16 = (x—4)* —4°
Haciendo:u =x—4,du=dx;a=4, se tiene:

'f\/(x—4)2 —42dx =Ju? —a’du =%u\/u2 -a’ —%azfn‘u+\/u2 -a’

=%(x—4)\/(x—4)2 4 —%42£77‘(x—4)+\/(x—4)2 4
:()(—;A')\/x2 - 8x —8(77‘(X—4)+\/X2 —8x‘+c
5.18.-I\/6x—x2dx

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
6Xx— x> =—(x*—6X) = —(X* —=6X+9-9) = —(X* —6x+9) +9=3"—(x-3)°
Haciendo:u = x—3,du =dx;a=3, se tiene:

j«/6x—x2dx=\/32 —(x=3)*dx=+/a’—u’du =%ux/a2 —u? Jr%a2 arcsen§+c
:%(X—3)«/32 —(x=3)? +%32 arcsenxT_?’+c

ZM\/GX—XZ +garcsenx—_3+c
2 2 3
(5-4x)dx

J12x—4x* -8

Solucion.- Sea:u =12x —4x* —8,du = (12 —8x)dx

+C

+C

+C

+C

5.19.-]

118



(5-4x)dx [ (-4x+5)dx 2(-4x+5)dx (- 8x+10)dx
R ] 3

I\/12x 4x° — J12x — 4x2 J12x — 4x2 8 2 J12x—4x2 —

I( 8x+12— 2)dx__I (-8x+12)dx _I
J12x—4x?—8 \/12x 4x? — \/12x 4x% —

_j (- 8x+12)dx J~ __J- (- 8x+12)dx
J12x—4x2 - \/4(3x _2)
Completando cuadrados se tiene:
3X— x> —2=—(X*-3x+2) =—(X* _axe 29, 2) =—(x? —3x+g)+g—2
4 4 4" 4

=—(X—y)2+£=(1)2—(x_§)2
j (-8x+12)dx

W“JJ(% t_(x- 3y

X
V12X —4x2 -8 2'[\/3X—X2—2

Haciendo:u =12x—4x* -8,du = (12-8x)dx y w=Xx- 32,dW= dx, entonces:

—lj.d—u—ij. aw L U}/ arcsen W +C
2 iy 2,

=u” —%arcsen2w+c= 12x — 4x?2 —8—%arcsen(2x—3)+c

5.20.-]L
N27 +6x— X
Solucion.- Sea:u = 27 +6x—x*,du = (6 — 2x)dx
I xdx Z_EI —2xdx ___I(2X+6 6)dx
N27 +6x X N27 +6x X 27+ 6x—x2

_ _EJ' (—2x+6)dx

dx
+3 e Y . S
J27+6x-%° IJ27+6x X2 ZIxﬂ I\/27+6x—x2
Completando cuadrados se tiene:
27+6X—x"=—(X* =6Xx—27) = —(X* —=6X+9-9-27) = —(x* - 6x+9) + 36
=6°—(x—-3)?, Lueg0'

=—1.|'u%du+3.[ +3arcsenX 3.¢
2

Jet - (x 3)? Z%Z

—_u” +3arcsenT3+c=—\/27+6x—x +3arcsenT3+c

5.21.-]%‘_i

3X°—4x+3

Solucion.- Sea:u = 3x* —4x+3,du = (6x — 4)dx

J~ (x—=1)dx ZEJ' (6x—6)dx ZEJ‘(GX_A'_Z)dX J-(6x 4dx 1 dx
3x2—4x+3 6932 —4x+3 67 3x2—4x+3 6932 —4x+3 39 3x2—4x+3
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1 j___ . S d_u_l L
4x+3 6 3(x 3x+1)

3 1J-du 1J- dx
6 u 9 (2_4/x+1)

6° u 97 (x Ax+1)
Completando cuadrados se tiene:

4 4 4 4 4 4 5 J_
X X+1= (== X+ =) +1l-— = (X == X+ =) +— = (Xx— 24)? 5/2
L= (¢ DX )+l o= (- +9)+9 (=24 +(¥34)

ljd_u_lj dx Ly X2 e
G e

5

——arcrg—=%2

=—£77‘3x —4x+3‘ arc g —+c

(2x —3)dx

x> +6x+15

Solucion.- Sea:u = x* +6x+15,du = (2x + 6)dx

I (2x—3)dx :I(2x+6—9)dx I (2x+6)dx I dx

522j

X2 +6x+15 X* +6x+15 x* +6x+15 x* +6x+15
J' ——, Completando cuadrados se tiene:
x? +6x 15’
X2 +6x+15—(x +6x+9)+15 9—(x+3)2+62=(x+3)2+(\/_)2
=/n|X"+6Xx+15 arCrg
I (x+3) +(\/_) ‘ ‘ \/_ \/—
:En‘x2+6x+15‘—£arcfgx—+3+c
2 J6
5.23..-]2L
4x°+4x+10
Solucion.-

, Completando cuadrados:

J‘4X +4X+10_I4(x +x+/) I(x +x+/)

5 5 1 3
Xtx+2= (x4t x+—2+—: x+ 1y 4 Sy
> ( ) 272 ( ) ( ) (2)
1J~ dx X+y 2x+1
== ————= arcrg—%% Larer g +C
1 3 3
ey ‘% %
524 I(2x+2)dx
X? —4x+9

Solucion.- Sea:u = x* —4x+9,du = (2x —4)dx
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(2x+2)dx (2x—4+6)dx [ (2x—4)dx dx
[ =7 =] +6[—
—-4x+9 —-4x+9 —-4x+9 X°—4x+9

d—u+6'|'2L, Completando cuadrados se tiene:
u X°—4x+9
X2 —AX+9=(X*—4X+4)+9-4=(x— 2)2+5—(x 2)2+(\/§)2,
du dx
=|—+6 {n|ul+6— arCTg
u j(x—2)2+(f) : f f
_En‘x —4x+9‘+—farc gfz+c
(2x +4)dx
5.25.- | —*—
I Vax—x?

Solucion.- Sea:u = 4x—x*+9,du = (4—2x)dx
I(2x+4)dx I( 2X —4)dx _J~( 2X +4—-8)dx _I( 2X+4)dx+8j dx

Vax—x? Vax—x? Vax—x?

Completando cuadrados se tiene:

4xx 4xx

—Juduss[——%
VAx—x?
4x—x* =—(x2—4x)——(x2—4x+4—4):—(x2—4x+4)+4=22—(x—2)2

:—ju%du+8.|' —2uy+8arcsen72+c

27 - (x 2)*
:—2\/4x—x2+8arcsen72+c

526'—f (x+35)dx

379x*-12x+8
Solucion.- Sea:u =9x* —12x +8,du = (18x —12)dx
I (X+ / )dx (18x+27)dx _ 1 r(18x+27)dx _ 1 (18x—12+39)dx
9x° —12x+8 318 Ox?—12x+8 27 Ox* -12x+8 277 9x*-12x+8
(18x—12)dx dx du 39 dx
:Ejgx2—12x+8+§j9x ~12x+8 27 o 48
IX* ——X+-)
39
_ 1 d—u+ 39 dx
277 u  27x9 (Xz_ﬁx+§)
3 9

Completando cuadrados se tiene

SO L Ay
%
%

+C

—arcrg—52

:iJ'dU 39 J' | | 39
27 27x97 (x— y) +(/) S27 27 x 9%
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3x—2

:—ﬁn‘gx —12x+8‘——arc 7g
(x+6)dx

V5—4x—xX°

Solucion.- Sea:u =5-4x—x?,du = (=4 —2x)dx

J~ (x+6)dx __EJ-(—Zx—lz)dx __EJ‘(_ZX_4_8)dX
2

J5-ax—xt J5-ax—xt V5—4x—x*

_ 1 j( 2X —4)dx 4‘[ dx =_1J‘d_u+4J’L
29 5_ax—x? J5—4x— X2 27 Ju J5—4x—x?

Completando cuadrados se tiene:5—4x— x> =9—(x+2)* =3* — (x+ 2)*

ljd_th:
ANTRREN e

5.27.-j

X+ 2
—Ju +4arcsenT+c

=—\/5—4x—x2+4arcsen—X;2+c
5,28 [ -
2x°+20x+60
Solucién.-
I 2 dx =1 > ox , Completando cuadrados se tiene:
2xX°+20x+60 27 x°+10x+30
x2+1Ox+30:(x2+1Ox+25)+5:(x+5)2+(\@)2
_—I 1 X+5+c—£arwg—x+5+c
(x +5)? +(J’) 2[ 5 10 N
5.29.- 3dx
80 +32x — 4x*
Solucién.-
3dx

I\/80+32x—4x2 '[\/4(20+8x—x2) 2'[\/(20+8x—x2)

Completando cuadrados se tiene:

20+8x — x* = —(x* —8x—20) = —(x* —8x+16 - 20—16) = —(x* —8x +16) + 36
=—(x—4)? +62 =6° (x 4)?

——arcsen—+c

__Iw/az (x—4)’
5'30'_1\/12x—4x2 8

Solucioén.-

o T
V12x-4x2 -8 * JA(-X* +3x-2) 27 J(-X* +3x-2)

Completando cuadrados se tiene:
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—X* +3x—=2=—(x* =3x+2) = —(x* —3x+g+2—g):—(x2—3x+g)+l
4 4 4" 4

= (79 - (x=3p)?

3
X_
——arcsen A+c:%arcsen(2x—3)+c

__IJ(% F_(x- 3 7
5.31.-j—\/m

Solucion.-
5dx dx

-5
'[\/28 12% — X '[\/28—12x—x2
28-12x — x2: Z—(x+6)’

=5
I\/SZ (x+6)°
5.32.-j\/12—8x—4x dx

Solucion.- Sea:u=x+1du=dx;a=2

j\/12—8x—4x2dx = I«/4(3—2x—x2)dx :Zj\/3—2x—x2dx

Completando cuadrados se tiene:
3-2Xx—X* =—(X*+2x=3) =—(X* +2x+1) +4=2° - (x+1)°

2
2]«/22 —(x+1)?dx = ZI\/aZ —udu :2(%u\/a2 —u? +a?arcsen§)+c
= (X+1)v—x* —2x+3+4arcsenXT+1+c

5.33.- [x* — x+%dx

Solucién.- Sea;u = x - 2,du =dx;a=1

, Completando cuadrados se tiene:

X+6
—5arcsen—+c

Completando cuadrados se tiene:

x2—x+%:(x—%)2+1
4/x2—x+%dx= ,/(x—%)2+1dx:x/u2+a2du

:%u\/u2 +a’ +%a2€n‘u+ u’+a’

_1 [2 5/ 1
_E(X_%) X —X+A+§KU X—

+C

o+ xz—x+% +C

_1 >_y.5/.1 [\ _x+5
—Z(Zx—l) X —X+A+§€77 x—%+ X —X+A +C
5.34.- I—

X°—2X+5
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Solucioén.- Completando cuadrados se tiene:
X2 =2X+5=(X*=2X+4)+1=(x-2)* +1

dx dx
= =arcrg(x—2)+c
Ix2—2x+5 J‘(x—2)2+1 r9(x=2)

(1—x)dx
V8+2x—x?
Solucion.- Sea:u =8+ 2x—x?,du = (2—2x)dx = 2(1— x)dx

J' (1—x)dx J‘ EJ‘U-%du_\/G+C—M+C
Bioxx 2 T

5.35.-]

5.36.- I—
X“+4X+5
Solucion.- Sea:u = x* +4x+5,du = (2x + 4)dx
J~ xdx 1 2xdx J(2X+4) 4
X’ +4x+5 2x2+4x+5 2 x +4x+5
j(2X+4)dX I 5 x 1 d_u_2 ZL Completando cuadrados se
X“+4X+5 X“+4x+5 27 u X“+4X+5

tiene: x? +4x+5—(x +AX+4)+1=(x+2)* +1

I (X+2) +1 2£?7|u| arcrg(x+2)+c

:Eﬂn‘xz +4x+5‘—2arCrg(x+2)+c
(2x +3)dx
4X* +4x+5

Solucion.- Sea:u = 4x* + 4x+5,du = (8x + 4)dx
J~ (2x+3)dx J- (8x+12)dx '[ (8x+4)+8

5.37.-]

AX* +4X+5 4 4%% +4X+5 4 4x? +4x+5
J- (8x+4)dx .[ dx du+2-[ : dx 1 d_u+2.[ dx
A +4x+5 A 14x+5 4 4x? +4x+5 4 4(x2+x+%)

ldu

_ +EIL
47 u 2 (x2+x+%)’

X +x+§:(x2+x+£)+1:(x+}/)2+1

Completando cuadrados se tiene:

_1 T I(x+y) " 4£n|u|+ arch(x+}/)+c

(x+2)dx
X2+ 2X+2
Solucion.- Sea:u = x* +2x+ 2,du = (2x + 2)dx

538]
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dx

I (x+2)dx J(2x+4)dx I(2X+2)+2 J(2x+2)dx
x 1 2x+2 29x +2x+2 29 X*+2x+72 X +2X+2
du dx du dx
_1 _+J_ +I_2
27 u X2+2x+2 2 (x+1)°+1

:%677|u|+ar0rg(x+l)+c:Eén‘x2 +2x+2‘+arCTg(x+1)+c

(2x+21)dx
x> +8x—2
Solucion.- Sea:u = x* +8x—2,du = (2x +8)dx
J~(2x+1)dx :J-(Zx+8)—7dx J-(2x+8)dx J- dx
X* +8x-2 X* +8x-2 X° +8x—2 X* +8x-2
du dx du dx
h T_7I(x2+8x+16) 18:-[__7-[(x+4)2—(3\/§)2

oo |(x+4) (3f)|
_MM 72(3\/_) ‘(x+4)+(3\/—)‘

539]

|(x+4) (3«/_)|
_ﬁn‘x +8x— 2‘ ‘(X+4)+(3\/_)‘
40.- __Ox
>4 I\/—x2—6x

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
-x? —6x:—(x2+6x) =—(X* +6X+9)+9=3"—(x+3)?

I«/BZ (x+3)?
541.- J~ (x—=21)dx
X2 42X+ 2

Solucion.- Sea:u = x* +2x+ 2,du = (2x + 2)dx

(x=2dx 1(2x+2)-4 1 (2x+2)dx
f—=—J—dx=—f ol

x +2x+2 2 x +2x+2 2° X" +2x+2 X +2X+2
3 I du 5 dx

X+3
_arcsen—+c

x? +2x+2 2 (x+1)° 11 2

:Eﬂn‘xz +2x+2‘—2ar0rg(x+1)+c

il

X% +2X+2

L (nlu|-2arcTg(x+1)+c
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CAPITULO 6

INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Existen integrales que contienen expresiones de las formas: a® — x*,a” + x°

x’—a®, las que tienen facil solucién si se hace la sustitucion trigonométrica
adecuada. A saber, si la expresion es: a’ — x?, la sustitucion adecuada es:
x=asend 6 x=acosd. Silaexpresion es:a’+x*, entonces: x = asecé

EJERCICIOS DESARROLLADOS

dx
NG

Solucién.- Dada le expresion:4—x*, la forma es:a*—x?*, la sustitucion adecuada

1. Encontrar:J'

es:x=asend 0 sea:x=2send..dx=2cosfdol. Ademés:sené’:l. Una figura
a

auxiliar adecuada para ésta situacion, es:

2
X
/0)
27 —x?
j dx :.[ dx :J- 2cos0da :J- 2cos0da
Ja—xy @ -xy @ -2sen’oy 7 [@ia-seno)]

:j 2cos@de :J-Zcosede J-Z(S:osefle 1j deo :1 sec? 9do
J(22cos29)® 7 (2cosO)’ 2°cos™ 0

cos’d 4
1¢ 1 . . . .
:Zj'sec edo :ngé’+c . A partir de la figura triangular se tiene:

X , Luego: lz'gH+C:1
Va-x? 4 4\4-x?
Respuesta:f dx :1 X +C

J@a-xy

4\Ja—x?
V25— x°

6.2.-Encontrar: Igdx
X

700 =

Solucioén.-
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I\/ZS—XZdX:IVSZ— 2

X
dx , la forma es:a’ —x?, luego:
X X

Sea:x=5sen@..dx=5c0s8d@, V5° — x* =5c0s6

Ademas:senéd =§

2 2 2 2
I\/S X—x dX:j,B/cos%costH:SJ-cos 9d9=5j'(1_sen 6)do

Bseno send send
:5]3:?0—S'fsenedé?:5jcosec0—5jsen6d9 .
=5/n|cosecd —corgd|+5cosf+c. X
De la figura se tiene: ﬁ

52 —x°
/ 2
cosecé?:g,cwgez%, luego:
2 2 2
e e = B

V25— x?

Respuesta: Igdx =5(n
X

/ 2
% +425-x% +¢

6.3.-Encontrar: IL
J(4x—=x%)?
Solucion.- 4x—x* = —(x* =4x) = —(X* —4x+4—4) = 4— (X’ = 4x+4) = 2° — (x - 2)°
I dx =J~ dx
J@ax—xy 7 (22 - (x-2))
Luego: x—2=2sen@..dx=2c0s0d0, /2> —(x—2)* =2cosd

Ademas:send = %2

,laforma es:a?—u?,

I dx _J‘ZCOSHdﬁ_lj‘ de _ljseczade_lrgg_'_c
(J22—(x=2)%) < 2°cos’@ 47cos’0 4 4
2
X-2
De la figura se tiene: A

4-(x-2)" =V4x-x*
-2 1 X—2 VA-(x-2)" = ax-x

X
———— , luego: =7gf+c=—r"n
Vax—x? 4 INVIES

R ta: dx . X=2
espues a'j\/(4x—x2)3 T

Pero:7zgf = +cC

+C
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6.4.-Encontrar: 'f dx

—X )/
Solucion.-
2
I X“dx I xdx , la forma es:a’ — x*
—X )/

. X
Luego: x:asene,dx:acose,\/a2 —x* =acosd, ademas:senéd =—
a

J~ xdx ja senzeacosedezj-ﬂ(senzepesﬁdez

(a cos6)®

# cos? cos 0

_J~(1—cos2 0)do .[
cos’ @ cos’ @

De la figura se tiene:

. X X
Pero:rgl = ademas:senfd=—y d=arcsen—
a a

X
IaZ_XZ
X X
Luego:rgf -0 +C=———=—arcsen—+c
a’—x’ a
x2dx X X
Respuesta:j\/ = —arcsen—+c
(a

2_X2)3 \/az_xz a

dx
6.5.-Encontrar; | ——
'[ x*4/9 — x?

Solucion.-

Iz\/g X_'[ 2\/32

. la forma es:a® — x?

Luego: x =3sen @, dx =3cos#dd,/3° —x* =3cosd, ademas:send = ;

f dx I 3cesBdo 1f do

2 J32_x2 73%sen?63e0s8 97 sen 29 9

De la figura se tiene:

jde Iseczﬁde jde rg0-0+c

_[coseczﬁde = —écmg0+c

9—x?
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NS
X

Pero:corgé = , luego: %cwg0+c:—
2
Respuestaf =— 9-X +cC
X \/9 X2 9x
x2dx
6.6.-Encontrar: | ——
J. [9_X2

Solucioén.-

x?dx
ng _IJ

xdx

. laforma es:a® —x?

Luego: x=3send,dx =3cos0dH,/3° — x> =3cosd, ademas:send :g

Usaremos la misma figura anterior, luego:

N

3cos0

—IQ——JCOSZ@d@:ge—gsen29+c=29—923en9c030+c
2 2 2 4 2 4

9

X .
@ =arcsen 3’ luego es equivalente:

X 9x+9-x?

:garcsen————
2 3 43 3

9 X
+c=—|arcsen——
2 3

2 2
Respuesta:j X dx :%[arcseng— X

NeEG 9
6.7.-Encontrar: I\/xz — 4dx

Solucion.-

J.\/x2 — 4dx :J‘\/x2 —2%dx, la forma es: x* —a*
Luego: x = 2secd, dx = 2secHrghd o,/ x> — 2> = 279l , ademas: secd =§

I\/xz —2%dx = jzrgezsecergade = 4_[secergzed6’ = 4Isec9(sec2 0-1)do

:4_[sec36?d0—4_|.seced9

Se sabe que: Isec3 6do = w

equivalente a:

9—x?

+C

2 2
x2dx _J»3 sen ef»eesﬁdﬁzgj-senzedezg.[(l—coszze)de

:Ee—gsenecoa%c, de la figura se tiene que:senﬁzg,cosez

}C

—(77|sec0+rgt9|+c

lo anterior

es
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= 4(%sec9r90+%£n|sec0+rg¢9|j—4£77|sec9+rg<9|+c

=2secOrgl+2(n|secd+1g6|—4ln|secd+rgl|+c

=2secOrgf—2(n|secO+7rg6|+c X
VX% =22

De la figura se tiene:

2 —
sec9— gH_XTA', luego:

W SR

- _——zzn ‘ 2 —2€f7

4
/2

:u—ZEU‘x+\/x2—4‘—2£02+c

Respuesta: j\/x —4dx ‘ —2677‘X+\/x - ‘+c

x2dx

Vx?-16

X+~/X* -4

2

6.8.-Encontrar:j

Solucion.-

,[ x“dx _,[ x“dx
IX-16 X -4

Luego: x = 4sect, dx = 4sectzgtdt,«/x* — 4% = 4rgt , ademas: sect :2

I x2dx _[4 sec t(/fsect/g‘(dt)
VX2 —4?

= 166sectrgt + %hﬂsect +7gt|+ cj =8sectrgt+8(n|sect +rgt|+c

,la forma es: x* —a*

= 16J sec® tdt

X X2 =16

De la figura se tiene:

N 16 .
sect=—,7gt :T’ luego equivale a:
2
X X210 o X 16 +80n
4 4 2
=§ x2—16+8£77‘x\/x2—16‘—86774+c:§\/x2—16+8£77‘x\/x2—16‘+c

XV x? —16 e
4
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2
Respuesta;j X N 6+8€77‘x\/x -16 ‘+c

Ji_

6.9.- EncontrarI

x\/x -1

Solucién.-
J‘ dx :J. dx
xVx2-1 7 xx?

Luego: X = sect, dx = sectrgtdt,/x* —1° = rgt, ademas:

I et et

De la figura se tiene:
Dado que:sect =x =t =arcsecXx, luego:
t+c=arcsecx+c

dx
Xy x% -1
6.10.-Encontrar:j d

(V4x? —24x+27)°

Respuesta:j =arcsecx+c

Solucion.-
dx

. la forma es: x* —a?

dx

X

dx
I(\/4x —24x+27) I\/4(x _6x+2/)

:§I o = , Se tiene:
2 3
\/(x —6X+ A)
x2—6x+z:(x2—6x+_)+£—_:(x2—6x+9)+£—9
4 4 4

4 ( X —6x+2%)

Ixt-1

=(x? —6x+9)—%= (x? —6x+2%) =(x-3)* —(%)2, la expresion anterior equivale a:

dx 1 dx

1J~ _1
(\/x2 —6x+2%)3 8

I[J(x—sf -Gy |

x-3= %SeCt’dX = %Sethgtdt , ademas:sect = >

-, siendo la forma:u® —a?*, luego:

x2—6+2%
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De la figura se tiene:

X x> -16 .
sect ZZ’Tgt == luego equivale a:

1
1 I/sectrgtdt 1 1Isectdt 1 cost

[\/(x 3)? (/)} (/)rg 822 rg’t 187 sen’t

cos’t

1
)

1 ¢ costdt

1 (sent)™ 1 1
"18 (sent)zzﬁ 18

'|'(sent)’2 costdt=——"—~ 4+c=———"—+c¢C
18 -1 18 (sent)

1 Xx—3
:—Ecosecuc, como:cosect = , entonces:

x2—6x+2%
_ x—3
Jx —6x+2 18 /4x —24x+27 18 Jax? —24x+2

+C

9 \/4x —24x+27
Respuesta;j o _ 1 X3 +C
(Nax? —24x+27)°  9+Jax? —24x+27
6.11.-Encontrar I o
(16 + x*)*

Solucion.-

3 dx
I\/(16+x ) I\/(42 +x%)*

Luego: x = 4rgt, dx = 4sec® tdt,~/4* + x* = 4sect , ademas: rgt = y

4
I _J-4iec tdt 1 dt2 :ij'cosztdt— J»(1+c032t)

\/(42+x ) 4'sec’t sec’t 64

1 1
dt+— cos2tdt =——t+——sen2t+c

"128 128 128 256
Como:rgt:A:t:arCTgle, sen2t=2sentcost; luego:
itJrisen2t+c:2 X 4 = 8 >, Se tiene:
128 256 \/]_6_{_ x2 \/]_64_ x2  16+X

1 1 8 1 X X
——arcrg X 2t 7+HC= - arcrg ), + —————+C
128 25616+ X° 128 32(16+x°)

132



Respuesta'j = 1 g— ;
' J@6+x%)* 128° 4 32(16+x%)

x2dx
6.12.-Encontrar: j—
(x? +100)”
Solucién.-
I x“dx _J- x%dx
(¥ +100)% < (/x* +10°)’

se tiene: x =10zgt, dt =10sec® tdt, +/x* +10° =10sect ;ademas: rgt = % , luego:

sen?t
x2dx 107 7g%t (10 sec’t)dt - rgtdt cos”t g4 _(Sen’t
] =] = =[S =t
(Vx? +102)? (10% sec? t) sect cost
pesf
_@-cos’t) o odt 3 3 _ _
j o5t dt_Icost jcostdt—jsectdt Icostdt—€n|sect+rgt| sent+c

ComO'sect—Lﬂ2 rgt—i ademéS'sent—;
10 7 10 V100 + %2
V100 + x? X X, V100 + X% + x| X

- ng _
10 10| /x?+100 A \/x2+100
y ‘\/100+x2+x‘———€ 10+¢ =/ ‘\/100+x +x‘
7 \/x w100 7 \/x +100

677‘\/100+x +x‘ e
\/x 100

Nota: En los ejercicios 6.11 y 6.12 se ha omitido la figura (triangulo rectangulo).
Conviene hacerla y ubicar los datos pertinentes. En adelante se entendera que el
estudiante agregara este complemento tan importante.

=/n +C

+C

Respuesta: J' 100)/

x2dx
6.13.-Encontrar: j—z
(x? +8%)%
Solucién.-
J~ x2dx J~ x2dx
(x* +8%)" Jx? +8)?

. , X
se tiene: x = 8rgt, dt =8sec’ tdt , v/x* +8° =8sect ademas: rgt =3 luego:

J~ x*dx J‘)‘?{TQ t(g{;ec?/)dt_jfg dt = Isectdt—jcostdt

(VX2 +8)? 2 sec? t
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m X

= (n|sect+rgt|—sent+c, como:sect =—— g,sent:

Se tiene como expresion equivalente:

VX2 +64 X X |\/x2+64+x| X
=I{n|——+—|————=+C=(7p - +C
8 8 x/x2+64 ‘ 8 ‘ Jx? + 64

_ﬁn‘\/x +64+x‘ +cC

x+6

ﬁn‘\/x +64+x‘ +C

Respuesta: j
X* +64

82)/

\/32+x )¢

Solucion.- se tiene: x = 3rgt, dx = 3sec* tdt, v/3° + x* =3sect, ademas:

6.14.-Encontrar: I

X
t=2

gt=2

I o Iéﬁeﬁ/dt 1o ijcosztdt:iuijcostht
32+x 3" +sec” t sec’t 27 54 54

:it+isen2t+c —it+i23entcost+c:it+isentcost+c
54 108 54

ComO'rgt—ijt—arCTg5 ademas:sent = —— cost = —>
3 ’ \/9+x2 , NCES'S
! ~arcrg> 3 _1 arcrgas— 24
54 3 54~/9+x ~/9+x 54 3 18(9+x)

X
Crg—

dx 1
(«/32+x2)4 54 3 18(9+x)

dx
6.15.-Encontrar: | ———
I\/ x> —4x+13

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X —4X+13=(x*—4x+_)+13—  =(x*—4x+4)+13-4=(x-2)"+3

Se tiene: x—2 = 3rgt, dx = 3sec’ tdt , +/3? + x* = 3sect
J(x=2)? + 3 =/x* —4x+13 = 3sect,

Respuesta: j

Sea: x—2 =3rgt,dx = 3sec’ tdt ;ademas: rgt = %2 , luego:

_J,Z/sec tat Isectdt (nsect+zgt|+c

I\/(x 2)? + 3

VX% +64
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De la figura se tiene:

VX2 —4x+13

sect = rgt—x_2 luego:
3 ' 3’ ' 3

:gﬂ%\/xz_gm*' X;2%+C=€U§W+(X_Z)%+c

:ﬁn‘\/xz —4x+13+(x—2)‘+c
dx
Respuesta: —:ﬁn‘\/xz —4x+13+(x—2)‘+c
Ix/x2—4x+13

6.16.-Encontrar: j\/1+ 4x%dx
Solucion.-

J\/l+ 4x*dx :I 17 + (2x)*dx
Se tiene: 2x = rgt, 2dx = sec’ tdt = dx = %sec2 tdt , Ademas: rgt = %
j 12 +(2x)%dx = Jﬂ/lz +79°t %sec2 dt =%_|'sectsec2 tdt = %jsec3 tdt

1 1
:Zsectrgt +Z£77|sectrgt| +C,

2
De la figura se tiene: V1 + 4x 2x
V1+4x?
1 /6

sect =
=%\/1+ e 2x+%£n‘x/1+ e
Respuesta: 'f\/1+ Ax*dx = %\/1+ 4x? 2x+%€n‘\/l+ 4x*

, TQt =2X

+2X+C

+2X+C

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Utilizando esencialmente la técnica de sustitucidon por variables trigonométricas,
encontrar las integrales siguientes:

6.17.- [4-x’ 6.18.-

6.19.-]L

x?+a?

dx
Ja?—x?
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6.20.- jx —

X/ x2 -9
x%dx

V1-x2

dx
xv4x% —16
6.32.-I\/a—x2dx

6.23.-]

6.26.-j

6.29.-]

dx
6.35.-| ——
IXZ\/X2+9
6.38.-jx2\/5—x2dx
dx
6.41.- | —————
IXZ [X2+a2

dx
6.44.- [ ——
J.Xz /az_xz
2
6.47 .- j —“ 100

\/X +a’

dx

6.50.- j dx

6.53.-Im

(x+1)dx

4 - x
/- (x —1)°

x*dx

\/21+4x x?

6.56.-]

6.59.- j

6.62.- j

6.65.-j

(x 1)V x2 —3X+2

(x—1)dx

Vx?—4x+3

6.68.-]

6.21.-]

dx
VX2 +a?
dx
XN x? =2

x3dx

V2 —x?

2
6.30.- VXL

X
6.33.-Ix/a2 — x%dx

6.24.-]

6.27.-j

6.36.-]

dx
\5-4x?
dx
6.39.- j TS

6.42.- jm

6.45.- [~ XX =5 ix

dx
6.48.- j RN

6.51.- xdx

Ja?—x?

xdx

dx
\J2-5x?
x2dx
V2x—x*

dx

6.54.-I

6.57.-]

6.60.-I

6.63.-j

6.66.-j

Xdx
VX2 =2x+5

dx
Vx?-2x-8

6.69.-]

(x* —2x+5)"

6.22.-j

dx
Jx?-a’
dx
Xv1+ x?
2
6.28.- | 4d“xx_9x

6.25.-_[

dx
6.31.-| N
x2dx
Vx® +a?
x%dx

6.40.-'|'x3\/a2x2 +b%dx
6.43.-'|'x3\/a2x2 —b?dx

x3dx

\J3x* -5
dx
Xv9—x?
dx
V1-4x?
dx
x\/a +x2
- X )/

x2dx

V17 — X2

(2x+1)dx

6.34.-j

6.37.-j

6.46.-_[

6.49.-j

6.52.-j
6.55.-j

658j

6.61.-j

6.64.-[

J@Ax* =2x+1)°

(x+21)dx

V2x—x?

xdx

VX2 +4x+5

6.67.-[

6.70.-j
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RESPUESTAS
6.17.-I\/4—x2

Solucion.- 2

2
Se tiene:x=2sen@,dx =2c0s8dO , 4+ x> =2cos b 4-X

I\/4—x2 :.|'2cosé?2cos(9d¢9:4.|'cos2 0d0 =260+sen20+c=20+2senfcoséd+c

/ _ 2
:2arcsen§+HTx+c

6.18.-J'L
Ja?-x?
Solucidn.- se tiene: x =asend,dx =acosfdé ,~a> — x> =acosé

J' d :'[dez d9:¢9+c:arcsen5+c
acosd a

6.19- J‘X +a’

Solucién.- se tiene: x = argé, dx = asec’ 4d@ ,\/x* +a’ =asecd

_I,a(;ec/dg 1Id9=l

1 X
—f+c=—arctg—+cC
a a a

IX +a’ _I(\/x 2+a%)’

620]

x? —a? X
Solucion.- X

—a
Se tiene: x = asecd, dx = asecArghdd ,\/x* —a*> =argd

_ (AsecOzg0d0 1:secodg 1
Ix = J‘ _I ra70 i R jcosec&d@

X a
:—577 cosecd —corgé €77| - +C
a | | ‘\/ 2 _g2 \/Xz_az‘

1 X—a 1 (x—a)’ 1 X—a

a n,/XZ_aZ R M= | T 2a ke

dx
6.21.- | ——
I IX2+a2

Solucion.- X2 + 3?2
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Se tiene: x = argd, dx = asec’ 4d@ ,\/x* +a’ =asecd

dx A sec? 6do
= =|secd@d ="(n(secd+7rQl|+cC
I\/x2+a I asect '[ | |
[v2 2 /
=(n X +a +£+c:£nm+c:€n‘x+ X’ +a’|—lna+c
a a a
:En‘x+ X’ +a’|+c
dx
6.22.-
W X
Solucion.- a2
a
Se tiene: x = asecd, dx = asecHrgdda ,\/x* +a* =argd
0zg0do
.[ Iﬁ(se;g//gé :jse00d0:€n|secﬁ+rg¢9|+c
2 2 /2 2
:€n1+ X -a +c:€nu+c:£n‘x+ X2 —a?|+c
a a
dx
6.23.-
J.x\/x2—9

Solucién.-
Se tiene: x =3secd, dx =3secHrgdd @ ,\/x* —9 = 3rgo

IX\/X* Iﬁsec/B/g'é 3
6.24.-Ixm

Solucion.-

Se tiene: x =~/2 secd, dx =~/2secOrgod o, x? =2 =/2rg6
I d fm/géda \/—.[ ﬁ9+c:£arcsec£x+c
Jase0 290 2 2 2 2

625]

Xv/1+ x?

Solucién.- 1+ x?2 X
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Se tiene: x = rg#, dx =sec’ 8d O , 1+ x* =secd
I dx _jseczede _,[ do

= jcosecede = (1|cosecd—corgl|+c

x1+x2 * rg0secd Jsen

1+x* 1 1+x* -1
=/In —Zl4c=tp—""T+c

X

2

6.26.- X

\J1-x2
Solucion.- 1

1-x2
Se tiene: x =sen@,dx = cosfdé,\J1-x* =cosd

2d 20 cos9do
I\/)l(_izzfsenm :Isenzedaz

:le—lsen0c030+c: aresenXx X h—x? +c
2 2 2

x3dx
6.27.-
Solucion.-

V2 -x?

l6?—£sen26'+c
2 4

Se tiene:x=\/§sen9,dx=\/§c056?d9,x/2—x2 :\/Ecose

3 3 3
I\/X dX2 :jzﬁsegﬁc@de :Zﬁjsen39d6:2ﬁ(—cose+coz 9)+c
2—X %
J2-x2 (2-x*)° (2-x*)V2-x*
=24J2(— C=—2(2-x c
J2( 7 + 32) )+ ( )+ 3 +
2
6.28.-j—d“x_9x
X
Solucién.-

Se tiene: x =3secd, dx = 3secHrghd o ,\x* —9 =3rgb
I\/x2 -9 3rg03sechrgodo
dx:J.
X 3secO

:C’ajsec2 ¢9d6?—3jd0:3rg9—39+c:x/x2 —9—3arcsec§+c

zsjrgzedezsj(secze—l)de
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dx
6.29.- | ——
Ix\/4x2 -16

Solucion.-

2
Se tiene:gzsecﬁ,dx =2secHrgade ,f%—l =706

/eeer/de 1
j\/i_ 4]\/71 4] jde— 6+c
1
— Zarcsec X+ ¢
4 2
2
6.30.-j—d“xx+1x
Solucion.- x2 41 y
Se tiene: x =79, dx =sec’ 8dG ,\/x* +1 =secd 1
2
jx/x +1dX_J~secesec 0do J- do 577‘79€+ ¢ o bien
X rgé’ cos’dsend 2
= (1|cosecd - c0rg6| +c=/ %'XXJF 1
=
/2
:EULH+VX2+1+C
X
dx
6.3l.-| ———
oy e
Solucion.- 2 y

4-—x*

Se tiene:x=2sen@,dx =2cos0d@, v4—x* =2cosd

dx 2¢co50do ) 1

= cosec-fd@ =——corgf+c

szﬂ/4_x2 -[4sen 2920050 -[ 2078

V4—x?
T 4 e
6.32.-I\/a—x2dx
Solucion.- \/a_

Vva-x?
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Se tiene: x:\/gsené’,dx:\/acosede,\/a— 2 :\/acose
I\/a—xzdx:f\/gcosex/gcosedez ajcos2 6do

a. a a X X
50+Esenﬁcose+c:Earcsen—+5\/a2 —-x*+cC

Ja
6.33.-Ix/a2 — x%dx

Solucioén.-
Se tiene:x =asend,dx =acosfdé,\a*—x* =acosd

I\/az —xzdx=_[acos€acos€d6’:azj'cos2 6do

2 2 2
a—¢9+a—senacos¢9+c:a—arcsen5+1\/a2—x2+c
2 2 2 a 2
2
6_34._J'X—dx
VX% +a?
Solucion.-
2 2
x% + a y
a
Se tiene‘x—arg@ dx = asec’0d@ /x> +a’ =asecd
2 Zz
I _Ia 7920 4 sec 0do _ . Irgzeseceda . jsen 6? do
N asect

CcOosS

I(l cos” e)de a Isecgé’de—azjsecade
cos®

(secerga 1

Zn|se06'+rge|] a’(nlsecd+rgl|+c
a’ a’ )
:7secﬁr90+?€n|sec¢9+rg0| —a’lnlsecd+rgl|+c

2 2

:a?secargé’—a?ﬁn|sec9+rge|+c

vx2+a® x
=~ +%0+c
a

a

Zx+ax a

"2 A A 2
6.35.-I—X
X2 x?+9

Solucioén.-

[y2 2 2
:%—%En‘vxz +a’ +x‘+c

X%+ 9
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Se tiene: x =3rgd, dx = 3sec’ 8d ,\/ x> +9 =3secd

Zz
I dx =I Zszec 0do :ijsecidezif cos® 1 .
x\[x*+9 7 9rg’03secd 9’ g0 9

sen’d 9senéd
VX249

=— +c
9x

dx
6.36.-]m

Solucioén.-

Se tiene: x:\/%sene,dx:J%cosﬁd@,J(%)2 X’ :%cose

I 1 Wde

6’+c

=%arcsen 5 +C= arcsen\z/g +C
V%
2
6.37-[ X%
(4-x°)"
Solucion.-
2
X
4-x*

Se tiene: x =2sen®d,dx =2cosOdd ,\4—x* =2cosd

I X2dx/ =J x2dx :J‘A/S(-Z'n; HZzpesﬁdH =IT929d9=I(SeC29—1)d9
@4-x% 7 J@a-xy cos” @
X X
=790-0+c= —arcsen—+c¢
NI
6.38.- [ x\/5— x"dx
Solucién.-

Se tiene: x:\/gsem‘),dx:\/gcosé)dé?,x/S—x2 =\/§c056’
IXZ\/5—X2dX :_[Ssen2 O/5 cos O-/5 cos 6d O = 25Isen2 6 cos? 9d9=§jsen2 260d6

zéj‘(l—cosw)d@—%Q—gsenwm—%9——(23en2000320)+c

:§0—§[25en000520(cos #-sen 6’)]+c
8 32
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:§¢9—§[sen9cos 0-sen’0cosd) |+c
16

8
e 233 3. e 2
=— arcseni—x( 5-X) +X S X +C
J5 25 25
dx

6.39.- | ———

J.x“\/x2+3
Solucioén.- x2 1 3 )

J3

Se tiene: x =+/37g0, dx =+/3sec? 8d@ , /x> +3 =/3sec

)gseczede 1J—sec€)d49_1 cos® 6do 1J-(1 sen®d)cosfdé

ax 1
J.x“\/x2+3 _J.9rg“6?)g§ecﬁ 9

rg'0 97 sen‘s sen*d
2 2 3
:ljcoside—ljcosgzde:—icosec30+1cosec9+c:\/X +3—[\/X +3J +C
sen"d 97 sen“éd 27 9 9x 3X
6.40.-jx3\/a2x2 +b%dx
Solucién.-

Se tiene: ax = brg#, adx = bsec® 8d@ ,v/a’x* +b* =bsecd
Ix Ja’x® +b’dx = .|' rg39bsec0bsec Hde_—jrgsesec 6dé

:—Lljrgzesec2 Orgfsecodeo :—4J(secz 0 —1)sec’ OrgfsecHdd

b®>sec’d b°®sec’d
+c

:—Isec Hrgeseceda——jsec z‘)rgesec@de— +—

5 a3
_b°| Va’x®+b*)° (\/a x* +b*)* a’x* +b )4_(a2x2+b2)%b2+c
a4 5b° 3p? 5a* 3a*

dx

Solucion.- >

Se tiene: x = argd,dx = asec’ 0dd , /x> +a* = asecd
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| | Asec? 0do 1 Jsecede_ifcosedede
2\/X T ) arg’0A secO 7920  a?’ sen?d
:—jcwgecosecé?de:—COS?CQ+C:—i x*+a’+c
a a’x

6.42.- j—

(x> +a%)*
Solucion.-

x*+a’

Se tiene: x = arg#, dx = asec’ #d4 ,\/x* +a* =asecH

’dwd@:%jcoszede: 1, 1sen20

3

X
I(X2+a2)2 _J(\/X2+a2)4 _J a/(sec/(g 2a3 2

1 1 Zsenécoso 1 x 1 X a
= 0+ +C=_—Zarctg—+ +C
2a a 2

2a

2a°  2a’ Z a’ | Jx? +a2 Jx2 +a’
L —arcrg— Xp L& e
2 s a 2a’ X% + a2

6.43.-jx3\/a2x2 —b%dx

Solucion.-
Se tiene: ax =bsecd, adx =bsecHrgadd ,~a’x* —b* =brgh

3 5
Ix3\/a2x2 —b?dx :J'%sec?’ ebrgegsecergedH:%J'sec“ 0rg°6deo
5 5 5
= %Isec“ O(sec’ 0-1)d0 = %Isec“ @sec’ ede—%jsecz @sec’ 0do
‘b—sf(1+ 20) sec? 040 — [ (1+ rg?0) sec? 6o
= 7Q°0)° sec aAI(+rg )sec
b°® b°
:?j(u 27920 +79°0) sec? ede—?j (1+79%0)sec® 0d6

5 5 3 5
_br J'rgzesec <9d9+jrg493ec 9d9] 2 [Tg 790,796 9}+c

a 3 5
B 3 5
b®| 1( Va?x? —b? 1( Va?*x? —b?
23 b 517 b e

) dx

Solucion.-
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Se tiene:x=asend,dx =acosodé , \/az—x2 =acosé
J‘ J- /a,GCS/dQ
2\/a a’sen’facosd

1 cosé 1[ az—xz]
=——= +C=—— +c

'[cosec ede_—i00rg¢9+c
a’

a’sené a X

\J2x? -5
X

Solucion.-

Se tiene:+/2x =~/5secd,+/2dx = \/gsecergedé? A2X2 =5 = JErge
\/2275 \/grge%rgade
I X - dx:j :ﬁjrgzedezﬁjseczede—ﬁjde

6.45.- j dx

X
ﬁ co
=\/§Tgt9—\/§9+c=x/2x2—S—Jgarcsec,/%x+c
3
6.46.- [ X“dx
\J3x2 -5
Solucion.-

Se tiene:~/3x =~/5sec,+/3dx = «/_secﬁrgede V3x? -5 =+/5rg6
Cx (\/7$ecé)) 2 sece/gﬁde 5\/‘

I — \/73/g€ Isec ade
:ﬁjseczHsec2Hd9=¥fseczﬁ(l+fgzg)d9
:%Useczedmrfsecz9rgz¢9d6?] S\f{ g9+ 3 j|+C

= g[\/3x2 -5 +(—‘3X125_5)3] +C
\Vx*-100

Solucién.-
Se tiene: x =10secd, dx =10secHrgadé ,/x* =100 =107 g8

I@dx:jlorgﬁﬁrgedﬁ :1OIrgZHd9=1OISEC2 9—10_[d9

=10(zgf-6) +c=~/%? —100—10arcsen%+c

6.47.- j dx
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dx
6.48.- NN

P X
Solucion. 22
V2
Se tiene: x =~/2secd, dx =2 secOrgod o, v x? =2 =~/2rg6
déo 2 _
j jﬁ&(/gé jcos@de_lsen9+c_1 X 2+c
Zseczeﬁ/ 2 2 X

x*—2
= +C

2X

dx

6.49.- | —

jx\/9—x2
Solucioén.- 3 y
Se tiene: x =3send,dx =3cosfd , 9 - x> =3cosd 9-x?
I _J' 3eos?do =ljcosec0d9=1£77|cosec6'—cofg¢9|+c
ng x2 3senf3cesd 3 3
_g 3—V9 x?
3
6.50.- I—de
Solucién.- x*+a’ X

a

Se tiene: x = argd, dx = asec’ 4d@ ,/x* +a* =asecd
2 2

I\/x +a dxzjasecé?
X Arg0

I(l+ 79 e)sece

déo

sec® 6d 2] sec? fsecd
=af

A sec’0d6 = af 50
T

Jsec 0+ ajsecergede

/2 2
$+\/X2+a2 +C

aln|cosecd—corgl|+asecd+c=aln
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xdx

Ja?—x?

Solucioén.-
Se tiene:x =asend,dx =acosfdé ,va>*—x* =acosd

Iaseneﬁ'ws/dg):ajsen&dez—acose+c:—\/a2—X2 +C

6.51.-]

I\/a

6.52.-j

\/1—4x2

Solucioén.-
Se tiene:2x=sen@,2dx =cosOdO , \1-4x> =cosd

j\/m jpes/
6.53.-Im

Solucién.-
Se tiene: x = 2rg@,dx = 2sec’ 8d G, 4+ x* = 2secd
IZsec 0do

d0——'[d6’——6’+c—1arcsen2x+c
2 2

_Isecede (n|secO+7rg6|+c= 677‘\/4+x +x‘

v

6.54.- [ xdx

Va+x?

Solucién.-
Se tiene: x = 2796, dx = 2sec* 0d 9,4+ x* = 2secd

xdx ngH,Zsec ado 2
= =2|rgfsecHdd =2secOd+c=~4+Xx* +cC
I\/4+x ‘[ 2secd '[
dx
6.55.- | ——
Ix\/a2+x2 . .
Solucion.- a‘ + x «

Se tiene: x = argd,dx = asec’ d@ ,~a> + x> = asecd

dx A sec? 6do secodd 1
- 0do
jxm jargeg,sec/ I 790 ICOS@C
2 2 2 P
=1€77|cosec0—cwg¢9|+czlg,7 m_g +C:1f77@ e
a X X a X
(x+1)dx

6.56.-

T
Solucién.-

147



Se tiene:x=2sen@,dx =2cos0dO ,4—x* =2cosd
I(x+1)dx_j xdx I dx _J-ZSen,Z,eos/dH I,Z,ees/de
\/4—x \/ \/

sten0d9+jd¢9:—2cose+<9+c:—\/4—x2 +arcsen§+c

6.57.- o

\J2-5x?
Solucién.-
Se tiene: /Bx =v2sen@,+/5dx = /2 cos8d@ , /2 —5x% = /2 cos @

5 J5
=—|df=— 0+c——arcsen S/ x+cC
[ I 5 acsen 5
6.58.-| ———
Solumon.- X
a? — x?

Se tiene:x=asend,dx =acosddd,va’ — x> =acosd

I,a(pes/dé’ .[seczede:%rgeﬂ:

a/‘ COSK

ax
I(aZ_XZ)% _I(\/az

X
= tC

a’a?—x?
6.59.-]L
4= (x-1)?

Solucién.-
Se tiene: x—1=2sen@,dx =2c0s0d@ ,/4—(x—1)* =2cosd

_I,Z,eos/de jd9:9+c:arcse x-1

n——+¢C
2

I J4- (x 1)?

x2dx
V2x - x?
Solucion.-
Se tiene:x—1=sen@= x=senf+1,dx=cosfdé ,/1- (x—1)* =cosd
Completando cuadrados se tiene:
2X— X2 =—(x*=2X) =—(x* =2x+1) +1=1—(x-1)?, luego:

x2dx x2dx _I(sen9+1)2;esﬁde

I\/2x—x _I\/l (x-1? cost

6.60.-I

:J(sen9+1)2d9
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:jsenz9d9+2_[sen9d<9+]d9:%jde—%jcoszedwrsten9d9+_[d9

:Ejd0—3100320d0+2_[sen49d6?:Ee—lsen20—200549+c
2 2 2 4

:249—%sen6?cos'9—200519+c:garcsen(x—l)—%(x—l)\/ZX—x2 —2J2x—x? +¢c

x2dx

V17 — X2

Solucioén.-

Se tiene: x=+17sen@,dx =17 cos8d@, V17 —x2 =~/17 cos@

6.61.-]

[ xdx —j”seng Osede=17jsen29d9=£jd9—£jc0329d9
V17— %2 0s 0 2 2
:EH—Esen29+c_EH—Esenecosew

2 4 2 2

17 X V17 — X2 X 1
=—arcsen arcsen—— XA17 = X? +¢C
2 7 2% A V17 2

2
6.62.-[—
21+ 4x— X2

Solucion.-

Se tiene: x-2=5send = x=5send+2,dx=5c0sddG, /5" —(x—2)* =5c0s4
Completando cuadrados se tiene:
21+ 4x—x? =—(x2—4x+4 4)+21=—(x* —4x+4)+25=5"—(x—2)?, luego:

Xdx _ (5senf+2) 5@@3/(19
1-cos 26
= [(25sen® 0+ 20sen 0 +4)do = 25j—de+2ojsened0+4jda

—jde—?jc0529d9+20_[sen9d9_§9—§sen29 20cos@+40 +c

=3—;9—§sen9cos€ 20cos@+c

33 x—2_§x—2[\/21+4x—x2J_Zo(x/21+4x—x2]+c

=—arcsen

2 5 2 5 5 5
:3—23arcsenXT2—\/21 4x—X (TZ+4)+C
:S—SarcsenxTz—\/Zl 4X—X (T) +C
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o x
—2x+5)”
Solu0|on.-

663]

2_
X 2x +5 1

Se tiene: x—1=27g#,dx = 2sec’ Ad@ , /(x—1)* +2° =2sech

Completando cuadrados se tiene:

X* —2X+5=(x? —2x+1)+5—1= (x> =2x+1)+4=(x-1)?%+2°, luego:
2sec’0de 1

j(x —2x+5)/ I/(X 1+ 22 I2Bsec349

x—1
T4 x> —2x+5
6.64.-] (2x+1)dx

J@Ax* =2x+1)° \/
—

Solucién.-
Sea:u =4x* —2x+1,du = (8x— 2)dx

_[ s&dé’—zsen0+c

+

e LB V3. J (3 -3
Setlene.x—Z:Trge,dx:Tsec fdo, (x—%) +( 4): 4se09

Completando cuadrados se tiene'

, 11 . 1 101 1 o1, 3 1, 3, _
X —Ex+z_(x 2 ) 4 16 (x ) (x 4) +(4) , luego:
J~ (2x+1)dx J- (8x+4)dx .[ (8x 2+ 6)dx

J@x2-2x+1)° 47 J@dx*-2x+1)° 47 J(4x*-2x+1)°

1oy 31
I(u)/ 2'[\/4(X —}/X+}/) 4J.(U) du+2
~“sec?6dé

:_J- (8x—2)dx +_J-
47 J(4x* -2x+1)° 2 «/ 2—2x+1)3
dx
8J‘\/(x2—%x+%)3
J3
1 dx 3
:—I(u)/du+—.|. :—_[(u)/du+ I4—
* \/{(x y) +(*/_/)} 0 (\fsecef
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%
:lj(u)’%du+_[ 49 _1 Y% L send+c=——1 +send+c
4 secd 4(_%) 2u’

}/ 4x -2 te
2\/4X -2x+1 \/x —yx+}/ 4,/x2—%x+%

6.65.-j

dx
(Xx—1)Vx* =3x+2

Solucion.-

3
X —
A VX2 =3x+2

P!

Se tiene: X—E:%secé’:x 1——(se00+1) dx—%secﬁrgedﬁ

V=39 + (2" = Y0

Completando cuadrados se tiene:

2 _ 3+ Lo 23y Ay .
X®—=3x+2=(x 3x+4) 4_(x 2) (2) , luego:
j }/sece/gﬁdﬁ
(x— 1)\/x “ax+2 (X ) /(X & ) y(sec9+1)%

:.f secddd J- secddéd J-sece(seca—l)dezzjsec ede_zjsecede

1) (seco+1) (secO+1) sec’ -1 79%0 7920
—ZICOSBCZHdQ ZIM:—200190+2003ec0+c
sen @

P % X— / _ 2x-4
\/x2—3x+2 \/x —3x+2 \/x2—3x+2

6.66.- x|
VX2 =2x+5
Solucion.-
Se tiene: x—1=27rg0,dx = 2sec’ dQ, /(x—1)* +(2)* =2secd
Completando cuadrados se tiene:
X? =2X+5=(X*-2x+1) +4 = (x-1)* - 2%, luego:

+C
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f —f I(2rg¢9+1)z“sec’-’ 0do
\/x —2x+5  ° \J(x— 1) -2? 2secd

= 2]rg93ec¢9d<9+jsec9d9 =2secO+(nsecd+7g6|+c

/ 2
:\/x2—2x+5+én‘ X _2X;5+X_1%+c
(x+2)dx

\V2x—x?

Solucién.-

Se tiene:x-1=sen@= x+1=send+2,dx=cosfdé, [1-(x—-1)* =cosd

Completando cuadrados se tiene:

2X— X2 ==(X* =2X) = —(X* = 2x+1-1) = —(x* = 2x+1) +1=1-(x-1)*, luego:

I(x+1)dx _J- (x+1)dx :J-(sen¢9+2)c030d0
V2x—x? \/ —(x-1)° cosé

=—C0S6+20+C=—/2x—x* +2arcsen(x—-1)+c

6.68.-] (x—=1)dx

VX*—4x+3

Solucion.-

Se tiene: x—2=secd = x—1=secH+1,dx=secdrgdda, \/(x—2)* -1=1rgl
Completando cuadrados se tiene:
X —4x+3=x"—4x+4-1=(x-2)* -1, luego:

f (x—1)dx :f (x —1)dx :J.(sec9+1)sec6;g€d9
I —ax+3 7 J(x-2)° -1 g6

=Isec ¢9d9+jsec9d¢9=rg6?+£77|sec9+rge|+c
=\/x2—4x+3+£n‘x—2+\/x2—4x+3‘+c

6.69.-]

6.67.-]

:J'sened9+2jd9

dx
VX2 —2x-8

Solucioén.-

Se tiene: x—1=3secd,dx = 3secdrgdda, /(x—-1)*-3* =3rgo
Completando cuadrados se tiene:
X —2Xx—8=x*-2x+1-9=(x-1)*-3%, luego:

Asecd zg0do = [secod6 = rnsec+rgo|+c

j\/x —2X— B_I\/(x 1)° 32_'[ 3rg0
=£77|X_1+ X _32)(_ §+c:€n‘x—l+\/x2—2x—8‘+c

\ 3
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6.70.- [ __xx
Vx?+4x+5
Solucion.-
Se tiene: x+2 =706, dx =sec’ 8d @, /(x+2)* +1* =secd
Completando cuadrados se tiene:
X° +4x+5= (X’ +4x+4)+1=(x+2)* +1?, luego:

(rg0- 2)sec odeo J-
_I = rgé)seceda—z_[secede
;ecﬁ

I\/x +4X+5 I\/(x+2) 2417
:se09—2€77|se049+rg6’|+c:\/xz+4x+5—2€77‘\/x2+4x+5+x+2‘+c
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CAPITULO 7

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Mediante el recurso de la descomposicién en fracciones simples, el proceso de
integracion de funciones racionales se puede simplificar notablemente.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

Solucion.- Descomponiendo el denominador en factores: x* —9 = (x +3)(x—3),
Como los factores son ambos lineales y diferentes se tiene:
21 = A + B , de donde:
X*-9 x+3 x-3
A

B
=6 x5 x-3

Para calcular las constantes A y B, se pueden identificar los coeficientes de igual
potencia x en la Ultima expresion, y se resuelve el sistema de ecuaciones dado;
obteniendo asi los valores de las constantes en referencia (método general) luego:

=1=AX-3)+B(x+3)(*) =>1=(A+B)x+(-3A+3B)

=6B=1=B= , ademas:
~3A+3B=1 ~3A+3B=1 6

A+B=0= A:—B::A:—%

También es frecuente usar otro mecanismo, que consiste en la expresion (*)
Sustituyendo a x por los valores que anulen los denominadores de las fracciones:

x=3=1=6B=B=1/

x=-3=1=-6A= A:—%
Usando cualquier método de los sefialados anteriormente, se establece que:

y y , Luego se tiene:

x—9 x+3 X—3'

1 1
Jo e O L eged g

[ A+ B:Oj (3A+BB=O
=

:g(€n|x—3|—£n|x+3|)+c
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Respuesta: j 9 éﬁnx—_z
X+

+C

7.2.-Encontrar: J'ﬁ
X“+7X

Solucion.- Sea: x> + 7x+6 = (x+6)(x+1), factores lineales y diferentes; luego:
1 __ A B
X2+7x+6 x+6 x+1’

De donde:
1=A(x+1)+B(x+6)(*) =1=(A+B)x+(A+6B), calculando las constantes A y B

por el método general, se tiene:1=(A+B)x+ (A+6B)

A+ B=0 -A- B=0
= - =5B=1=B=
A+6B=1 A+6B=1

A+B=0=A=-B== A:—%
Ahora utilizando el método abreviado se tiene:

5 ademas:

x=-1=1=58=B= 1

x=-6=1=-5A=A=-1/
Usando cualquier método se puede establecer:

L _y y , Luego se tiene:

X +TX+6 x+6 X+1

dx dx dx 1 1
e e e v L L

zl(en|x+q_zn|x+e|)+c

_dx 1
x+7x+6 5

X+1

Respuesta: I n s

7.3.-Encontrar: IT
X*—4X+

Solucion.- Sea: x> —4x+4 = (x—2)?, factores lineales con repeticion; luego:
X A B X _A(x-2)+B

x2—x+4:x—2+(x—2) X-xFh M

De donde:
X = A(Xx—2)+ B(*), calculando las constantes A y B por el método general, se

tiene: x = Ax+(-2A+B), luego:

A =1
=>B=2A=B=201)=>B=2
-2A+B=0
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Usando el método abreviado, se sustituye en x, el valor que anula el
denominador(o los denominadores), y si este no es suficiente se usan para
sustituir cualquier valor conveniente de x, esto es:x=0,x=-1; luego en(x)

X=2=2=B=>B=2
Xx=0=0=-2A+B=2A+B=A=B/= A=1
Usando cualquier método se establece:

xdx dx dx 2
jx2—4x+4_-[ +2I(x—2)2_€77|x_2|_E4rC

Respuesta: 'f

2
ara A

7.4.-Encontrar: I—(ZX +3)dx
2X% + X

Solucion.- Sea: x* —2x* + x = x(x* = 2x+1) = x(x—1)?, factores lineales:
X,Xx—1; donde este Ultimo es con repeticién; luego:

2x°+3 _é+ B N C 2x*+3  A(x-1)* +Bx(x—1) +Cx
XC=2x2+x X (x=1) (x-=1)2 Méﬁ /gxz[jf
De donde:
2x% +3= A(x—1)* + Bx(x—1) + Cx(*) , calculando las constantes A y B por el
método general, se tiene: 2x* +3=(A+B)x*+(-2A-B+C)x+ A, de donde
identificando los coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente
sistema de ecuaciones:

A+B =2
—2A-B+C=0 |=>B=2-A=B=2-3= B=-1, tomando la segunda ecuacion
A =3

del sistema:C =2A+B = C =2(3)-1= C =5,también es posible usar el método
abreviado, utilizando para ello la expresion (*) en la cual:
x=1=21)+3=C=C=5
Xx=0=3=A= A=3
Usando un valor arbitrario para x, sea este x =-1:
X=-1=2(-1)* +3= A(-2)* + B(-1)(-2) + C(-1) = 5=4A+2B-C, luego:
2B=5-4A+C=2B=5-4(3)+5=>2B=-2=B=-1, S, e establece que:

2x°+3 3 1

—__——+—, entonces:
XX—2x2+x x x-1 (x— 1)?
2x +3 dx 5
Xo2x X j J.(X—l)2 _3€n|x|—€77|x—1|—m+0
Respuesta: I(ZX +3)dx = (7 S
2x% + X |x 1| X— 1
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7.5.- EncontrarI 2
X%+ X

Solucion.- x* —2x* + x = x(x—1)* ,factores lineales:
X,Xx—1; donde este Ultimo es con repeticién; luego:

1 :A+ B N C 1 _A(x-1)% +Bx(x-1) +Cx
X=2x%+x  x  (x=1) (x-1)? M/ /gxz[jf
De donde:
1= A(x—1)% + Bx(x—1) + Cx(*), calculando las constantes A y B por el método
general, se tiene:1=(A+B)x*+(-2A-B+C)x+ A, de donde identificando los

coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente sistema de
ecuaciones:

A+B =0
—-2A-B+C=0 |=>B=-A= B=-1, tomando la segunda ecuacion del
A =1
sistema:C =2A+B=C=2(1)-1= C =1, a partir de lo cual se tiene:

_$r 1 1. 1
X —2x2+x X x-1 (x-1)
dx dx dx dx 1
J.x3—2x2+x_-|‘7_ X — +j(x 1)2_677|X|_£77|X_]4_EJrC
N
Respuesta.jxs_zszrX |x 1| v l+c

X*—6x>+12x*+6

X
x*—6x>+12x -8

Solucién.- Se sabe que si el grado del polinomio dividendo, es igual o superior al
grado del polinomio divisor, previamente conviene efectuar la divisién de tales

7.6.- Encontrarf

polinomios.
X' —6x° +12x* +0x+6 |[x®—6x*+12x—8
—x* +6x> —12x* +8x X
8x+6
Luego se tiene: IX —6x” +12x° +6dx:jxdx+j 3 (SX;LG)dX
—6x*+12x-8 X°—6x°+12x -8

La descomposicion de: x* —6x* +12x —8:

1 -6 12 -8

2l 2 -8 8

1 -4 4 [0 X=2= (x—2)

X2 —4x+4=(x-2)
x*—6x°+12x—-8=(x-2)°
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Esto es factores Iineales:[(x—Z)] con repeticion por tanto:

8x+6 A B C
= + +
x*—6x°+12x-8 x-2 (x-2)° (x-2)°
8x+6 _A(x-2)?+B((x—2)+C
X —6xF17X-8 (-2
Luego:

8Xx+6=A(X-2)°+B(x—2)+C =8x+6=A(X*—4x+4)+B(x-2)+C
8x+6=Ax’+(—4A+B)x+ (4A-2B+C)

Calculando las constantes A y B por el método general, se tiene:
A =0
-4A+ B =8 |=>B=8+4A=B=8+4(0)=B=8,

+4A-2B+C =6
Resolviendo el sistema:C =6-4A+2B=C=6-4(0)+2(8) = C =22, luego:
0
; 8)2(+6 = 0 + 8 >+ 223,dedonde:
X —6x2+12x—8 xX-2 (x 1% (x-1)
8x + 6)dx dx
JAEEI g S r22f s osea
—6x2+12x-8 7 (x- 2) (x=2)
= [ xdx+8 +22 = [ xdx+8| (x—2)%dx + 22| (x—2)*dx
I I(X_ 2)° -[(X— )2 .[ I .[
x> 8 11
—_—— +C
2 x=2 (x=2)
_ 2
Respuesta: jx 6x° +12x° +6dx:x——i—iz+c
’-6x*+12x-8 2 x-2 (x-2)

7.7.-Encontrar: j%
X4 +4x% +

Solucién.- x* +4x* +3= (x> +3)(x* +1) , la descomposicion es en factores
cuadraticos sin repeticion, por lo tanto:
X*+x*+x+3 Ax+B Cx+D
= +

X*+4x°+3  x*+3  x*+1

X*+ X2 +Xx+3  (AX+B)(X* +1) + (Cx+ D)(x* +3)
‘ +3 X2 ¥1)

X+ X7+ x+3=A(X®+X)+B(x* +1) + C(x* +3x) + D(x* +3)
X+ x> +x+3=(A+C)x*+(B+D)x*+(A+3C)x+(B+3D), luego:
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W(A + C =1
| B + D=1
@) A +3C =1
4 B  +3D=3

_ A+ C=1
Con (1) y (3), se tiene: = A=1C=0
A+3C =1
_ B+ D=1
Con (2) y (4), se tiene: =B=0,D=1
B+3D=3
XX +x+3 X 1 _
Por lo tanto: —; > = +———, 0 sea:
X" +4x°+3 x+3 X“+1
3 2
IX 4+X +2X+3 __[ xdx J' , sea:u = X’ +3,du = 2xdx , luego:
X" +4x°+3 x+3 I x*+1
X+ x*+x+3 2xdx 1 ¢du dx
I# =3 I f 2:_ —+fﬁ
X" +4x°+3 x+3 Jx*+12 2% u X +1

:%£q|u|+ar0rgx+c:—£77‘xz +3‘+ar01gx+c

Respuesta: de _—ﬁn‘xz +3‘+arcfgx+c

X* +4x*+3
4
7.8.-Encontrar: Ii
X* +2x% +1
Solucién.-
x* Xt +2x2 +1
—x*-2x* -1 1

2x% +1 2x% +1 I
LuegoIX +2X° +1_J.( X' +2x2+1jdxz-|.dx_-[x4+2x2+1 "
La descomposicion del denominador es: x* + 2x* +1=(x* +1)*, entonces:
2x% +1 _ Ax+B+ Cx+D 2x°+1  (Ax+B)(x*+1)(Cx+D)
X*+2x2+1 X2+l (X2 +1)° M/ M’f
2x* +1=(Ax+B)(X* +1) + (Cx+ D) = 2x* +1= A(X* + X) + B(x* +1) + Cx+ D

2x* +1= A’ +Bx* + (A+C)x+(B+D)
Calculando las constantes por el método general, se tiene:

A =0
B =2
A +C =0
B +D=1
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Resolviendo el sistema:C=-A= A=0..C=0, B+D=1=D=1-B=>D=-1

luego:
2x%+1 2 1 o sea:

x*+2x7+1 x2+1 (x2+1)2 ’ '

J~ 2x%+1 I _I B I J~ dx
X +2x 41 A x +12 (x* +1) 412 ) (e

Sea: x = rge dx = sec2 0dO;\x* +1=sech, Iuego:

_2 arcTgx — _[ cos® @

= 2arng—jwd0: 2arCrgx—§J'd0—%J‘cos 2000

arCrgx—le—isen20+c=2arCrgx—149—lsen9cose+c
2 2 2 2
x% +1

De la figura se tiene que:

790 = x,@arCrge,senH:L,cosez

1
VX + x/x2 +1

1
+C=2arcrgx——arcrgx—

X
- +C
\/x +1x2+1 2 2(x* +1)

Luego: =2arcrgx— L arCTgx

Recordando que:

4
X dx _.[ I(Zx +1)dx_x 2arCTgx+1arCrgx+1
+1

x* +2x° X' +2x% +1 2 2 (x° +1)
x*dx 3 X
Respuesta: j——x——arng+2—+c
x'+2x% +1 2 2(x°+1)
4
7.9.- Encontrarj dx
Solucion.-
x* x* -1
—x*+1 1
Luego:

2= [y o

Descomponiendo en factores el denominador:
x'—1=(x*-D(x* +1) = (x> +1)(x+1)(x-1) , es decir factores lineales y cuadraticos
sin repeticion por tanto:
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1 Ax+B C D

4 1 o2 +

X*-1 x°+1 x+1 x-1

1 (AX+B)(X* -1 +C(x* +1)(x—1) + D(x+1)(x* +1)

] (x* X+1)
1= A =X)+B(X* +1) +C(x* = x>+ x=1) + D(X* + x> + x+1)
1=(A+C+D)X’+(B-C+D)x* +(-A+C+D)x+(-B-C+D)
Luego:

@A +C+D=0

(2 B-C+D=0
3| -A +C+D=0
(4) -B-C+D=1

A+C+D=0

Con (1 3), se tiene:
1)y G) (—A+C+D:O

]:ZC+2D=O(5)

Con (2) y (4), se tiene:( B_C+Dzoj:—2C+2D:1(6)
-B-C+D=1
. 2C+2D =0
Con (5) y (6), se tiene: (—2C+2D:1JZ>C:_}/’D=%
Ademés: A=0,B = —}/, luego:
! =— t 1 + ! , con lo cual:

xX'=1  2(x*+1) 4(x+1) 4(x-1)
ji—_ij dx —lj dx +£ dx
‘-1 2 (x*+1) 47 (x+) 47 (x-1)

=—}/arCTgx—}/€f7|X+1|+}/“7|X_]4+C
—Id Rl }/arcrgX+}/f77‘

. [ g o oo

4 53 2 _
7.10.-Encontrar:'|'X 23X -2{-32X 3 X+ 34
X* —2X° +3X

+C, entonces:

Solucion.-
XY =2x3 +3x° —x+3 [x}—2x%+3x

—x* +2x% —3x? X

Luego:
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493 2 _
IX 23X +32X X+3dx:.|.(x— jdx j.xdx I
X* —2X° +3X —2x° +3x —2x° +3x
Descomponiendo en factores el denominador:
x® —2x% +3x = x(x* —2x+3), es decir un factor lineal y uno cuadrético; por lo cual:

X—3 A  Bx+C X—3 ~ A(X*—2x+3)+(Bx+C)x

C_2x 13X X X —2X+3 m W
Xx—3=A(X* —2x+3)+(Bx+C)x = x—3=(A+B)x* + (-2A+C)x+3A
De donde:

A+B =0 A=-1
—-2A +C=1|=2<B=-A=B=1
3A =-3 C=1+2A=C=-1
Luego:
#:—1+2X;1, de donde:
X* —2X° +3X X X —2X+3
X—3 dx x—-1 x-1
— = dx=—|—+ | =" dx=—tn|X|+ | ———dx
Ix3—2x2+3x X J.x2—2x+3 77|| J‘x2—2x+3
X —2x3+3x* —x+3 x—1
dx = | xdx+ (7 |x|— | —————dx
I X3 —2x? +3x I 77|| I 2_2x+3
X’ x—1 2(x—1)dx
X - [ dx =X SX-JB
5 jx2—2x+3 PRkdan I 2 _2x+3
Sea:u = x* —2x+3,du = (2x—2)dx = du = 2(x—1)dx
X du x° 1 )
=—+/ x—— —=—+In|X|—={n|x"=2x+3/+C
7 NGl =g =5 ) |
X —2x3+3x% —x+3 x? X
Respuesta: dX=—+/n|—|+CcC
P I x® —2x% +3x 2 nﬂ/XZ_ngrg

EJERCICICOS PROPUESTOS

Usando La técnica de descomposicion en fracciones simples parciales, calcular
las siguientes integrales:

(x® +2)dx Cpoxdx x3dx
re e TRy e
7.14.- [ SXHTX 7.15.-I3d—xdx 7.16.- [ UK
(Xx=D(x-2)(x-3) x*+1 X —x+6
717.- J~(x +1)dx J~ (x* +6)dx I —1)dx
x*+1 (x—=1?*(x-2) (x> +1)(x-2)
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7.20- Ix —4x-5

x2dx
X*+2X+1

dx
X(X* + X +1)

7.29.- J’Md

7.23.- [

IZB:I

X2 +3x+1

7.32.-
Ix +2x% +2x+1

135.[5733%;§d

(x+5)dx

X3 —3x+2

(2x% +3x —1)dx

X3+ 2x% +4x+2
sengdo

cos’> @ +cosf—2
(2x +41x—-91)dx

7.38.- j

141=j

144=j

7.21.- j

7.30

733:]

145:]4

7.47.- j
X2 11X +12

J~ senxdx

7.50.- >
cos x(1+cos” x)

J~ x°dx
(X} +1)(x* +8)

RESPUESTAS
(x° +2)dx

7.11.- j =

Solucién.-
2)d
J'(XX+_1 X I(

_x_4 x_ I (x+2)dx
- 2

4 (x+1)(x 1)
X+2 A
21wl ,xéf

x—2x 3

7.24.-[ ax

X(x+1)°
2x° +5x—1

727.j———————d

X% + X% — 2x

_J~x X} +2x* =X +2
(x—1)(x* + 2)?
x* +7x* -5%x+5
(x—1)%(x+1)?
2_
36-'I (2x° —3x+5)dx
(X+2)(x=1)(x-3)
J~ 2x3+3x% +x-1
(X+1D)(X* +2x+ 2)?
4 52
21_} X" —2X°+3x+4

(x=D3(x* +2x+2) X

X* =23 —x? +3x+1

(x*+ x> —x-1)

8 J~ (2x* +3x® —x—1)dx
I (x =D +2x+2)°

2 2
7'51"I (2+7g°H)sec-@do

1+79°0

jdx .|.x3dx+_[xdx+.|.

, luego:

= X+2=A(Xx-1)+B(x+1)

dx

(x+2)dx

722 Jx +4x-5

'I dx
I (x+D) (X +1)
J-(x + 2x+ 3)dx
(x—=1)(x +1)
—7x-1)dx
X +x2—x-1
2xdx
(x> + x+1)*

7.31.- j(
734=j

7"J (3% + x— 2)dx
(x=D(x* +1)
(2x+1)dx
3x® +2x-1
e'dt
43" +2
3x*dx
(x* +1)?

740:[

743:]

7.46.- j

740 [

759 J- (5x° + 2)dx
—5x% +4x
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x=1:3=28:>|3:%

2
x* x> 1pedx 3pdx  x* x?
¥)=—F——— | —F+ | —=—F+——= X+ +— E x=1+c
O = 2 2 2’7| U+ 5 tnlx-y
Xt x2 |(x=1”
4 2 Vx+1
7.12.-[LX2
(x+2)
Solucién.-
j xdx J-Adx J- de2 (+) | luego:
(x+1)° x+1 (x+1)
X 5 B > = X=A(x+1)+B
(x+1) x+1 (x+1)
[x=-1=-1=B
" |x=0=>0=A+B=A=-B=A=-1
1
=lp|x+l+(x+D) +c=/ln|x+1+—+cC
()Ix+1 J.(x+1) 77| ]4 (x+1) 77| | X+1
7.13.- j—
X°—2X-3
Solucién.-
3
I Xdx _I(x +2+ 7X+6 jdx _|‘xdx+2j'dx+.|'M
—2X-3 2X—3
J' (7X+6)dX (+), luego:
2 (x-3)(x+
(1x+6) __A | B = 7x+6=A(x+1) + B(x—3)
(x=3)(x+1) x-3 x+1
_ _ _27
[x=3=27=4A= A= A
x=—1:>—1=—4B:>B=}/
NG dx dx x° 27 1
* :—+2x+— —+ —— =—+2X+—Un|X=-3+—={ln|Xx+1+cC
=3 4 3%—3 4% 2 5 X3ty

X2 - 27
:7+2x+zﬁn‘(x—3) (x+1)|+c

14.- I (3x+7)dx
I x-)(x-2)(x-3)
Solucion.-
(3x+7)dx Adx ¢ Bdx Cdx
.f :J‘ +J' J'

(x-D(x-2)(x-3) Jx-1 2 x-3(*)
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(3x+7) __A N B N C
x-D(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3
3X—7=A(xX-2)(x-3)+B(x-1)(x—3)+C(x-1)(x—2), luego:
X=1=-4=2A= A=-2
X=2=-1=-B=B=1
Xx=3=2=2C=C=1

d d d
(+) :‘ZJX_XNIX_Xz*Ix_Xs = 20X =1+ 5|x—2|+ tn|x-3+c

(x=2)(x-13)
(x-1)*

7.15.-]%
+

Solucion.-
dx dx Adx ¢ (Bx+ C)dx
= = , luego:
jx3+1 I(x+1)(x2—x+1) Ix+1 j —x+1) *) J
1 A (Bx+C)

(X+1)(X2—X+1) - X+1+ (X2—X+1) =1= A(X _X+1)+(BX+C)(X+1)

x=-1=1=3A= A= 1/
" x=0:>1=A+C:>C=1—A:>C:%
x=1:1=A+(B+C)2:>1=%+2B+2C:>}/=B+c:> B:%—C

:>B:—%

(5 =2 I( Xt 1 w1l I(X 2)dx
37 x+1 (X’ —x+1) _3 x+1
“Loplxe 1|“I(2X L YN I(ZX ~1-3)dx
Xx+1 3 —Xx+1
SIS ¥

:%£77|x+1|——€77‘x —x+1‘+ j

(x* —x+y)+/
<x—y>2 (f%z
\/_/arcfg \/_/

3 x-1

1 EEYMNCE N3
_3£77|x+1| GEU‘X x+l‘+3ar0rg 7

:%€n|x+1|—%€n‘x2—x+l‘+§j

=—£77|x+1| M‘x —x+ﬂ+
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_x+l

Ux? —x+1

(x+5)dx

x> —X+6

Solucion.-

j(x+5)dx_J- (x+5)dx _J- Adx J-de
X—X+6 J (X+3)(x=2) (x+3) ¢ (x-2)
2(X+5) __A + = X+5=A(x-2)+B(x+3)

(x*+x-6) (x+3) (x-2)
x=2=7=5B=B=7/

J3 2x—1

+—arctg—=—+¢
3

716]

(*), luego:

' x=—3:>2=—5A:>A=—y

5
dx (x-2)’

%) == :——€x3 £x20—€ c
®) Ix+3 51%—2 nx+ |+ nx=2+ x137|
717.- j(x +1)dx

x3+1
Solucion.-

x? +1)dx x? +1)dx Adx Bx +C)dx

o (Do A [BO ) uego,

(X+1)(x* —x+1)
(xX*+) A N Bx+C

X*+1  (x+1) (X*—x+1)
- - -2

x=-1=2=3A= A=2/

(x+1) —-x+1)

= X* +1= A(X* = x+1) + (Bx+C)(x+1)

’ x:0:>1:A+C:>C:%
x=1:2=A+(B+C)2:>B=%

(X* +1)dx _ (x*+hdx 2 (x +1)dx
()f x°+1 _I(x+1)(x2 X +1) j(x+1) 3J —X+1)
(2x 1)+ dx
§€77|X+1| IW /} 3£n|x J~(2x 1)dx 1 2dx
(x? x+1) x+1) 27 (X*=x+1)
2 dx
:§€n|x+1|+ ﬁry‘x —x+1‘ J'm

2
:§€n|x+1|+gfn‘x2 —x+1‘+

_J- dx
2 (xz—x+%)+%
EJ- dx
2% (x= 1y +(V3))y

4 1
:E€n|x +1|+E€77‘x2 —x+1‘+
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X—

&

:—fn‘(x +1)*(x? x+1)‘+—iarwg

2B
2 2
V3 -1
=—£n‘(x+1) (x? x+1)‘+—arcg NE +C
J~ (x? +6)dx
(x=1)*(x-2)
Solucion.-
(X*+6)dx [ Adx Bax Cdx . _
I(><—1)2(x—2) _-[(x+1)+~[(x—1)2 +I(x+2) (). luego:
(x*+6) A B C

-1°(x-2)  (x+1)  (x-17 ' (x+2)
X? +6=A(X+1)+(x+2)+B(x+2)+C(x-1)°

x=1:>7=3B:>B:%
. x=—2:>10=9C:>C:1%
X=0:>6=—2A+B+C:>A=—%

__= 10 1 7 10 ,
*) J‘(x+1) 3 (x—1)2+9 (x+2) 9 n|x-1 3—_1+9€77|x+ |+c
((x+2)°| 7
n +C
9 | x-1 | 3(x-1)
I —1)dx
(x> +1)(x-2)
Solucion.-

j (x* —1)dx :J~Ax+B
(X*+D(x=2) I (x*+1)
(x*-1) :AX+B+ C
(X2 +D(x=-2) (X*+1) (x-2)
x=2=3=5C=C=%

Cdx ]
+j x_2) (*), luego:

= X’ -1=(Ax+B)(x—=2)+C(x*+1)

{x=0=-1=-2B+C=B=%
x=1:>0:—(A+B)+2C:>A=%

d d
) = J-(/X+/)X J-/X J-Zxdx 40 dx 3 dx

+— +=
(x* +1) (x=2) 57 (x*+1) 57(x*+1) 5'x-2

4
:gén‘xz +ﬂ+garcx+g€n|x—2|+c:gﬁn‘(x +1)(x-2)° ‘+garcx+c
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720]

x> —4x-5
Solucion.-
xadx Adx Bdx
= = %), luego:
[y war: I(x+5)(x—1) I(x+5)+-[(x—1)() J
X A B

= + = X = A(X-1)+B(x+5)
(x+5)(x=1) (x+5) (x-1

x=1=1-6B=8B= 1/
x=-5= -5=—6A= A=7

dx 1, dx
=% I(x+5)+6 (x— 1)_6

(n|x+5/+= £n|x ﬂ+c_—€n‘(x+5) (x— 1)‘+c

7.21.- I—
x> —2x-3
Solucién.-
xadx Adx Bdx
- = %), luego:
o v I(x—3)(x+1) j(x—3)+j(x+1) (). lueg
X A

= + = X=A(x+1)+B(x-3)
(x=3)(x+1) (x-3) (x+1)

x=—1:>—1=—4B:>B=%
' x=3=3=4A= A=Y

3 & 1B 3, 1 PN,
(%) = J'( 3)+4 (X+1)_4€77|x 3|+4€77|x+1|+c 4£n‘(x 3) (x+1)‘+c

7.22.- IM
X“+4x-5
Solucién.-
(x+1)dx (x+1)dx Adx Bdx _
S ans J(x+5)(x 5[ Gorg ooy O lvewe
X+1

> + = X+1=A(X-1)+B(x+5)
(x*+4x-5) (x+5) (x-1)

x=1=2=6B=B=1
|x=-5=3=-4A=6A=2

2 dx 1 B 2 1 1
(%) == J.(x+5) 3j(x 1):§€n|x+5|+§€77|x—1|+c:één‘(x+5)2(x—1)‘+c

dx

X +2x+1
Solucion.-

723]
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I x*dx J-[l_ 2x+1 jdx=.|.dx—.|. (2x +1)dx =J»dx_.[(2x+1)dx

X2 +2x+1 X2 +2x+1 X2 +2x+1 (x+1)?
:X—U Adx +J dez}(*),luego:
(x+1) J(x+1)
2x+1 A B
(x+1)° (x+1) (x+1)°
_{X=—1:> -1=B=B=-1

= 2x+1=A(x+1)+B

"Ix=0=>1=A+B=A=2

dx dx 1 1
(*)_x—[zj I } [2677|x+1|+?}+c X— 2€7y|x+1|——5+c

(x+1) ¢ (x+1)? X+
7.24.- j—
X(x +1)?
Solucién.-
dx Adx Bdx Cdx
- *), luego:
Ix(x+1)2 15 +I(x+1)+j(x+1)2() g
L A, B i AX+1)?+Bx(x+1)+Cx

Xx(x+1)? X  (x+1)  (x+1)?
X=-1=21=-C=C=-1

‘Ix=0=1=A= A=1
x=1=1=4A+2B+C=B=-1

1
+—+cC
X+1

dx dx dx 1
(*) _J'__ (x+1)_~[(x+l)2 _677|x|—€77|x+1|+m+C—€77 ]

N ey
(x+1)(x +1)
Solu0|on -

dx (%), luego:

J‘ J' Adx J‘ Bx+C
(x+1)(x+1) x+1 7 (x*+1)
1 _ A N Bx+C
(X+D(x*+1) x+1 (xX*+1)
x=-1=1=2A= A=Y

=1=A(X*+1)+ (Bx+C)(x+1)

g x=0:>1:A+C:C:%
x=1:>1=2A+(B+C)2:>B=—%
1 yx+y)dx
) _E-[(x+1) J ooy 2 Tl I(x ST
~Lopxe1-t
2 4

1, 2xdx 1 dx
[=p+5]
(x*+1) 27 (x? +1) 2

1, 1| +]4——£77‘x +1‘+ arcTgx+c
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(x+1)
x% +1

+= arCTgx+c
4 2

7.26.- | ———
Ix(x 24 x+1)

Solucion.-
J‘ dx _J~AdX J‘ Bx+C
X(X2+x+1) X (x> +x+1)
—21 :A+—ZBX+C =1=A(X* +x+1)+ (Bx+C)x
X(X“+x+1) x (X“+x+1)
Xx=0=1=A= A=1
ix=1=1=3A+B+C=B+C=-2
Xx=-1=1=A+B-C=B-C=0

%) :Idx I(x+1)dx 3 I(2x+2)dx

dx (*), luego:

(X2 +x+1) (x> +x+1)
1 (2x+1)+1 B Cle(@x+Ddx 1 dx
=t -[(x +X+1) =77 ZI(x2+x+1) Zj(x2+x+1)
1 dx
:€n|x|——£77‘x +x+l‘——.[
2 2 (x2+x+%)+%
1 1 dx
= (| -=tnx*+x+1-=
2 s 2I(x+%2+(ﬁ/)2
x+y
—€77|x|——£77‘x +x+1‘———arCrg
2,
:€n|x|—££n‘x2+x+1‘—%arng;1+c
797. J-ZX +5X— 1I
X2+ x* - 2x
Solucion.-
(2x* +5x—1)dx _ ¢ Adx Bdx Cdx _
j (¢ +x* —2x) _I X +-[(x—1)+-[(x+2) (), luego:
2x*+5x-1 A B C

X290 X (=1 (x+2)

2X% +5x—1= A(X=1)(x+2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)
X=0=-1=-2A=A=1

4{X=1=6=3B=B=2

x=-2=-3=6C=C=-1
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(*)=% d—;+21(xdi<l)_% (XOJI:(Z):%gn|x|+2£77|x—14—%£77|x+2|+c
7-28'I X2 +2Xx+3
(x-D(x+1)*
Solucién.-
2
j X +2x+32dX:J- Adx +I Bdx +,[ Cdx2 (%), luego:
(x=1D(x+1) (x=1) “(x+1) ‘Y (x+1

X +2x+3 A B C
2 = + + 2
x-D(x+D)° (x-1) (x-1) (x+1
X2 +2X+3=A(x+1)° + B(x=1)(x+1) + C(x-1)
Xx=1=6=4A=A=3/
4x=-1=22=-2C=C=-1
x=0=3=A-B-C=B=-1

3pdx 1 dx dx 3 1 1
® —‘f o1 2ot T 2 A i e

——+C
x+1

7.29.- de

2 x+1

Solucion.-

j3x2+2x—2dX:J- 3% +2x -2 J-Adx J-(Bx+C)dx
x* -1 (x—l)(x2+x+1) (X* +x+1)
K +2x-2 A . Bx+C

(X=D(X*+x+1) x-1 (X*+x+1)

3x% +2x—2= A(X* + x+1) + (Bx+C)(x-1)
Xx=1=3=3A= A=1

iX=0=2-2=A-C=C=3
Xx=-1=-1= A+(-B+C)(-2) = B=2

(*)ZJ» dx J-(22x+3)dx J-(2x+1)+2

Xx—=1 J(xX"+x+1) (x> +x+1)
J~(2x+1)dx I dx
(x> +x+1) (X2 +x+1)

dx
(x+ 1+ (V3))y

=€77|X

:€n|x—ﬂ+€n‘x2+x+l‘+2.[

(*), luego:
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ﬁn‘(x1)(x2+x+1)‘+2\/,/arcrgx+}/
—En‘(x 1)(x? +x+1)‘+£arc gzi(/gl

c

7.30.-IX -x° +2>2< —x2+2
(x=D(x“+2)
Solucién.-
x4—x3+2x2—x+2 Adx (Bx+C)dx (Dx+E)dx
(x—=1)(x* + 2)? I -[ (x*+2) -[
xt—x®+2x° —x+2 A Bx+C Dx+E
(Xx=1)(x* +2)? Cx- 1 (x> +2) (x +2)°
X=X+ 2x% = x+2= A(X* +2)* + (Bx+C)(x-1)(x* +2) + (Dx+ E)(x-1)
= A(X* +4x* +4) + (Bx+C)(x* +2x—x* —=2) + Dx* - Dx+ Ex-E
= AX* +4AX* + 4A+ Bx* + 2Bx* — Bx® —2Bx+ Cx®> + 2Cx—-Cx* - 2C
= +Dx* - Dx+Ex—E
=(A+B)x*+(C-B)X*+(4A-C+2B+D)x*+(-2B+2C -D+E)x+(4A-2C -E)
Igualando coeficientes, se tiene:
A+ B =1
- B+ C =-1
4A+2B- C+ D =2 |.A=Y B=2/C=-1/ D=-1E=0
-2B+2C- D+ E =-1
4A -2C - E =2

(*), luego:

dx (/X y)dx xdx

()= J‘x—l I (x> +2) J.(x2+2)2
1 2xdx 1 dx 1, 2xdx
Ix 1 39 (x%+2) 3-[(x 21+2) 2J‘(x2+2)2
V2 11

=_£77|x 1+= En‘x +2‘——arc g\/_ )

1 V2 S
zgm‘(x 1)(x? +2)\ arcz'g\/— 2(x°+2) +2)

+C

731.- A
X3 + x? -1

Solucién.-
I 2x2 —7x-1 dx:j 2x2—7x—1dx J-Adx I Bdx .[ Cadx

> 5 5 (*), luego:
X*+ X" —x-1 (x=D)(x+12) (x+1) J(x+1)
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2x% —-7x-1 A B C

3, o2 - + + 2
(X*+x"=x-1) x-1 (x+1) (x+1)
2x° —7x—1= A(x+1)* + B(x-1)(x+1) + C(x 1)

X=-1=28=-2C=C=-4

dx=1=-6=4A> A=—%

x:O:—le—B—C:B:%

dx
()___Ix 12 x+1 j(x+1) 2

677|x I+= €n|x+]4+—1+c

x+1

(X 1)°
3x2 +3x+1

X3+ 2x% +2x+1
Solucion.-

I 3x* +3x+1 dx=.[ (3x® +3x+1)dx =J-Adx+J~(Bx+C)dx

X2+ 2% +2x+1 (X+D(X*+x+1) I x+1 Y (X +x+1)
I +3x+1 A L Bx+C

(X+D(X*+x+1D)  x+1 (X*+x+1)

3x% +3x+1= A(X* + x+1) + (Bx+C)(x+1)
x=-1= A=1

“1X=0=1=A+C=C=0
x=1=7=3A+(B+C)(2)=>B=2

. 2xdx (2x+1) 1
)= J.x+1 J.(x2+x+1)_€ x4+ J.(x +x+1)

(2x+1)dx _J- dx
(X2 +x+1) < (X*+x+1)

7.32.-]

:€n|x+1|+j

=£77|x+1|+£77‘x2+x+1‘—.|.

dx
(x2+x+%)+(J%)2

—én‘(x+1)(x +x+1)‘—£arc 92x+1

7.33._Ix +7x2 —5x+25
(x=1D)°(x+1)
Solucion.-

(*), luego:
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IX3+7X2_5X+5 ZIAdX+J. Bdx ICdX .[ Ddx I Edx (*), luego:

+

(x-1)°(x+1)° (x-1)° Y (x+D) Y (x+1* J(x+1)°
x> +7x*—5x+5 A B C D E

= + + + +
(x=D*(x+1)°> x-1 (x=-1)° x+1 (x+1)* (x+1)°
X2+ 7x* =5x+5=A(X-1)(Xx+1)> + B(x+1)° + C(x—1)*(x +1)?
= +D(x=1)?(x+1) + E(x-1)*
= Ax* +2Ax° —2Ax— A+ Bx® +3Bx* +3Bx+ B+ Cx* - 2Cx* +C
= +Dx® - Dx* —Dx+ D+ Ex* - 2Ex+ E
=(A+C)x*+(2A+B+D)x*+(3B-2C-D+E)x?
= +(-2A+3B-D-2E)x+(-A+B+C+D+E)
Igualando coeficientes, se tiene:

A +C =0

2A + B +D =1
+3B-2C- D+ E= 7 |..A=0,B=1,C=0,D=0,E=4

-2A +3B -D-2E=-5

- A+B+ C+ D+ E= 2

dx 1 2 X —4x-1
() = [ 4] L2 oo x oAl
(x— 1) (x+1) Cx-1 (x+1) (x=D(x+1)
2xdx
734 - | ————
I(x2 +X+1)°
Solucion.-
2xdx (Ax+B)dx ¢ (Cx+D)dx
= + *), luego:
J.(x2+x+l)2 I X2+ x+1 J.(x2+x+l)2 *) J
2X Ax+B Cx+D

P +x+1)% X +x+1 (X +x+1)°
2X = (AX+B)(X* + X +1) + Cx+ D = 2x = Ax®> + AX* + AX+ Bx* + Bx+ B+Cx+D
= A’ +(A+B)x* +(A+B+C)x+B+D, igualando coeficientes se tiene:

A =0

A+B =0
A+B +C =2
+D=0

~.A=0,B=0,C=2,D=0
(*) = I 2xdx , de donde el método sugerido pierde aplicabilidad; tal como se
OC+x+1)°
habia planteado la técnica trabajada debe ser sustituida por otra:
I 2xdx =.[ (2x+1)dx _J- dx
(X*+x+1) Y (X2+x+1) (X2 +x+1)?

174



=I (2x+Ddx 16 dx (+%)

2 I 2 \
( H 9
X2+ X+ {[%@(H%)} +1}
sea:u =y\/§(x+%),dx = f% du, entonces:

(%) —%—Eﬁj% trabajando la integral sustituyendo
X“+x+1 9 2 7 (u+)
trigonométricamente:
1 83 sec? 6d6
=— -~ , ya que:u =rgé,du =sec’ 4dg
X*+x+1 9 -f sec* @ yaq 7
=—— 1 —8\/5 1arCTgu+l 2U
X“+x+1 9 |2 2 (U +1)
2
1 831 2 Z by
=—— - —arwg—(x+%)+ +C
XX+x+1 9 |2 J3 2[%(x+%)2+1}
1 83 X+ 75
=— - arcrg—(X+ +,) + c
X +x+1 9 |2 J3 % \@[%(XJF%)ZH}

1 43 2 g (x+1)
il o arCTgﬁ(x+%)—§[%(X+%)z+1J+c

x> +2x+3

7.35.-I34dx
X —X
Solucién.-
2 2
jx +32x+3|X:J- X*+2x+3 IX:J-AderJ Bdx +J~ Cdx (%), luego:
X* =X X(X=1)(x+1) X (x=1) ‘Y (x+2)

X2 +2X+3 :é+i+i

x(x=D)(x+1) x (x=1) (x+2)

X2 42X+ 3= A(X=1)(x+1) + Bx(x+1) + Cx(x —1)
X=0=3=-A= A=-3

ix=-1=2=2C=C-=1

X=1=6=2B=B=3

dx dx dx
(*) _—3I7+3.|' D +I(x+1) =-3(n|X|+3(n|x—-1+ (n|x+1+c
-1 1
RCS IR
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(2x* —3x+5)dx
(X+2)(x=1)(x-3)
Solucién.-
2x* —3x+5 Adx Bdx Cdx
J Sl el |
(x+2)(x-D(x-3) (x+2) Y (x-1) J(x-3)
2x* —3x+5 __A . B . C
(x+2)(x-)(x-3) x+2 x-1 x-3
2x*> —=3x+5= A(X-1)(x-3)+ B(x+2)(x—3) + C(x+ 2)(x—1)

x=1:4=—6B:>B=—y

7.36.-]

(*), luego:

3
. x:3:>14:100:>0:%

Xx=-2=19=15A= A:1%5

dx 2 dx+7 dx 196
x+2 37x-1 5x-3 15
3x*+x-2
(x=D(x* +1)
Solucion.-
j 3x2+x—2 J~ Adx I(Bx+C)dx
(x—l)(x2+1) (x-1)
+x-2 A L Bx+C
(x=D(x*+1) x-1 x*+1
3xX° +x-2=A(X* +1)+ (Bx+C)(x-1)
Xx=1=2=2A= A=1
iX=0=2-2=A-C=C=3
X=2=12=5A+2B+C=B=2

(*)zjxdi( +I(2x+3)dx _[ JZde 3J~ dx

()——

77|x+2|——€77|x +— €n|x 3+c

7.37.-[

(*), luego:

x* +1 x? +1 x* +1
:€n|x—]4+€77‘x2+1‘+3ar0rgx+c:Kry‘(x—l)(xz+1)‘+3arng+c
7 38.- I (x+5)dx

X —3x+2
Solucién.-

J~(x+5)dx :J~ (x+5)dx .[ Adx J- Bdx J~ Cdx (¥, luego:

X*=3x+2 ¢ (x=1)*(x+2) (x ) Y (x=D)* Y (x+2)
X+5 _ A+ B

x*—3x+2 x-1 (x—l)2 (x+2)
X+5=AX-1(x+2)+B(x+2)+C(x-1)?
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X=1=26=3B=>B=2
=-2=3=9C=C=Y

x:0:>5:—2A+B+C:>A:—%

1 2 1
__I(X = I(X -1’ I(x+2) B R R A

1 (x+2 2
=—(n|——|—-——+C
3 |x-1] x-1
J~ 2x° +3x% +x-1
(X+1)(x* +2x+ 2)*
Solucion.-
3 2 _
I(ZX +3x2 + X 1)dz<:IAdx+I (I?x+C)dx +J- (Ex+ E)dx2 (#), luego:
(X+D)(X“+2x+2) X+1 Y (X*+2x+2) Y (X"+2x+2)
2x°+3x°+x-1 A Bx+C Dx+E

(X+1)(X> +2x+2)? X+l (x> +2%x+2) i (x> +2x+2)°

2x° +3x% + x—1= A(X* +2x+ 2)* + (Bx+ C)(X* + 2x+ 2)(x+1) + (Dx+ E)(x +1)
= AX* +4AX° +8AX* +8AX+4A+ Bx* +3Bx° + 4Bx” + 2Bx + Cx> + 3Cx” + 4Cx
= +2C + Dx* + Dx+ Ex+ E

=(A+B)x'+(4A+3B+C)x*+ (+8A+4B+3C + D)x*

= +(8A+2B+4C+D+E)x+(4A+2C+E)

Igualando coeficientes, se tiene:

A + B =0
4A +3B + C = 2
8A +4B +3C +D = 3 | A=-1B=1,C=3D=-2,E=-3
8A +2B +4C +D+E=1
4A +2C +E=-1
(*)Z_I J- (x+3)dx _J- (2x+3)dx
x+1 (X +2x+2) Y (xX*+2x+2)°

_ a1 (2x +6)dx B (2x + 2) +1dx

==t ]4+2I(x2+2x+2) J.(x2+2x+2)2

_ a1l (@x+2)+4 ¢ (2x+2)dx dx

pdle j(x2+2x+2)dX I(x2+2x+2)2 I(x2+2x+2)2
=—f77|X J-(2x+2)dx J- dx _J- (2x+2)dx _J- dx

(X* +2x+2) (x2+2x+2) (X2 +2x+2)° J (xX*+2x+2)°
l 1 j dx

(x+1) 12X 4 2x+2 [(x+1)2+1]2

=—ln|x-1+= ﬂn‘x +2x+2‘+2j
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:—£n|x—]4+%£n‘x2 +2x+2‘+2arcfg(x+1)

1 1 1 x+1 1
=>+-— == ——arcrg(x+1)+c
2X°4+2X+2 2X+2x+2 2

VX2 +2x+2

X+1

(2x% +3x—1)dx

X2+ 2x2 +4x+2
Solucion.-

I(2x2+3x—l)dx :J- (2x* +3x—1)dx :J- Adx +I (Bx+C)dx

42X +4x+2 I (x+D(X*+2x+2) T (x+1) Y (X*+2x+2)
(2x*+3x-1) A N (Bx+C)

(X+D(X*+2x+2) (x+1) (X*+2x+2)

2X% +3x—1= A(X* + 2Xx+2) + (Bx+ C)(x +1)
X=-1l=-2=A=A=-2

“iX=0=-1=2A+C=C=3
x:1:>4:5A+(B+C)(2):B:4

(*)Z—j J~(4X+3)dX

(x+1) < x"+2x+2
(2x+2)dx dx

——2€7y|x+]4 -[x +2X+2 2-[x2+2x+2

=—2€77|x+1|+2£77‘x +2x+2‘—2ar0rg(x+1)+c

(2x+1)dx

3¢ +2x-1

Solucion.-

j (2x+1)dx :I (2x+1)dx :I Adx +J- (Bx+C)dx
3 —2x-1 I (x-D@Bx*+3x+1) J(x-1) J(Bx*+3x+1)
(2x+1) _ A N (Bx+C)

(Bx*=2x-1) (x=1) (3x*+3x+1)

2x+1= A(3x* +3x+1)+ (Bx+C)(x-1)

x=1=3=TA= A=

garc g(x+1)—— X

.y _*
g 21 2xt2

740]

(*), luego:

——2¢ |x+1|+2j2x%i)+21d

7.41.-]

(*), luego:

: x:Ozle—C:C:—A
x=-1=-1= A+(-B+C)(-2) = B:—%

(%) =

I J-(9x+4)dx 3 19 (6x+3-14)dx
(x-1) 7 3x2+3x+1_7 3x2 +3x+1
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3 (6x+3)dx 1 dx
14I |

=—/
7 X 3x?+3x+1 14 3x? +3x+1

3
:7éf7|x ]4——(77‘3x +3x+1‘ m 3(X+}/) +}/
3 dx

3
:7€77|X—1|—ﬂ€77‘3xz +3X+1‘+7IW

3 3 NG
:7€n|x—ﬂ—ﬂ£n‘3x2 +3x+1‘+zamrg2\/§(x+%)+c

4 J~ x*—2x* +3x+4
(x=1)°*(x* +2x+2)

Solucion.-

I x*—2x* +3x+4 dx=j Adx +J- Bdx J» Cdx I(Dx+E)dx
(x=1)°(x* +2x+2) (x-1) < (x-1)° Y (x=-1D® J(x*+2x+2)
x'—2x* +3x+4 A B C Dx+E

- + + +

(X=D*(x*+2x+2) (x=1 (x=-1D> (x=1° (xX*+2x+2)

X' =2x2 +3x+4 = A(Xx=1)°(X* + 2X+ 2) + B(x=1)(Xx* +2x+ 2)

= +C(X* +2x+2) + (Dx+ E)(x-1)°

X' =2x2 +3x+4 = A(X* = 2X+1)(X* +2x+2) + B(x® + 2x* + 2x — x> —=2x - 2)

= +C(X* +2x+2) + (Dx+ E)(x* —=3x* +3x-1)

X —2x% +3x+4 = Ax* — AX®* —2Ax+2A+ Bx® + Bx* —2B + Cx* + 2Cx + 2C

= +Dx* —3Dx® +3Dx* — Dx + Ex® —3Ex* +3Ex—E

x'—2x*+3x+4=(A+D)x*+(B-3D+E)X*+(-A+B+C+3D-3E)x*
= +(—2A+2C-D+3E)x+(-2A-2B+2C-E)

Igualando coeficientes se tiene:

(*), luego:

A +D =1
B -3 + E =0

- A +B +C 43D -3E =-2
—2A +2C -D +3E = 3
2A 2B +2C -E =4

10 9 _1 _10
< A=100755:8=995.C = 9.0 =195, E =102
(1067 Ox 0 f L [ (19x102)0x

1259 x+1 25 (x 1) 59 (x— 1) 125 (X* +2x+2)
106,y 9 16 1 19 (x+102/ )
125 25x-1 5(-2)(x—1)° 1259 (x*+2x+2)
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_1os, Inlx-1+ j(2X+2)+8%3
T 125 25(x 1) 5(x 1)? 250 (X* +2x+2)
_ 106, rnlx—1+ 3 fﬂ\x +2X+2‘ ,1/9'166J» 2 dx
T 125 25(x 1) 5(x-1)> 250 250 14 ¢ (x> +2x+1)+1
106 | _1| 3 KU‘X +2X+2‘ 166J' dX2
T125 25(x ) 5(x—1) ' 250 2507 (x+1)% +1
106 Cn|x-1]+ 3 19 M‘x +2x+2‘+—6arCrg(x+1)+c
T125 25(x ) 5(x—1) @ 250 250
e'dt
743.- | ——
J‘e2‘+3e‘+2
Solucién.-
t t
IZt edtt =I t edtt (*), Sea:u=e'+ldu=e'd;e' +2=u+1
e +3e +2 J(e+2)(e +2)
Luego:
Adu Bdu
+ ok
()I(u+1)u J‘(u+1) -[u (%)
A B

+—=1=Au+B(u+l)
(u +1)u (u +1) u

|u=0=1=B=B=1

"{u=—1:>1=—A:>A=—1

I au_, d—u=—£n|u+]4+€77|u|+c=—€77‘et+2‘+£77‘e‘+ﬂ+c
(u+1) u

e +1
' +2

(%) =—

+C

sen@dé
cos? @ +cosf -2
Solucién.-

I sen@do :J- sen@do (%)
cos?@+cos@—2  (cos@+2)(cosfd-1) = '
Sea:u=cos@d-1,du=-senfddd,cosfd+2=u+3
Luego:

7.44.-j

- du Adu Bdu
(*)J.(u+3)u:_-[u(u+3):_I u _ju+3
1 A B

=—+——=1=A(u+3)+Bu
uu+3) u u+3

u=0=1=3A= A= 1/

()

' u:—3:>1:—38:>B:—%
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l du 1 1
(**)———J. 3y —§£17|u|+§£17|u+3|+c

= —%£n|c039—]1+§£77|c050+ 2|+c, Como:|cosd| <1, se tiene:

1 1 1
:—§£n|1—c036|+§£n|2+cosé?|+c:gfn

2+cosd
1-cosé@

49yl 2
7'45"I4X 32x : X +3X+1dx
(X*+x°=x-1)

Solucion.-

4 3 2 2
I4X 32x 2x +3X+1dx=j Ax—6+ 39x erx 5 dx
(X*+x°=x-1) XT+ X =x-1

—I4dx I6dx J-(9x + X —5)dx 9 By I(9x +X— 5)dx()
X+ x2—x-1 X+ x2-x-1

Trabajando sdélo la integral resultante:

9x? + x —5)dx 9x? + x —5)dx Adx Bdx Cdx
j(3 > ) :j( > ) :j +J' 2+I (**), luego:
X*+ X —=x-1 (x+1)°(x-2) (x+1) < (x+1) (x-1)
Ox*+x-5 A N B N C

C+x2—x-1) (x+1) (x+1)? x-1
=9x* +X-5= A(x+1)(x—=1) + B(x-1) + C(x+1)*

x=1:>5=4C:>C:%

s x=—1:>3=—2B:>B=—%

X:O:>—5:—A—B+C:>A:3%

31 dx 3 dx 5¢ dx 31

O — = — X— C
)= 2-[(x+1) 4I( 1) Il ]4+2( ) 4’7| i+

(*¥) = 2%? —6x+3—€77|x+1|+ 77|x I+c

1) 4
3x*dx

(x> +1)°

Solucion.-

4 4 2
J' 32)(dX2:J' 43Xd:( :3_[1 2x2 +1 i _3J-d J.ZZ( +12dX
(x*+1) (X" +2x°+1) (x +1)? (x*+1)

746j

~3x- j(ix +)1d (*)

Trabajando solo la integral resultante:
I (2x* +1)dx J- (Ax+ B)dx I (Cx+ D)dx
(x* +1)? (x> +1) (x? +1)?

*x) , luego:
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(2x*+1) Ax+B  Cx+D
(xX*+1)°  (X*+1) (X*+1)7°
= 2X° +1= Ax® + AX+Bx* + B+ Cx+ D = 2x* +1= Ax’* + Bx* + (A+ C)x+ (B+ D)
Igualando coeficientes: A=0,B=2,A+C=0=C=0,B+D=1=D=-1

dx dx 1 X
*k) =2 — =2arcrgx——| arcrgx + +C
(%) J(x2+1) j(x2+1)2 7 2( 7 1+x2j

= 2x* +1=(Ax+B)(x* +1)+Cx+D

:Earng——2+c
2 2(1+x2)

(*) =3x—garcfgx——2+c
2 2(1+x%)
(2x* +41x 91)dx
x® —11x+12

747[

Solucion.-
J~(2x +41x —91)dx I(2x2+41x—91)dx
X2 —11x+12 4 (x=1)(x+3)(x—4)
2X° +41x—91)dx Adx Bdx Cdx
:j((x—l)(x+3)(xi4) :-[x—1+-[x+3+-[x—4
(2x* +41x—91) __A . B N C
(X=-D(x+3)(x—4) x-1 x+3 x-4
(2x* +41x—91) = A(X+3)(x—4) + B(x-1)(x—4) + C(x—1)(x+3)
x=-3=18-123-91=B(-4)(-7) = B=-7
“94Xx=4=32+164-91=C(3)(7)=>C=5
X=1=2+41-91=A(4)(-3) = A=4

dx dx
(+) = I - j(x+3) jx 4)_4f77|x—14—7fn|x+3|+5£n|x—4|+c

|(x -1 (x 4)° |+C

| (x+3)" |

(2x* +3x® —x —1)dx

(Xx—=D(X* +2x+2)*

Solucion.-

I 2x4+3x3—x—1 J- Adx J- (Bx+C)dx +I (Dx+E)dx
(x—l)(x2+2x+2) (x=1) < (xX*+2x+2) J(xX*+2x+2)°
2x* +3x* —x-1 __A . Bx+C . Dx+E
(X=D(x*+2x+2)* (x=-1) (xX*+2x+2) (X*+2x+2)*

2x* +3x% = x—1= A(X* + 2x+ 2)* + (Bx + C) (X =1)(X* + 2x + 2) + (Dx + E)(x —1)
2x" +3x° = x—1= A(X* +4x* + 4+ 4X° +4x% +8x) + B(x* + 2x° + 2x* — x* = 2x* - 2X)
= +C(X® + 2% +2x— X* —2X—2) + D(X* = x) + E(x 1)

(*)

7.48.-j

(*), luego:
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2x* +3x° —=x—1=(A+B)x* + (4A+B+C)x* + (8A+C + D)x*
= +(8A-2B-D+E)x+(4A-2C-E)
Igualando coeficientes se tiene:

A + B = 2
4A + B + C =3
8A + C +D =0
8A -2B -D+E=-1
4A -2C -E=-1

"'A:y&B:475'(3:1%5’[):‘%&%
(¥) = I(MX +16)dx _1-‘- (8x—1)dx
1 257 (xX*+2x+2) 57 (x*+2x+2)?
_3, enlls 47J,(x+ Aﬂdx §I (x—%)dx
(X*+2x+2) 5% (X* +2x+2)?
3 el 1| (2x+2) - A7dx I(2x+2) /
(X*+2x+2) (x +2x+2)°
B J-(2x+2)dx 62 I (2x + 2)dx
- (x2+2x+2) 509 (x° +2x+2) 59 (x2 +2x+2)?

9 JL
59 (x* +2x+2)?

dx 4_[ 1

:—€n|x 1|+—€77‘x +2x+2‘ Dl 5t 2xa )

25

s '[ (x+1) +1
4

c (n|x- 1|+—€77‘x +2x+2‘——ar0rg(x+1)+m

2
9|1 X+1
= += arCrg(x+1)+—— +C
512 2 X2 +2x+2
Ox+17

:ifn|x—1|+ﬂf77‘x2 +2x+2‘——arCrg(x+1)+2—+c
50 50 10(x + 2%+ 2)

749 Ie +e" -2

Solucioén.-

J' dx :.[ dx :J- dx
e +e* -2 J(e")’+e* -2 [(eX)Z +ex+%}_2_%

183



du

u-%

d X x
= [eu%f_(%)z (*), Sea:u=e +%,du=e dXx = dx =
Luego:
du

% Adu Bdu Cdu
OfF (/) j(u y><u+/><u /) Iu—% I(u+/) I(u /)( K

(u- %(u+/)(u 3) (- % (u+/) (u- /)
1= AQu+3)u-34)-Bu- Y- +Cu-¥)u+3)

U= Y =1 AQ(D=A--Y
AU=-3=1-B(H=B= Y

—%:1—0(1)(3):(:—}/
1 1
) "j( u-1) 6I(u+/) 3j(u %)
:——ﬁn‘(u—}/)‘+—€n‘(u+/)‘+—£n‘(u—/)‘+c

‘(u+/)(u
6\ oty | T R
sen xdx
cos X(1+ cos’® x)

Solucion.-
I sen xdx J- —sen xdx __I du __.[Adu_j(Bu+C)du

cosx(L+cos’x)  cosx(l+cos?x)  °u(l+u?) (1+u?)
Sea:u =cosx,du =-sen xdx
1 A (Bu+C)
=—+
u@+u®) u  (1+u?)
1=A+Au’+Bu’+Cu=1=(A+B)u*+Cu+A
Igualando Coeficientes se tiene:
A+B=0=B=-A=B=-(1)=>B=-1
~.1C =0,
A=1

(¥) = j

7.50.-j

(%)

=1=Al+u®)+(Bu+C)u

udu

=—(nu 1+u®

+c=—/n|cos x|

1+ (cos x)*
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1 2
A1+ (cos x) e

COS X

(2+7g°6)sec’ do

7.51.-
I 1+79°0

Solucion.-
I(2+rg249)sec2 0dé :I(2+u2)du :J- (2+u®)du
1+7g9°0 (1+u®) (L+u)(u?-u+1)
Sea:u =rg#,du=—sec’ 6dg
I(2+UZ)du_I Adu ,[ Bu+C
(1+u®) (1+u) —u+1)’
(2+u*) A . _Bu+C
1+u®)  (1+u) (U -u+l)
(2+u®)=Au’—Au+A+Bu’+Bu+C+Cu
(2+u®)=(A+B)U*+(-A+B+C)u+A+C
Igualando Coeficientes se tiene:
A+B =1
-A+B +C=0|..A=1B=0,C=1
A +C=2

(*)

luego:

= (2+u*) =AU’ -u+1)+(Bu+C)(1+u)

du

(*) =
J-1+u I u+l J.l+u '[(u }/) +(f/)

=(nl+u|+ arcrg y+c Cnl+ul+ 2arwgﬁ+c
I/ / V3 V3
(2rg6-1)
=(nll+r (9+—aI’CT —~+cC
nft+zg6) [
759 j (5x° + 2)dx
—5%% +4x
Solucion.-
3
J~ (5x° + 2)dx J~ (5x° + 2)dx :J~Adx+J~ Bdx +J- Cdx *)
—5x2+4x 4 x(x-1)(x—4) X (x=1) “(x-4)
(5% +2) =é+ B + ¢ , Luego:

X(x=D(x-4) x (x=-1) (x-4)
(5x* +2) = A(x—1)(x—4) + Bx(x —4) + Cx(x-1)
Igualando Coeficientes se tiene:
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x:0:>2:4A:>A:%
: x=1:>7=—3B:>B:—%
x:4:>322:12C:>C:16%
dx 7 ﬁ 161 dx 1

()— =__ 5 n_z x|——£77|x 14+—e;7|x 4+c
X3 (x—4)
=—£ X f X— 1+—£ X— 4+c——€ —_—
BT S o
j x5dx
(x* +1)(x* +8)
Solucion.-
J~ x°dx _J- X dx
(C+D)(x¥+8) I (x+D(X* —=x+D(x+2)(x* —2x+4)
IAdX J-de J»(CX+D)dx J-(Ex+F)dx (+), luego:
x+1) J(x+2) X+1) 2X+4)
x° A B Cx+D Ex+F

= + + + , luego:
(C+D(x*+8) (x+1) (x+2) (X*—x+1) (x*—2x+4)

X° = A(X+2)(X* = X+1)(X* = 2X+4) + B(X+1)(X* = x+1)(x* —2x + 4)

= +(Cx+ D)(X+D(Xx + 2)(x* = 2x + 4) + (Ex+ F)(Xx + D (X +D)(x* = x+1)

X° = A(X® +8x* — X —8X+X>+8)+ B(X° —2x* +4x> + x> —2x+4)

= +(Cx+ D)(x* +8x+ x> +8) + (Ex+ F)(x" + 2x* + x+ 2)
X°=(A+B+C+E)X°+(-A-2B+C+D+2E+F)x*+(A+4B+D+2F)x®

= +(8A+B+8C +E)x* +(—-8A—-2B +8C +8D + 2E + F)x+ (8A+ 4B +8D + 2F)
Igualando coeficientes se tiene:

A +B +C + E =1
-A -2B + C + D +2E+ F=0
A +4B + D +2F =0
8A + B +8C + E =0
8A -2B +8C +8D +2E + F=0
8A +4B +8D +2F=0

A= %1’ /1’C“41’ %1’E=1V1’F:‘1621

(+) =— dx + J-(2x 1)dx j (x—1)dx
219 x+1 21 (x+2) 217 (x? —x+1) 21 (x* —2x+4)
1 (2x—2)dx
=——/n|x+1+="1n|x 2——f X2 — X
TR |+21 1 =gl —x g I “ox+4
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__1 8 I S A Ve
= 21617|x+]4+21£17|x+2| Zlfn‘x x+1‘ 21£n‘x 2x+4‘+c

1, [x+2)0¢ -2x+8) |

21 77‘ X+ —x+1) ‘
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CAPITULO 8

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES D SENO Y COSENO

Existen funciones racionales que conllevan formas trigopnométricas, reducibles por
si a: seno y coseno. Lo conveniente en tales casos es usar las siguientes

. Es facil llegar a verificar
+2
2

sustituciones: z =g g de donde: x=2arcrgzy dx = 12d22

: . 21
que de lo anterior se consigue:senx = > Y COSX= 5
1+z 1+z

EJERCICIOS DESARROL LADOS

8.1.- Encontrarj

2—COS X

Solucién.- La funcién racional con expresion trigonométrica es: , Y su

2—C0S X
solucién se hace sencilla, usando sustituciones recomendadas, este es:
1-2°
1+ 2?

z—rg5 X=2arcrgz dx—2—dZ COSX =
2 1+

2dz 2dz
j dx 14 72 ZI M =J' 2dz _.[ 2dz

= _ 2 2 - 2
2+27-1+7 3% +1 Y 3(z +%)
2

_ 52
2—C0S X 5 1-z
== =— 3arCrg\/§z+c recordando que: z_rg— se tiene:

_1+22 1477
z +(‘/ )
:5\/§arcrg\/§rg S+e

Respuesta:j o =§arch\/§rg§+c
sx

8.2.- Encontrarf
2—-senx

Solucion.- Forma racional:

2-senx’
o X 2dz 2z
sustituciones: z=rg—,x=2arcrgz,dx=——,senx=——.
2 1+z 1+z
J' dx _ l+Z J' _J~ ,Zdz :J- dz
2-senx 2+27° —22 Z+72-2) T (*-z+))

_1+Z %
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Ahora bien:22—z+1:(zz—z+%)+1—%=(z_%)u%:(z_%)z“\@é)z

2z-1
2

*

arc 7g

dx _ 1 .
J-(z—%)er(*@A)2 *@Aamg /

—iarCTg E+c recordando que: z = rgf se tiene:
Jﬁ 3o ' 2’ '
279 1
——arc Tg—5— /
2rg %, -1
Respuesta:j e = 2V3 arcrg A +c
2-senx 3 J3
8.3.-Encontrar: jd—e
4-5co0sd
Solucion.- Forma racional; ———,
4-5cosé
N . 0 2dz 1-7?
sustituciones: z=rg—,Xx=2arcrgz,dx=——,C0SX = >
2 1+1z 1+1z

2dz 2dz
J’ dx _I 1+ 72 jj' J,A/f{ _J- 2dz _J- 2dz

_ - 2 2 2 2 1 2
4-5c0s0 4_5(1 22 4+47° -5+57 9z° -1 Jo(z %)
+Z

ZEJ' dz ‘ }/‘ 1
9 72— (L7 92‘(% \z+y\ 3

Recordando que: z=7g g se tiene: ==

3rg/
4—5c0s0 3 3796/+1
do

3cos@+4send
Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:

| do | 1+7° | 17
3cosf+4send 3£1—22J+4( sz 3-372+8z

1+2° 1+2° 1477

‘&

3z—1
3z+1

31'g ‘7
319‘7—%1

+C

Respuesta: 'f d9 1

8.4.-Encontrar:j
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- 20z :_EIL
—3(22—%2—1) 3 22—%2—1’
2 -847-1=(2" - 842+160)-1-16/ = (2 4£)* (%)’ luego:
%J'(Z_y)dzz_ 7 2,sea:w:z—"rg),dW:dz;de donde:
5% S
32</> =455y

1 319‘7
- 3rgé/+1

pero:

-9 . 0 .
+c, como:z=799, , se tiene:
3z+1

_ do 1, 3f96/
Respuesta.j —
3cosO+4send 3r9‘7+1
8.5.-Encontrar:j dg
3+2cos@+2send
Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz 2dz
| do - 1+72 - 1+72
2 92
3+2cos@+2send 349 1-z L9 2z 3+2 2§ N 4z2
1+7° 1+ 2 1+z° 1+z
2dz

:j 1t =.[ 2dz =.[ 2dz =2arcrg(z+2)+c

3+32°+2-27°+4z V7" +4z+5 Y (z+2)7%+1
17
Como:z=1rg ‘92 , Se tiene:=2arcrg(rg %+2)+c
déo

3+2cos@+2send

dx
rgf—-send
Solucién.- Antes de hacer las sustituciones recomendadas, se buscara la
equivalencia correspondiente a rgé

Respuesta:j =2arcrg(rg %+2)+c

8.6.-Encontrar:f

_send
J"/Z{ = = procédase ahora como antes:
S cos® 1-7°2 1-z

1+77
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2dz 2dz
I dx :,[ 14 72 ZJ. 177 ZJ» 2(1-z%)dz
rgd—send 2z 21 22(1+2%)-2z(1-7%) 7 27 +27° 27 +27°
1-72° 1+7° 1- ZZ)M
_ 2
:I(Z 2z )dzzlj-z,sdz_l dz 12 1
2 27 2 47 2

Como:z=1g 92 , Se tiene: = —%(cwg2 %)—%Eﬁ‘rg %‘+c

Respuesta: Iﬁ= —%(cwg2 %)—%Zn‘rg %‘+c

8.7.-Encontrar: I—
2+senx

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
J' dx _ 1+ Z J' J‘ dz ZJ- Z
2+senx 2+27°+27 Y P+z+1 (22+z+%)+%
l+ v J/
| 2dz 1 arCTg(2+}/) aorg 2L
Ty B TR

Como:z=7g%;, se tiene:=—=arcrg —5—

279//+1
Jg
dx ZTg//+1

— = —_—arc
2+senx J§ N—pn
cos xdx

1+cosx
Solucion.-usando las sustituciones recomendadas:

(1—22](2(12] (1—21( 2dz ]

J~cosxdx :I 1+ 2% \1+ 22 J- 1+2° J-Z(l—zz)dz :J-(l—zz)dz

1+C0S X 11 72 1;yz’f+17{f a+2%) 7 1+ 2%)
1+Z JA/Z{

‘I( (zz J;ll))dz ‘I(_l ] de—Id“Zf =-Z+2arcrgz+c

Como:z=1rg X2 , Se tiene: = —rgE+2arCrg(rg E)+c

Respuesta: I

8.8.- Encontrarj

cos xdx
1+ cos x

Respuesta: I :—rg§+x+c

191



dx

1+senx+cosx
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

8.9.-Encontrar:f

2dz
J‘ dx :j 1+ 72 :J- 2dz
1+S€n X+Cos X 1+( 2z j+ 1-7° 1477 +22+1-77
1+2%) \1+72°
2dz
I22+2_ m_€n|z+]1+c como: z =g 2,setlene _fn‘rg/ ].‘-{-C
) dx B X
ReSpueSta'Il+senx+cosx_EU‘TQAH‘H

dx

COSX+2senx+3
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz

8.10.-Encontrar:j

J' dx :J' 1+7 :J- 2dz :I 2dz
cosX+2senx+3 (1—22}{ 47 )+3 1-z2+4z+3+32% ?27°+27+2

1+2° ) \1+72°

z
- = —arcrg(z+1)+c, como:z=7g9 9/,
Izz+22+2 -[(z+1)2+1 9(z+1) g/

Se tiene:=arczrg(zrg %+1) +C

dx
Respuesta: =arcrg(rg X, +1)+c¢
P Icosx+23enx+3 g(gé )
8.11.-Encontrar: IM
1+sen®x

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

22 2dz 4zdz
I sen xdx _I 1+2° \1+7° I (1+ __[ 42dz _I 470z
1+sen?x . ( 27 ) 2 (L+2°)° +4z2° 1+27° + 7" +47°
+ J—

1+ 22 (1+Z )?
_I 4zdz _I 4zdz _[ 4zdz
' +62°+1 7 (' +62°+9)-8 * (z2+3)°-
Sea:w=1z°+3, dw— 220z
|w \/_| W—\/§ J8  |z2+3-48
= .[ +c— +c:—€772—+c
—(f) Z\f ‘W+f‘ 8 22 +3++/8
rg? X/ +3-24/2
Como:z=799/ setlene—\/_ﬁnZ +3- \/_ 2€ ‘ / +C
4 z +3+\/_ 4 ‘Tg2y+3+2\/_
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sen xdx 2£ ‘T92y+3 2\/_‘

Respuesta:jm—T ‘T92y+3+2\/—‘
dée

5+4cosé@
Solucion.-usando las sustituciones recomendadas:

8.12.-Encontrar: _[

2dz

j d _.[ 1+ 7 _J‘ 2dz _I 2dz _ZJ‘ dz
5+4c0s6 5+4(1—22] 5+5z°+4-47> 37249 72 +3

1+ 72
2 z ] 0 .2 79%
=§arCTg§+c, como: z =rgE, se tiene: =§arCTg—+c

3
0
T
Respuesta: I—gzg arc rgg—4+c

5+4cosf 3 3
dx
sen x+cos X

Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:
2dz

8.14.-Encontrar:j

J' dx :J' 1+7z :J- 2dz :2-‘- dz
Sen X+cos X (22 )J{l—zzj 27+1-17° (-z*+2z+1)

1+ 7° 1+72°
dz dz 7-1-2
=-2[ :_Zjﬁ:_z | |
(22 -2z+1)-2 (2-1)° - (/2) \z 1+(\
11— T 1- \/7
——anﬂm,como:z:rgxz,setiene:z g/
7-1+/2 rg/

Tg/l\/—
"leg%, 12

) dx 2
Reslouesta'IsenXJrcosx 2

sec xdx

secx+2rgx—1
Solucioén.- usando las sustituciones recomendadas:
1 dx 2dz
J‘ sec xdx _ J‘ COoS X dx _ J' 1+ 22
1

secx+2rgx—1 +239nX_1zjl+23enx—cosx 1 47 1-7°
COSX  COSX +1+z 142

8.14.-Encontrar:f
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2dz

_J‘ le-/ff _I 2dz _I Zdz _I dz )
L+22+42,4+7% 27%+41 7 Z(22+22) Y 2(z+2)
1477
Ahora bien: 1 :é+ B , de donde:
2(z+2) z z+2

1 A(z+2)+B(2)

202+7)  2z+D)

=1=A(z+2)+B(z), de donde: A= 2,B:—%

dz dz d 1 1
()J.Z(Z+2)_'[}/ IZ—Z _-|._Z__J‘z+2:E£77|Z|__€77|Z+2|+C
=£€77 +c,como:z=rg*, , se tiene:= Tg/

2 Z+2 rg/+2

rg/
rg/+2

sec xdx 1
SeCX+2rgx— 1 2

dx

1-cosx+senx
Solucién.- usando las sustituciones recomendadas:

2dz 2dz

il ] 2dz

Respuesta: I

8.15.-Encontrar:f

e —
1-cosx+senx 1_(1—22}{ 27 J I+22 A4+ +27 I22%+2z2
1+272 ) \1+7? 1477
:J' ZdZ :J- dz (*)
Z(2+2) Y 2(z+))

Ahora bien: 1 =é+ B , de donde se tiene:

2(z+1) z z+1
1 Az+1)+B(2)

M‘;(mi

=1=A(z+1)+B(z), de donde: A=1,B =-1, luego:

R X
J.z(z+]_) .[ 741 £77|Z| £77|Z+1|+C ln 1+C,como.z g 5
X
Se tiene::(;;ﬂJrC
rg%+l
X
Respuestazj.1 coij s gn} Ti/z 1}%
- + 79 %5+
dx

8.16.-Encontrar:'f

8—4senx+7cosx
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Solucion.- usando las sustituciones recomendadas:

2dz 2dz

1+7° 1477

I dx _
8—4senx+7cosXx

8 ( 8z j+7 1-72 :I8+822—8z+7—722
1+ 2 1+7° 1477

2dz

(*)

d
:jzz—82+15 :j(z—3)(z—5)

Ahora bien: 2

A de donde se tiene:

(z2-3)(z-5)
= 2=A(z-5)+B(z-3), de donde: A=

B
= + ,
(z-3) (z-5)
-1,B=1, luego:

[ 2dz = dz + az :—€n|z—3|+£77|z—5|+c=£77‘z;+c,
(z-3)(z-5) z-3 7z-5 Z-
g
como:z=rgX2,setiene:=€77 /
z'g/
79 5
Respuesta:j ox ‘ / ‘
8—4senx+7cosx ‘rg 2_3‘
EJ ERCICIOS PROPUESTOS
8.17.- j 8.18.- j 8.19.- j sen xdx
1+cos X 1- cosx 1+cos X
cos xdx sen@do
8.20.- 8.21.-| ——— 8.22.-
I2—cosx IS 4c0s0 J‘cosze—cose—z
8.23.'IseCXdX 824_I cosgdo 825_I do
5+4cosd cosd+corgd
RESPUESTAS
8.17.- j
1+ cos X
Solucion.-
2dz 2dz
dx 1+ 7° 1¢7
= = =|dz=z+c=79%,+c
I1+cosx Il+ 1- 72 1+22+1-2° I 97
1+ 7? 1+7%
8.18.- j
1-cos X
Solucion.-
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2dz 2dz

I dx _I 1+_22 IZ+M _Izdz 1+C:_C0Tg%+c

1-COSX (1-2 22 4 - 72
1+7° ;La/z‘(
8_19._J~sen xdx
1+ coS X
Solucién.-
2z 2dz 42dz
J-senxdx:J- 1+22 \1+7? .[ M J- 470z :J- 22dz
1+C0S X 1+ Z +177 220+7%) Y (1+7°)

1+(1 z j

1+ 2 J.A/Z‘(
:677‘1+ Zz‘+C=£n‘1+1g2%‘+c

Cos xdx

2 —CO0S X
Solucion.-

8.20.-j

__Id I [l+zz)

ICOSXdX =J(—1+ 2 ]dx=—fdx+2_[ o _ X+2| —————<
2 —COS X 2—Cos X 2 —COS X 2_[1—22]

1+z
2dz
M B 2dz 4 dz
_—Idx+2I2Jr22_l+z——j .[ _—jdX+§J_(ZZ+%)
J/I/Z‘(
\/§
=[x+~ I = —x+ 44— —arcrg —3 acrgizee
: +(%> Ve %f
=—x+£arCrg(\/§Tg%)+C
de
8.21. -[5 4coséd
Solucion.-

2dz 2dz
J' déo _J‘ (1+22j _J‘ M _J‘ 2dz _EJ' dz
5-4c0sf 1-7%) *5+5z22—4+472 1922+1 97 (2% +1)
5-4

1+2° J,i/z[

arCTgSZ +C= 3 arCTg(3rg %) +C

arcrg—

Sfd% zy et
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sen@do

8.22.-[—
cos“ @ —cosf—-2
Solucién.-
2dz Az
j senddo (1+z j(lﬂ J M
cos?0—cos6—2 1—7 (1 7%) —(1-z2°)(A+72%) - 2(1+ 2°)?
(1+z] [1 ] sy
4zd 1 2zd 1
Iz - I(z Z;) 5t _y‘“_"é”‘rgzy Jlre

8.23.-Isecxdx

Solucion.-
2dz
2dz 2dz
sec xdx = M = = *
I J-cosx I 1-7° J-(1—22) -[(1+ 2)(1-72) *)
Z
Ahora bien: 2 = A + B , de donde: A=1,B =1, luego:

@+2)(1-z) 1+z 1-z

az 1+7z
()I(1+z)(1 7) I1+z I —f77|1+Z|—€77|1—z|+c_£77‘E

+C

Como:z=1g y , Se tiene:=/n

1- rg/
cosad o

5+4cosé
Solucioén.-

8.24.-]

( j 2dz] 2(1-z%)dz
| do N 1+7° - 1+ 2%)? N (2-27%)dz
5+4c0s60 - 4(1 ] (54522 +4-47%) I (1+22)(9+2Y)

1 (A7)

_ 2
Ahora bien: 22 222 :AZZ+B+CZZ+D,ded0nde:A:O,B: 2,C:O,D:—y,
(z+D)(z°+9) z°+1 z°+9

luego:

I (2-227) .[ SJ' :larCrgz+EarCTg£+c
(z° +1)(z* +9) +1 2972°+9 2 2 3

g9 6
:—arwg@/ arCrg( /)+C_i Zarwg( 93/)+c

d6’

8.25.-| ——M —
Icosé7+co 790
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Solucion.-

2dz 2dz
I déo :I (1+22J :I jbkfj
cos@+corgl 1-7° (1= 7? 21(1-7)+ (1-2)1+7%)
1+72° 27 W
_I 4zdz _J~ 47dz _J- 474z
27(1-7)+(1-2H)A+ 2D Y @-)) (P +2z+)) Y @+2¥)(1-2)
4z A B C D
= + + +
1+2°)1-2) 1+z (1+2)* (@1+2)° (1-2)
De donde: A=}/, B=1,C=-2,D :}/, luego:

()

Ahora bien:

()I(1+z)(1 z):_I1+z I(1+z) I(1+z) _I
|1+z| 1

|1 z| 1+z (1+z)

‘1+Tg§/‘

lrz| -@+n)+1 1, N1+z

799

1
2 77|1 z| (1+2)? " 2 h-z

a+2) h rge/‘ ﬂ+rg//)
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CAPITULO 9

INTEGRACION DE FUNCONES IRRACIONALES

En el caso de que el integrando contiene potencias faccionarias de la variable de
integracién, estas se simplifican usando una sustitucion del tipo:

x=t",4x =t, siendo “n “el m.c.m de los denominadores de los exponentes.

EJERCICIOS DESARROLLADOS
\/_dX

9.1.- Encontrarj'

Solucion.- La Gnica expresién “irracional” es /x por lo tanto:
X =t= x=t?dx = 2tdt , luego:
]dt -

2
I\/de It(tht)_ J-tdt ‘ZI(
Dado que:t =./x , se tiene: = 2&—23.I’CTQ&+C

1+x 1+1? 1+t?
Respuesta: I\l/;dx = 2\/;—2arwg\/§+c
+ X

_2t—2arCrgt+c

dx
9.2.-Encontrar: Im
Solucioén.- Analogamente al caso anterior: X =t= x =t dx = 2tdt,, luego:
J. X :J. 2/I/d'[ :J' 2dt
\/;(1+\/§) {(@1+t) 1+t

Dado que:t =+/x , se tiene: = 2€n‘&+].‘+c

=2ln|t+1+c

9.3.- Encontrarj'

3+Vx+2

Solucion.- La expresion “irracional” es ahora +/x+2 , por lo tanto:

JX+2=t=x=t*-2,dx = 2tdt, luego:

[ o =I2tdt:zj(l—ijdt=2jdt—6ji=2t—6m|t+3|+c
3+/x+2 Y3+t t+3 t+3

Dado que:t:\/x+2 se tiene::2\/x+2—6£n‘\/x+2+3‘+c
=2\X+2 6£77‘\/x+2+3‘+c

Respuesta: I

3+VX+
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9.4.-Encontrar: 'f4d V3x+2

1++/3x+2

Solucién.- La expresion “irracional” es ahora +/3x+2, por lo tanto:

\V3X+2 :t:>3x:t2—2,dx:ytdt, luego:
jl_“?’“ 1+ty :—j—dt_ j( t+2——jt

1+ J3x+2

=——|tdt+—[dt——= ———t2 t——ﬁ t+1+c
=t 2o 7lt+1

Dado que:t =+/3x+2, se tiene:

:—l(3x+2)+£\/3x+2—ﬂfn‘\/3x+2+1‘+c

—x——+— 3x+2——£n‘M+4+c——x——+ (\/3XT EU‘MHD

1-3x+2 2 4
Respuesta: Iﬁd - —§+3(\/3x+2—£n‘\/3x+2+1‘)+c

9.5.- Encontrar: J'\/l+\/§dx

Solucion.- La expresion “irracional” es ahora Jx, por lo tanto:
x=t=x=t?dx=2tdt, Iuego: .[(\/l+ Jx)dx = '[\/1+t2tdt , como aparecié la

expresion:y1+t; se procede analogamente:w=+1+t=t=w’—-1 dt=2wdw, esto

3
es:v1l+t 2tdt—Iw2(w —1)2wdw = 4J(W W)dw—4W 4\;\/
% %
Dado que:w=+1+t, se tiene: = 2410 _4(1?) +C
Respuesta:j\/1+\/§dxz4(1+5\/;) _4(1+?:/;) e

dx
9.6.-Encontrar: | ——
I\/X+l+\4/X+1
Solucién.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es: 4,
por lo cual: x+1=t*,dx = 4t3dt, de donde:

At3dt it
j Yx+1 It 2t j( Jdt=4jtdt—4jdt+4I:

= 2t2 —4t+4€77|t+]4+c, dado que:t :\/x+1
Se tiene: = 2(x+1)* — 4(x+1)* +4€77‘(x+1)% +1‘+c

dx
X+1+¥Yx+1

Respuesta:j =2(x+1)}/2—4(x+1)%+4€77‘(x+1)% +1‘+c
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9.7.- EncontrarI

\/;Jr\/_

Solucion.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es:6,
por lo cual: x =t® =t = §/x, dx = 6t°dt, de donde:

dx  _pethdt  etdt e o L\ oL Crdt
J‘\/;+§/;_J.ta+tz—6jt+l—6j(t t+1 HJdt_ejt dt -6/ tdt + 6 dt 6] —
=2t*-3t* +6t—6/n[t+1]+c
Dado que:t = ¢/x

Se tiene: = 2(\6&)3 —3(9/?)2 +6€/;—6€77‘\6/;+1‘+C
= 2x =3¥x +6¢x - 6€n‘\/_+1‘+c

Respuesta: j

Jx +f
dx
9.8.-Encontrar: I
X+1+ \/(x +1)°
Solucién.- Previamente se tiene igual indice por lo

cual:v/x+1=t= x=t?-1dx =2tdt , de donde:
2tdt dt
j :ZIW:ZarCTch

'f\/x+1+\/(x+1) t+t’

Dado que:t=+/x+1, Se tiene:=2arcrgvx+1+c
Respuesta:f ox =2arctgvx+1+c
x+1+\/(x+1)3
9.9.-Encontrar: de

Ix +1

Solucion.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es:6,
por lo cual: x :t6 — t = $/x,dx = 6t°dt, de donde:

45

j 6t dt= 6j—tdt_6j(t6 Pt 1o 1jdt

x+l +1 t?2+1
:§t7—§t5—§t4+2t3+3t2—6t+cl—3J.¥dt

75 2 t2+1
=§t7—§t5—§t4+2t3+3t2—6t+c1—3I¥d

7 5 2 t2+1

6,, 6

:7t7 —gt5 —%t“ +2t°+3t° —6t-3(p|t* +1|+ 6arcrgt+c

Dado que:t = §/x , se tiene:

:$X€/§—g%—g%+2x/§+33/§—6«6/§—3£77‘1+€/§‘+6arwg€/§+c
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Respuesta:

j%dx=gxsﬁ—g%—g%/?+2&+3€&—6€&—3m\1+€&‘+6arwg€&+c
X+

&dx

X+2
Solucidn.- La expresion “irracional” es Jx, por lo tanto:
Jx =t = x=t?,dx = 2tdt,

9.10.-Encontrar:f

Jxdx  ct(2tdt) t2dt
luego: = =2 dt =
el L[ e
4 t .
=2t———arcrg—+c¢, dado que:t=+/x , se tiene: = 2vx — 2+/2arczg, /¥4 +c
2 | 92
Jxdx
. _ _ X
Respuesta.j Y =2Jx 2ﬁar0rg1/4+c
9.11.-Encontrar:f (Vx+1+2)d
(x+1)? —/x+1
Solucion.- Previamente se tiene igual indice por

cual:vx+1=t= x=t?-1,dx = 2tdt , de donde:

I(Mu)dx =I[(><+1)%+2]0|>< J»t+2 _2J~(t+2)fdt

(X+D)? —Jx+1 Y (x+1)? = (x+1)*

g (e
t-D(t* +t+1)

(*), considerando que:
t+2 A N Bt+C

t-DEt*+t+1) (t-1) (t*+t+1)

Dado que:t=+/x+1, Se tiene'=2arch X+1l+c

=A=1B=-1C=-1

. (t+2)dt -t-1 B dat t+1
) j(t NE+t+l) I(t ~1) I(t2+t+1) t= j(t—1) I(t2+t+1)
~ I dt Iy(2t+1)+y I j(2t+1)dt_j dt

t-1) t2+t+1) (t-1) J(@*+t+1) 7 (t*+t+1)
_ J~ dt I(2t+1)dt

(t-1) (t2+t+1)_j(t2+t+%)+%

2 2t+1

=20plt-1—in|t? +t+1-—= —
n|t-1 77‘ ++ﬂ \/§arCrg \/§+

I G —iarCrg 2+l
i t+t+D| 3 NE)
Dado que:t=+/x+1, se tiene
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(x+1+2)dx _, | (112 | 2 2/x+1+1

Respuesta: —arc
bt '[(x+1)2—\/x+1 n‘(x/x+1+x+2)‘ w9 NG
EJERCICIOS PROPUESTOS
l+x
9.12.- 9.13.- 9.14.-
I \/— I \/— '[a+bx/_
Jrva, i K-8
9.15.- 9.16.- | —— 9.17.- | —/————dx
Ix+a -[1+\/— IJ_+1
9.18.- I4J—dx 9.19.- j/l” 9.20.- [ X L
X—2-+/X 1-x X+Db
- 2
i \/xx+1dX 9.92.- J.\/ 9.23. .[x v X +adx
dx /
9.24.- 9.25.- | x*v/x* +a’dx
I\/;+4x+2§/; I
RESPUESTAS
l+x
9.12.-
I1+\/—
Solucién.- Sea:+/x =t = x =t2, dx = 2tdt
1+x 1+t t+t° ) 2
j1+\/— j—tht_ j—dt—ZJ(t —t+2—mjdt
7
:thzdt—z"‘tdt+4jdt—4jm:?—7+4t—4€77|t+1|+c
3
:2\/X——x+4\/§—4€n‘\/§+1‘+c
9.13.-
[ 0
Solucion.- Sea:/x =t = x =t?, dx = 2tdt
jl+\/_ I—tht—Zj—dt——thdt+4jdt 4j 2 +4t—4eplt+l+c
:—x+4f—4€n‘&+].‘+c
9.14.-
Ia+b\/—

Solucion.- Sea:/x =t = x =t2, dx = 2tdt
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dx 2tdt tdt bdt
Ia+b\/—_Ia+bt_2-'.a+bt I(B_Ba+btj __I a+bt
:Et_?€n|a+bt|+c— E\/;—an‘a+b\/§‘+c

b
X+a
Solucion Sea:Jx+a=t= x=t?—a,dx =2tdt

915]

J' d _j/ﬂdt_zjdt_zuc 2WUXx+a+c
X+a

\/;dx
9.16.-

1+(‘/§

Solucién.- m.c.m: 4 ; Sea: #/x =t = x =t*, dx = 4t3dt

I\/;dx =-['[24t3dt =4J-t5dt =4J‘[t4—t3+t2—t+l—iljdt

1+4/x 1+t 1+t t+

5 4 3 2 5 3
_ (t__t_+t_—t—+t—£17|t+:qj+c_%—t“ 4:‘; 22+ 4t-40nt+1

.

9.17.- 4d
\/§+1

Solucion.- m.c.m:6 : Sea: §/x =t = x =t°, dx = 6t°dt

t - (t® —t®)dt
I\&+1 jtz 6tdt_6j—
7 5 3 7 5
= t__zi+2l—2t+2arcrgt +(:_6L—12t +4t° —12t +12arcrgt+c
7 5 3 7 S
% %
6); 12;( +4x% —12%% +12arCrgx}/6 +C
9.18.- 4dx
g

Solu0|0n Sea:/x =t = x =12, dx = 2tdt

I 2tdt 2t-1 1 2t-1 dt
IX 2_ \/— _Itz I( )+ jtZ t— 2dt+,[t2 t—2

21 dt %
_Itz —d j(t_%)z_y 2+ Z/ €77 ‘

= Inlt*—t- +c
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2Jx -3
2Jx +3

+C

1 |2t-3
=Ip|t? —t-2/+=/
7] 3 "‘2t+3

9.19.- [ /T—de
— X

Solucién.- Notara el lector, que este caso se diferencia de los anteriores, sin
embargo la técnica que se seguira, tiene la misma fundamentacién y la
informacién que se consiga es valiosa. (*)

+c=£n‘x—\/§—2‘+%£

1+x 1+

Sea:,|— =t= =t? =1+ x=t" —t’x= x(1+t*) =t* -1
1-x 1-x
—1 4tdt _
X= dx:ﬁ, luego:
241 (t°+1)

/1+ X4 t4tdt At?dt t dt .
(*%) , haciendo uso de
) -[ J‘(tz +1)° J.(tz +1)° j )

sustituciones trigonométricas convenlentes en (**) , y de la figura se tiene:
t? +1

Se tiene:t = rg#, dt =sec’ AdG;\t* +1 =secd 1

2 2 2

(+4) 4] t2dt =J~4rg 6’59%0'9:41 rg26 ”
(V7 +1)* sec” 6 sec? 0

=4jsen2edez2jd9—2jcoszed9=249—sen2¢9+c=20—2sen9cose+c

1+x
2t 1+x 2\/1
——=+C=2arcrgt———+c=2arcrg,— X

V2 +14t2 +1 t?+1 1-x 1+X+1

1-x
_2arCrg,/1+—X—(1 X) T—X+c
- X - X

VXx+a «
b

9.20.-I—d
X+

=2arcrgt —-2—— +C

Solucion.- Sea:v/x+a =t= x=t?—a, dx = 2tdt

t2tdt todt
Ix+b _-[tz a+b '[t2+(b—a):zj.( +(b a)Jdt
t

=2jdt—2(b—a)jt2+—=2t—2(b—a) L

(b—a) Jb-a

arcrg +C

Jb-a
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:2\/x+a—2\/b—aarcfg,/%+c
3
i \/x+1dX
X

Solucién Sea:Yx+1=t= x=t>—1,dx = 3t?dt

f It3t2dt J~tdt _SI( Jdt:

:3j dt+3j (t—l)('?zt+t+1) (*), por fracciones parciales:
3 A N Bt+C

(t-D*+t+1) (t-1) (t*+t+1)

A=1B=-1,C=-2, luego:

(*):3jdt+jtd_t1—jt2t:t2+ dt=3t+(y[t-1- ¥ in|t* +t+1-Barcr g(zf/glJ

9.22.-]de

=3=A(t’ +t+1)+ (Bt+C)(t-1), de donde:

Solucidn.- Sea;Va? - x? =t = x? =a’® —t?, xdx = —tdt

Imd _Nﬂxdx:_j ttdt _I —tdt2 [ —tidt ~(*)

4

X X (a+t)’(a—t)
Por fracciones parciales:
—t? A B C D _
5 == + >+ + >, de donde:
(t+a)’(t—-a)° (t+a) (t+a)° (t—-a) (t—-a)
A:%a,B=— 4,C:—%a,D:—}/, luego:
) —t*dt =ij dt 1 dt _i dt 1 dt
(a+t)*(a—t)? (t+a) 4a (t+a)2 (t-a) 4a’(t—a)’
1 1
=—/n|(t -
PRkl e U GOR 4(t a)
=if77 (t+a)|+ 1, 1
4a '|(t-a)| 4A(t+a) 4(t- a)
:im vai-x? +a| vai-x? |\/a - X +a| a’-x te
4a "|\Ja?—x —a‘ 22 - x 76/[) ‘\/a —X —a‘ 2x*
_ 1 |(Va’-x*+a)° | a’-x* 1 — 1 \/a —x’
=200 o ‘ ™~ = fn‘\/a X +a‘ €n|x|

9.23.-Ix2\/x+adx

Solucidn.- Sea:v/x+a =t = x=t? —a, dx = 2tdt
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IXZ\/X-I-adX = j(t2 —a)’t2tdt = zjtz(t2 —a)’dt= zj (t° —2at* + a’t?)dt

7 5 243
=zjt‘idt—4ajt“dt+2a2jt2dt=Zi—%‘t L2t
7 3

+cC
7 % 2 %
=2(x+a) _4a(x+a) +2a (x+a) ie
7 5 3
9.24.- dx

Ix +4x +28/x

Solucién.- Sea: 8/x =t = x =t?, dx = 8tdt

8t’dt _jtstdt :Sj(tg_t_z +4t+4]d

j&+ 4x +28/x -[t +t2 4+ 2t +t+2 P 4t+2
t*+4t+4 t*  8t? t° +4t+4

=8jt3—8jtdt—16jdt+8j4d —8————16t+8j4d
42 4 2 +t42

2
=2t —4t* —16t +8det(*) por fracciones parciales:

t? +4t+4 t?+4t+4 A Bt+C 3 14 _
= = + :>A:}/,B: 4,C=A,Iuego.

t+t+2) t+DE°-t+2) (t+D) (t*-t+2)

(+) =2t — 4t - 16t+8(Iydt j/t+/ ]

t?—t+2

1 3t+14
+1 492 _t42

= 2t* — 4> 16t + 8( j .
t°—t+2

dt] = 2t* — 4t —16t+2j at
t+1

:2t4—4t2—16t+2f77|t+14+z3j2t+ s t%; ydt

2t-1)

=2t4-4t2—16t+2f77|t+11+3j(—dt +31 a

t?—t+2

dt
t-27+7,

t—
= 2t* —4t* ~16t + 207|t + 1|+ 307 |t* ~t+ 2‘+3liarCTg 7 +c

V7 J%

= 2t* - 4t2—16t+2£77|t+]4+3£77\t2—t+2\ arc g2t

ﬁ

=2X%—4X%—16X%+2€77‘X% q+3£n‘xy xy+2‘+—arCrg

9.25.-jx3\/x2 +a’dx

Solucion.- Sea:Vx? +a® =t = x* =t*> —a?, xdx = tdt

= 2t* —4t* ~16t+ 2/ pt+1|+ 30|t —t+ 2|+ 31

+C

2x% —1

Nz

+C

ZJ- 3t+14 dt
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Ix3\/x2 +a’dx =jX2\/X2 +a?xdx = j(t2 —a%)ttdt =j(t2 —a%)tidt =_[(t4 —a’t?)dt

5 243 2 2\% 272 2\% 2 2 2
_roat +C:(x +a’)” a’(x"+a’) +C=(x2+a2)" X+a'_a | .
5 3 5 3 )

2 na2
= (x*+a?)” (—3)( 152a j+c

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

A continuacion, se adjunta un listado de ejercicios que se proponen al lector.
Observara que no se indica técnica alguna solicitada para el desarrollo de los
mismos, y que ademas no se han respetado normas relativas a niveles de
dificultad, ni a las técnicas mismas. Como siempre, se adjuntaran las soluciones
cuyos desarrollos pueden diferir de los aqui presentados. No importa, eso es
posible; ademas una consulta con su profesor aclarara cualquier discrepancia.

Encontrar:
sen edg 0
1.- _[t3 “ costdt 2,-J'(1+0)2 3_-'[(6&3)0;
4.-.|'efg39 sec’ 30d6 51% 6.-_[ x? -1
ax+ x+1
dx 8.- I e?*dx e*dx
7| —— 9.-
.[(2 X) / Iae -
(t+1)dt ¢ 12.-[zgode
It2+2t - 11.-Isec5d(p J'rg
13.-j%sen%dn 14'_-[(/)8%2 vdo 15"[%
16.-J'secz(1—x)dx 17, [ X9 18[9
'[\/lG—X4 J“/1+‘/1+y
10| dx 20.-[cosecodd  21.- [t(L-t")"dt
NX+4-~x+3
22.- [t(L-t*)" arcsentdt 23._.[%)( 24 - .[X X+l
sen?2x X3 — X
e dx (3x+4)dx
25.- 26.- SE Y
.[/g_eZX I(X 1)° '[ 2X + X
ds xdx
28.- 29.- | ———— 30.-
.[ [4_32 J-szlxz—{—e '[\/1+X

208



3L- y'dy

Jy+1

2+ 42 -2t+1

t4
34'--[ t2+1

dx
16+ x%)?

40.-'|'a(x2 +1)’dy

37.-f

43.- 4dx
16 +e?*

dt

46._'[Zy -7y* +7y3—19y2+7y—6dy
(y-2*(y* +2)°

5w° —5w? +2w—1

49'--[ wh 4+ w?
—2x?

52.-J'&dx

sen xe**
55.- 14d
COS” X

53 Ixzn(1+x ) I

61.
Icos 25X
64.-jrg4esec 40do

67.-[(1+ X) cos~/xdx
70.- [ corg(2x—4)dx
73.-J'(c0 7ge*)e*dx

76.-.[xco rg(x2 5 )dx

79.- I x?sen® x3 cos x3dx

82.-Isen2<9ese“2"d49

dw

de

F

{ne
x3dx

\/x2+
(v6-x*)?

44.-'[cos\/1—xdx
47.-.[sen\/x+ldx

32]

35]

38.-|

41-|

5O_J~ 3dX
" J14+2x

53.- I e cos(e')dt

ds
56.- | ———
-[s%(1+ s%)

o 7gxdx
(nlsenx|

dx
62'_112—7x

xdx

N

dx
x(v1+x 1)
71.-I(et —e )%t

59.- |

65.-

68.-

sen@+46 |
cosf+1

77.- j Xy 4x% — 2dx

74.-[

xdx

\/5x +7

—%e™*

80.- |

83_[

] Id_é’
1+2cosd
36.- j x(10+8x%)°dx

x3dx

V16— x?

4 _J‘L
" X(B+17x)
x3dx
[x—

39.-|

45.- |

51.-j—(1_’;)2dx

54.-[&(x% —4)%dx

1 10
57.- j (—Zj dz
YA

60.-Ia)(2_—wdx
ax“ +bx—-c

63.- j rg16xdx

66.- j T2

\/7 2t2

c0796x
72._.[ (x+21)dx
(x+2)°(x+3)
arc rgxdx
75.-|———
J‘(1+ x?)%
2 %
78.-'f(x +E3) dx

69j

81- -[x—x 6

84- -[1+cosw
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1—sen

85.-je[ ] (cos3ysen/)dx

88.-I(SeC¢+ rgp)’de
91.- jse n’ pcos® pdgo
94.- j (% —1)(e* +1)ds

97.- .[ (arcsen~/1—x*)%dx

d
100.- [ ?_
a’sen’@+b?cos’ @

103.-J'(2c03asena—sen2a)da

p+sen3p)de
—2C0s3p

106.- j(

109.-j\/E(1+ u?)?du

dx
RN
x> +7x*—=5x+5
> dx
X°+2X-3
xdx

VX +4x+5
121.-J.€nexp\/x—1dx

115.- j

118.- j

sen xdx
1+senx+cosx
(1+senx)dx
senx(2+cosx)

124.- j

127.- j

RESPUESTAS
1.-J't3ese“‘4 cost*dt

x3dx
V19 —-x2
] IL
U tdrentt)”

sec? 6dé
9+rg28

86.- |

92.-f

9. J’5x +8x+5
98.-.[ 3dy

1+\/§

_J- tdt
(2t +1)%

104.- [t*¢ptdt

(y” +1)dy
107.-| D

110-- -[(x +X—-2

(x+1)dx

\V2X — X2

116._Ieén‘1+x+x2‘dx

113.-j

4dx
X% +4x

\/1+ X3

119.- j

122.- j

125.- | —
I3+Zcosx

a2

Solucion.- Sea:u =sent”,du = (cost*)4t%dt ; luego:

'f t3e%e"" costédt =

x>+ x%)dx

senpde
cos” ¢

90.- j a’h?’c*de

87.-|

d
93.-[%

SEEN

99.-Ix(1+ X)5dx

105.- [u? (1+v) dx

08 gy

111- [ adb
114.- j f(x) f"(x)dx

117'_.‘- (x=1)dx

co rgxdx
(nlsenx|

x-11
123.-] /m;d

126.- | xdx

120.- j

%.[4t3ese”t4 cost*dt =%J‘e”du =%e” +c= %ese”” +c

VX*—4x+3

VX2 =2x+5
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b 6dg

(1+6)?
Solucién.-
J' 6de J‘Adﬁ J' Bdé (¥)
(1+6)? 1+49 (1+0)?
7 B

> >=0=Al+0)+B=0=A0+(A+B), de donde:
1+0) 1+6’ 1+0)

A=1B=-1, entonces: (*)I 0do f _[ —£n|1+9|+i+c
1+ 1+6 ‘(1+6)? 1+6
9
3-'J. de d@z
@+0)
Solucion.-
0do
NG V= 1 0 2
Sea: "7° (1+0)
_ .0
du=e"d¢ v:£n|1+6?|+—1
1+6
g g
| be do =e%;|1+9|+e——j(fn|1+9|+i)e9de
@+ 1+6 1+6

4 4
:e9€77|1+¢9|+e——J'e9£77|1+9|d9—fe d9(*), resolviendo por partes la segunda
1+6 1+6

6dée

:eg dV:_

integral se tiene: 1+6
du =e’de v=nlL+6|

Luego: jeﬂﬂ =e’lnl+ 0|—Ie9£n|1+ 6o, esto es:
1+6 ’
eH
()= aftl] + —— [ LahrO[00 ¢ Lntd] + [ Lofrreldo
0

- 1+6
4.-.|'efg39 sec?360d6

Solucién.- Sea:u = 7936, du = 3sec’ 39d 9

erg 30

J'efgs"seczwd@:lje“du:le“+c: +C
3 3

5‘_[ xdx
" 3ax+b

., t3— t2
Solucidn.- Sea:ax+b=t*= x = b,dx:3—dt
a
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(ts bj?’tzdt
xdx a )a 3t(t* —b) . 3t bt
J Yax+b J t J a’ J -P0dt=2215

35 3pt? 3(ax+h)”* 3b(ax+b)”

5a’ 2a’ 5a’ 2a’
_ 3(ax+b)i(ax+b)* 3b/(ax+b)’ e

5a 2a’
2_
6.-'HX Lix
X+1

Solucioén.-

/x— yoo (x=1%  2(x-1)*
j el _j j(x 1)72dx = % +C= 3 +C
:2(x—1)\/x—1+c

3

7_-J‘L

(2—x)V1-x

Solucion.- Sea:1-x =t*> = x =1-t?,dx = -2tdt

J‘ dx =J' —2tdt _ dt
(2= X)V1-x [2—(1—t2)]t 1+t?

8.-Ie2’xdx

Solucion.- Sea:u =2-x,du = —dx

jez‘xdx je du=—-e"+c=—-e""+c

=-2arcrgt+c=-2arcrgvl-x+c

e*dx
9.-
-[aex—b
Solucién.- Sea:u = ae* —b,du = ae*dx
I efdx 1 d_u:l£77|u|+c:£€77‘aex—b‘+0
-b a’u a a

10, 408 (t+1)dt
t?+2t-5
Solucion.- Sea:u =t* + 2t —5,du = 2(t +1)dt
(t+1)dt du 1 1 ’
=—|—==/(nlu+c==/n[t"+2t-5/+cC
Jeras 2I 5 (llre=3n |

11.-J'sec%d(p

®

Solucion.- Sea:u :sec—+rg£,du :l(secgrg P | sec? 2)dq)
2 2 2 2 "2 2
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Isecfd J.sec/(sec/+7g /) sec“V+sec§7rg(/’2 g
2 et v eg?) sec? 1%,

:Zji—u:2€n|u|+c:2€n‘sec%+rg

12:jrg0d0
Solucién.- Sea:u =cosé,du=-senfdd
Irgede jﬂde_— d—u=—€77|u|+c_—€n|cose|+c_—£n +C
cosé u secd

—— 4L’ + (n|sech|+c = rn|seco| +c

2

n n
13.-|—sen-=d

Ia b 7

Solucion.-

u=1_ dv:sen%dn
Sea: a2

du= ndn v=—hcos?

a b
2
In—senzdn_ —n’ cosZ J'ncos n(*), resolviendo por partes la segunda
a b b b b
. _ u=p dv:cosEdry
integral se tiene:
du=dn n
v:bsenB

a , 1 Zb( " U j
*)=——p°cos—+—| bpsenL—-b|sen-d
(*) ==, cos -+ —| bysen- | Jdn

2

3
=—En2cosﬁ+&nsenﬁ+£cosﬁ+c
b b a b a b

14.-J'¢)seczgod¢)
Solucion.-

u=g dv =sec’ pd
Sea: A

du=dg V=10
[psec® pdp = prgp— [ rgpde = prgp—n[secq|+c

dx
15.- | —
=
Solucién.- Sea:u = —x, du = —dx
%:J‘S‘de——_"S”du:—S—+c:—5 +C=— ! +cC
5 n5 /n5 5%/n5
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16.- [ sec” (1— x)dx

Solucion.- Sea:u =1-x,du =—-dx

jsecz(l— X)dx = —'fsec2 udu =-rgu+c=-rg(l-Xx)+cC
xdx

V16 —x*

Solucion.- Sea:u = x*, du = 2xdx

1 2xdx

1 u
== —arcsenz+c

1 du
2 /42_(X2)2 _EI /42_u2 _2

17.-]

I Xdx :I xdx
V16Xt 74— (x?)’
1 x?
==arcsen—+c
2 4

18.- by

1+ 1+y
Solucion.- Sea:t =1+ (1+ y)%]% St =1+ 1+ y) =t -1=(1+ )"
= (t°-1)° =1+ y= y = (t* =1)* =1, dy = 4t(t* - 1)dt

dy :J~4/t/(t2 —-1)dt :4.[('[2 ~1)dt =4(§—t)+c:4t(§_l)+c

s 7
:41/1w/1+y(w—l)+c:%w/l\/hr7y(\/l+7y—2)+c

19_]- dx
X +4-x+3

Solucioén.-

dx (X+4)” +(x+3)” , 2
jm—m :I (x+4)-(x+3) dx:j[(x+4)y +(x+3)y]dx

I(X+4)% +,[(X+3)% = (Xg4)% +(X;3)% +C= 2J(x+4) +2“(X+3)3 +C
3 3 3 3

zé(\/(x+4)3+\/(x+3)3)+c

20.-Icosec9d9

Solucion.- Sea:u = cosecd + corgd, du = —(cosecd corgé + cosec’d)d o

cosecd(cosecd +corgh)do J- cosec’d +cosecd corgadl
cosecd +corgd cosecd +corgé

J'cos ecodo = 'f

- du—u=—677|u|+c=—£77|(cosece+c0rge)|+c

21.-jt(1—t2)%dt
Solucion.- Sea:u =1-t2,du = —2tdt
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1
t(l—t2)%dt = —= Widu=—L 4 =——u/ +c———(1 t2)” +c
I 2I /Z//

22.- It(l—tz)% arcsentdt

Solucion.-
u=arcsent gy - 1-t2)%dt
Sea: dt .
du=—— - L gy
1-t 3
It(l—tz)%arcsentdt:—%(1—t2)%arcsent+%.[(1—t2)>E—t2
12
1-t%)"

_t2) 3
=- arcsentJrlj(l—tz)dt=—(1 t) arcsent+1(t_t_)+c
3 3 3 3~ 3

1 ; t°
=3 1-t2)” arcsent—t+o |+

23 I1+C052X|
sen‘ 2x
Solucion.-
I1+C0282de:jl+coszzxdx:j dx =.[ dx =£I dx2
sen’2x 1-cos? x 1-—c0s2X 2(1—c052xj 24 sen?x
2

=ljcosec2xdx = —lco TgX+C
2 2

24 - J-X +1

Solu0|on-

IX X+l J-(x +1)dx J- (x* +1)dx _IAderI Bdx J-Cdx
X(x% — x(x+D(x=) ¢ x I (x+1) I (x-1)°

S +1) _A B C (X2 +1) = AGC ~1)+ BX(X—1) + Cx(x+1)

X AD(X-D) % (x21)  (x=1)
X=0=1=-A= A=-1
De donde: x=-1=2=B(-1)(-2) = B=1
x=1=2=C()(2)=>C=1
Entonces:
(x* +1)dx X dx dx
* )-[ X(X+1)(x— 1) % +I(x+1) -[(x 1)

2

(*)

=—Ln|X|+ n|x+1+Ln|x-1]+c

=/n +cC

X

215



25'_"- e*dx

[9_e2x
Solucién.- Sea:u =¢*,du =e*dx
e*dx e*dx

du
_I\/B —(e")? :I\/Bz—uz

X

u e
=arcsen§+c=arcsen€+c

o

26.- j
(x— 1)
Solucién.-
J'(d—xszjl(x—l)‘3dx:—%+c:—(X_11)2+
"-(3x+4)dx

V2x+ X2

Solucion.- Sea:u = 2x+ x?,du = 2(1+ x)dx
(Bx+4)dx (Bx+3)+1 (x+1)dx dx 3¢du dx
= dx =3 + =—|—=+|—
I«/2x+x2 J.\/2x+x2 Ix/2x+x2 '[\/ZX—I—XZ ZIU% J.\/2x+x2
3¢du dx 3 u”
N hchaliy == =3V2x+ X% +
ZIU% I\/(x2+2x+1)—1 2‘% '[\/(x+1) '[«/(x+1) -1

Sustituyendo por: x +1=secd, dx =secrghdb,/(x+1)* -1 =790

=3V2x+X? +j%d0:3\/2x+ X2 +'|'sec(9d0:3\/2x+ x* +(n|secO+7g6|+c
T
=3V2x+ X +£n‘x+1+ 2X+X*|+¢

28.-|

ds
V4 -s?
Solucidn.- Sea:s=2sen@,ds =2cos8d,+4—s> =2cosH

I\/K jwmsgezjdazazarcsen%+c

29.- | ——
'[XZ\/X2+e
Solucién.- Sea: x = Jergd, dx =~/e sec? 8d6,v/x? +e =~Je secd
1
J~ _I/seczede_ J-secé’dH 1.[ :_J- cos@ %)
2\/x te erg’Jessch e sen’ 6’ sen’d
cos? 0

Sea:u=send,du=cosddd, luego:
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X" +e€

ex
xdx

V14X

Solucion.- Sea: x+1=t> = x =t? -1, dx = 2tdt

xdx o p(@-D2fdt e, oo o8t
[ = [ =2 (t Dt =2( -0 +o=2A(z-D+c

30.-

J1+X !

—2J_(X—+1-1)+c 2@(%2)“:
[Yydy

31. j\/y_+1

Solucion.- Sea: y+1=t> = y =t> —1,dy = 2tdt
ydy (§ _1)221/dt 2 1y2 4 a2 2t
= =2|t°-Ddt=2|(t" -2t +Ddt =2| ———+t
Lo feera=aftc e =2 -2

Jy+1 !
_z{t“ 2’ }C ) ((JyT) 2<JyT) +1j

— -S4
3

5 ) 3

2
=2 [y+1(wj+c
15
3dy

=

Solucion.- Sea:u = y* -1= y* =u+1,dy = 2ydy

2 2
=2 y+1((y+1) —2y3+2+1J+c=2 y+1[y +2y+1—2y+2+1]+c

32[

ydy y2ydy (u+1)du VN N BN TICR T
I I\/y ) 2J. ——I(uy+uy)du—2 7+7 +C
z /Z
:u; 2+c:u%(%u+1)+c:\/y2—1[y23_1+1]+c:w/y2—1(y2;2j+c

33__Id—9
1+2cosd
2
Solucion.- Sea:dd :izz,cose :1—22,9 =2arcrgz
1+2 1+z
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2dz

J~ do _J- 1+ 72 _J- 2dz _J- 2dz :J- 2dz

1+2c0s6 , 20~ 22) 1472 +421-722) ‘1+722+2-272 13-72
1+ 7°
_J' 2dz __2.[ dz __2J' dz ——,Z |Z \/7|
3-7° 2°-3 22 — (\/3)? ‘z+\/_‘
%,
Z'ge/+\/—
4 43 2
34"j t+34t 2t+1d
t°+1
Solucién.-
tt—tP+ 417 -2t +1 3t° —t+1 t° —t+1
dt = || t-1+———— |dt = [tdt - | dt + | ———dt
[ [ T o o [
2 2
t _ts J'3t dt()
2_
3t : t+1=é+ B§+C =3t° —t+1=A(t* +1)+ (Bt +C)t
tt°+1) t (t°+1)
t=0=1=A= A=1
t=1>3=2A+B+C=B+C=1
De donde: B=2C=-1
t=-1=>5=2A-(C-B)=B-C=3
Adt Bt+C t2 dt 2t 1
(*)——— = =
t? 2tdt dt t2
=——t+/n|t|+ ———=——t+/(p|t|+(n|t* +1-arcrgt+c
2 77” J‘t2+1 I'[2+1 2 77” 77‘ 1‘ °9
2
:%—t+f7y‘t(t2+1)‘—arCrgt+c
35.-
J‘fne
Solucion.-
do
——=|dp=¢p+cC
Izne [dp=0
36.- j X(10+8x%)°dx
Solucion.- Sea: u =10+8x?,du =16xdx
o 1 2o 1¢ 1 u® u'
[ X(10+8x*)°dx = — [16x(10+8x*)°dx = — [u’ddu = ——+c=——+c
16 16 16 10 160

_(10+8¢)°
160
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dx
37| —
J‘\/(16+x2)3

Solucién.- Sea: x = 4796, dx = 4sec’ 0d o

I jMdg do :i cos@de—isen9+c—;
\/(16+x) 4¥sec’ @ 167 secd 16 16 1616+ X2
38.- | X'dx

VX2 +4

Solucion.- Sea:u = x* +4 = x* =u—4,du = 2xdx
I x“dx _I X2 xdx J-(u 4)du
NN W 2
% /V u’”
Lur _2® . 4C= uy(——4)+c—\/x + (

Z/ZZ

2

= /X2 +4(X _
x3dx

V16— x?

Solucidn.- Sea:u =16—x*> = x* =16 —u, du = —2xdx

I(u% —4u7?)du = 1_[u%du —2J.u%du

)+c

39.-|

xdx X xdx (16 u)du 1 Yy
I\/16—x2:I\/16—x = _[ E_[(lﬁu —u”?)du
C116uf 1 uE uA Jui

=—16u” +Tu+c:\/a(—16+%)+c

2 2
=\/16—x2(—16+16;X )+c=—\/16—x2(32;X )+

40.- j a(x® +1)dy
Solucién.-
Ja(x +1)%dy = a(x +1)% [ dy = a(* +1) %y +c

dx
41.- | ————
I(\/e——xz)a
Solucioén.- Sea:x:\/Esem‘),dx:\/Ecosé?de,\/6—x2 :\/50056'
I dx ZJ»)/gpes/dﬁ 11 do_ 1 cede_—rgmc_l
J6-x2) 6

X
+c
V6 —x?

(/6)*cos® 9 6 cos’ 6

4 _J‘L
"I X(B+7x)
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Solucion.- Sea:u=3+/nx,du = o
X

dx du
J‘W:J‘T:€ﬂ|U|+C:£ﬂ|3+£7]X|+C

X(3+
43.- LszX
16+e
Solucién.- Sea:u =e*,du =e*dx
I e dx=f du =1arCrgE+c=larCTg§+c
16 +e** #+u® 4 4 4 4

44.-J'cos\/1——xdx
Solucion.- Sea:1-x =t* = x =1-t?,dx = -2tdt
j cos~/1—xdx = —2 I costdt(x), integrando por partes se tiene:
u=t dv = costdt
du =dt v=sent
(*)=—2(tsent—.|'sentdt):—2tsent+2.|'sentdt=—2tsent—2cost+c

=-24J1-xsen+1-x—-2cosv1-x+cC

x2dx

45.- | N

Solucion.- Sea: x—1=t> = x =t* +1,dx = 2tdt

f Xdx _ I (t2 +1)°2/dt
Jx-1 !

6 4 M3 2
:t(2%+%+2t2+2)+c:\/x—1{2(x7 ) +6(X51) +2(x—1)+2}+c

Sea:

7 5
= ZJ.(t6 +3t* +3t% +1)dt :2%+%+2t3+2t+c

_ 2\/x—1{(x;1)3 + 3(x;1)2 + x}+c

2y° =7y +7y* —19y° +7y—6d

e e

Solucion.-

I2y5—7y“+7y3—19y2+7y—6dy )
(y-D*(y* +1)°

2y° ~7y" +7y*-19y* +7y-6 _ A ., B Cy+D Ey+F
(y-1°(y* +1)° y-1 (y-1° (y*+1) (y*+2)°

2y° =7y + 7y —19y? + 7y —6 = A(y = D)(y* +1)* + B(y* +1)?

= +(Cy + D)(y-2)*(y* +1) + (Ey + F)(y -1)?, luego:

2y° =7y +7y* -19y* + 7y -6=(A+C)y’ + (-A+B-2C + D)y*

= +(2A+2C-2D+E)y’ +(-2A+2B-2C + 2D - 2E + F)y?
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= +(A+C-2D+E-2F)y+(-A+B+D+F), Igualando coeficientes se tiene:

A +C = 2
-A + B -2C +D =-7
2A +2C -2D +E =7 |=A=1B=-4C=1
-2A  +2B -2C +2D -2E +F =-19 D=0,E=3F=-1
A +C -2D +E -2F =7
-A + B +D +F =-6
2y =7y +7y° —19y* + 7y — 6 ydy (3y —1)dy
(*)J. 2 2 2 _[ _[ +.[ 2 +_[ 2 2
(y 1 (y +1) (y- 1) (y'+1) 7 (y°+D)
=/n|y— +—+ Eny + -
y=4 ¥+ I(y+1) I(y +1)°
:£77|y—]4+—+£77‘«/y2+1‘——£n‘y2+1‘—[— +%arwgy}+c
—ﬂn‘(y DY+ ‘+———£ ‘y Q— 1)—EarCrgy+c
=In |(y 1)| y —larCrgy+c
Ny +1\ y-1 2(y’+1) 2
47.-J.sen\/x+ 1dx
Solucion.- Sea: x+1=t> = x =t? -1, dx = 2tdt
I sen~/x+1dx = ZI (sent)tdt(x), trabajando por partes
u=t dv=sentdt
Sea:
du =dt v =—cost
(*)zj(sent)tdt:2(—tcost+jcostdt):—2tcost+2sent+c
=-2Jx+1cosvx+1+2seny/x+1+c
48.- ng +7X— 6I
x* —x
Solucion.-
9x* +7x-6 9x* +7x—6 Adx ¢ Bdx  Cdx,
dx = dx = + +
.[ X3—X J. '[ '[X+1 J‘X 1 )

X(X+1)(x-1)
9x*+7x-6 A B

=4 —+L:9x +7x—6=A(X+1)(x-1) + Bx(x-1)+ Cx(x+1)
X3 —X X x+1 x-1

X=0=-6=-A= A=6
De donde: {x=1=10=2C=C =5
X=-1=-4=2B=B=-2

d
(*)=6I Ix+1 J'X—i(1=6£77|x|—2€7y|x+1|+5£17|x—14+c
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:ﬁn‘xe‘—fn‘(x+l)2‘+£77‘(x—1)5‘+c:677

(x +1)
2
49__I5W3 5:N +22W Liw
wh+w
Solucion.-
_ 2 _ 3 _ 2 _
j5W3 5:/v +22W 1dW:J~5W 25W2+2W 1dw(*)
W'+ W w(w” +1)
5w’ —5w’ +2w-1 Aw+B  Cw+D
w2 (W2 +1) w2 w2 +1

5W® —5W° + 2w —1= (Aw+ B)(W* +1) + (Cw+ D)w?
= AW’ + AW+ Bw? + B+ Cw’ + DW?* = (A+C)W* + (B + D)W’ + Aw+ B
Igualando coeficientes se tiene:

A +C =5
B +D=-5
= A=2B=-1C=3D=-4
A = 2
B =-1
AW+B CW+D 2w-1 3w-4
(%) I 7 I =I dw+_[ w2+1dW
2wdw w2 _J-dew I
2 w? +1 w?+1
:En‘wz (W? +1)° )2 +£—4archw+c
w
50-'I 3dx
1+2x
Solucién.- Sea:u —1+ 2x du = 2dx
3dx
- = —:—f u+c——£ 1+ 2X 1+2x)°
I1+2x -[1+2x i d | (

s1..[ XK

Solucion.-
J~(1—x)2dx :J-1—2x+ x2dx :J-%

2
—2J'dx+_|‘xdx:f77|x|—2x+x?+c

-2
52.- [ —d
Solucién.- Sea:u =-2x?,du = —4xdx
-2x?
ILdX:EIxe_ZXZdXZ—EJ‘eudU Z_Eeu +C:_1e_2X2 te

53.- 'f e cos(e')dt
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Solucion.- Sea:w =¢', dw =¢e'dt
j e' cos(e')e'dt = jwcos wdw(*) , trabajando por partes
u=w dv = cos wdw

Sea:
du =dw V=Senw

(*)Iwcoswdw: wsenw—jsenwdw: wsenw+cosw+c=e'sen(e')+cos(e')+c

54.-[&(x% —4)*dx

Solucion.- Sea:u = x —4,du = g\/;dx

% 3 _2 3 _2U4 _1 4 _
X(x? =4y dx==|uv'du==—+c==Uu"+C=
j\/_( ) 3-[ 34 6 6

SecX

Senxe

cos” X COS X COS
Solucién.- Sea: u =sec x, du = sec Xz gxdx

55.- |

SecX

(*):J'e“du:eu +c=e""+c
ds
56.- | ———
Js%(1+ s%)
Solucién.- Sea:t =s”* = s =t°, ds = 3t°dt

dx = _[ senX 1 cwexgy J'rgxsec Xe** dx (*)

% g\
(Gt NP

I dSS%)ZJ‘ 3tZdt J- 3tdt _3.[ tdt =§£77‘1+t2‘+c

SHL+s7) T AA+t) T aet) ) 2
1(1-22Y"
— 2 —
Solucién.- Sea:u=1 22 du= 232
z z
2\ " N
z\ zZ 2 211 22 2

2
58.-j xCnL+Xx°) I
1+ x?

Solucion.- Sea:u = (n(l+x?),du = 2Xd)§
1+x

|

1- 72

z

22 [ B

2
I4dx£77(1+2x ) x:ij.udu:lu—+c:—+c:
1+X 2 2 2 4 4

59",[ corgxdx
(nlsenx|
Solucion.- Sea:u = €77|se n x| ,du = cozgxdx
I co rgxdx Idu

= [—=tnlu|+c=tn|injsenx||+c
(nlsenx| 7 u

2

1
| e

223



ax’—bx+c

60.- | ———dx
Iax2+bx—c
Solucion.-
ax’ —bx+c ax’—bx+c ax’—bx+c
I 5 dx =—; fdtz > t+c
ax- +bx-c ax“ +bx-c ax“+bx-c
_J‘ dx
" J cos?5x

Solucion.- Sea:u =5x,du = 5dx

j c —jsec 5xdx——jsec udu—lrgu+c—lrg5x+c
cos’ 5x

dx
62'-J.12—7x

Solucién.- Sea;u =12 -7x,du = -7dx

j o __ 1 d—u=—££n|u|+c=—1£77|12—7x|+c
12 -7X 7Y U 7 7

63.- j rg16xdx

Solucion.- Sea:u =cos(16x),du = -16sen(16x)dx

jrgl6xdx = J'de = _lj'd_u _
cos(16x) 16

64.-jrg46?sec2 46d60
Solucion.- Sea:u = rg46,du = 4sec® 46d6

2 2 2
jrg4esec240d9=1judu I P
4 4 2 8 8
Xdx
65.-
I\/x—5

Solucion.- Sea:u=X-5= x=u+5,du =dx

u’ %
IXdX Iu+5du Iuydu+5juydu—/ 2u
2 2 x+10
=§u\/a+10\/ﬁ+c=§(x—5)\/x—5+10\/x—5+c:2\/x—5( 3 j+c

66.- j T2

J7-2t2

Solucion.-
2dt J- —4tdt

J' -2 Ttdt _ J' dt
N7- n /%_tz

dt = - -
J7-22 I\/?—th j\/7—2t2
7
—E\/Y—th —\/Earcsenﬂl%uc

67.-[(1+ X) cos~/xdx

1 1
_Egn|u|+c = —E£n|cos(16x)|+c
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Solucién.- Sea:/x =t = x =t dx = 2tdt
I(l+ X) cos~/xdx = j(1+t2)(cost)2tdt = ZI (t+t*)(cost)dt = 2jt costdt + 2.|.t3 costdt (*)

Trabajando por partes: jt3 costdt

o u=t® dv = costdt
Sea:
du = 3t%dt v=sent

It"’ costdt :t3sent—3.|'tzsentdt
Trabajando por partes: Itz sentdt
o u=t? dv=sentdt

Sea:

du = 2tdt vV =—cost
Itz sentdt = —t* cost + 2.|'t costdt
Trabajando por partes: I tcostdt

u=t dv = costdt
Sea:

du =dt v=sent

J'tcostdt:tsent—J'sentdt:tsent+cost+c1

(*) 2]tcostdt+2ft3 costdt = 2Itcostdt+2(t3sent—3ft2sentdt)
:2]tcostdt+2t3sent—6.[tzsentdt = 2Itcostdt+2t3sent—6(—t2 cost+2.|'tcostdt)
=2 tcostdt + 2t°sent+6t* cost—12 tcostdt = 2t*sent+ 6t cost —10| t costt

=2t*sent+6t>cost —10(tsent+cost) +c
=2t*sent+6t?cost—10tsent—10cost + ¢

= 2Jx% sen+/x + 6xcos+/x —10+/xsen+/x —10cos/x +¢
dx
68.-| ————
J.x(\/l+x—l)

Solucién Sea: (1+x)” =t =1+ x=t? = x =t? -1, dx = 2tdt
J~ _J‘ 2tdt
x(JlT 1) (t2 ~)(t- 1)
t B C
(t+1)(t* -1 REEN (t-1)?
t=1=>1=2C=C=Y

=t=Alt-1?+B(t*-1)+C(t+1)

De donde: {t=-1=-1=4A= A=—%

t=0:>O=A—B+C:>B:%

Adt ¢ Bdt Cdt ledt 1p,dt 1, dt
*) =2 =2|-= = =
) Dt+1+-[t—1+j(t—l)2} { 4It+1+4 t-1 2 (t—1)2}
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3l f(t‘“l) gt
ZEM‘E_% - %ﬁi—xi% x/1+1x 1+C
'_ICOrg6x
Solucion.- Sea:u = cos6x,du =—-6sen 6xdx
Icoj;(GX—_[rgGde _[S‘Cizg: :—% du—u:—%fry|u|+c:—%£n|0056x|+c

70.-]00 7g(2x—4)dx
Solucion.- Sea:u =sen(2x—4),du =2cos(2x — 4)dx

Ic0rg(2x—4)dx:jwdx:ljd_u

sen(2x—4)
71.-j(et —e )2t

Solucién.-
j (e' —e?)2dt = j (% —2e" 2 + e )dt = j e?dt -2 j e ldt + j e dt
lZI+2e 1e‘“+c
2 2
72._{ (x+1)dx
(X+2)*(x+3)
Solucion.-
J~ (x+21)dx N (X:—l) _ A N B 4 C *)
(X+2)°(x+3)  (X+2)°(x+3) x+2 (x+2)° x+3
= X+1= A(X+2)(x+3)+ B(x+3)+C(x+2)?
X=—2=-1=B=B=-1
De donde: {x=-3=>-2=C=C=-2
x=0=>1=6A+3B+4C = A=2
Adx Bdx Cdx dx
+
()Ix+2 I(x+2)2 Ix+3 jx+2 J‘(x+2) J-x+3
x+2| 1
=2/ x+2+——2€ X+3+c=/ +——+¢C
T2 g Rk e =t Tl
73.-J'(c0rge )e*dx
Solucion.- Sea:u=sene”,du = (cose*)e*dx
I(COTgeX)ede:J'M:jd—u:€n|u| +C
sene u
74'_Isen0+9|0
coséd+1

=%£n|u|+c=%£n|(2x—4)|+c
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Solucion.-

Isen9+0 jsen6d0+j gdo —sen9d0+I0(cos¢9—1)d'9
cosf+1 cosf+1 cosd+1 cosfd+1 cos’6+1
@cos@do 0do
=—/n|cosf+1— +
d . j sen’d -[senze

= —£77|c039+]4—jt9co rgecosec9d9+jecose029d0 (*)

Trabajando por partes: I gcorgdcosecadd

u=460 dv=corgédcosecddd

du=d@ v =—cosecd

jé’co g cosecodd = —6’cosec¢9+jcosec¢9d0 = —9008806’—€77|COS€Ct9—COrgl9| +C,

Sea:

Trabajando por partes: j @ cosec’ddo

u=4 dv = cosec’ddd

du=dé# v=-tcorgd
j@coseczede=—90019¢9+Ic01g¢9d9=—<9c0rg9+£77|sen9|+c2
(*) =—¢n|cos+1]+ O cosectd + L n7|cosecd —corgl| -G corgd+ (n|send|+c

Sea:

(COSGC@_COTge)sen6|+9(cosec:9—corgﬂ)+0
cosd+1 |

1-cosd)| (1—c036’j
+6 +C
1+ c039| sené
75__Iarchzxc3x

1+ x?)%
Solucién.- Sea: x = rgd = 0 = arcrgx, dx = sec’ 4d 9,1+ x* =sech

arc rgxdx ¢9§eez/d9_ 0deo
J Tadte s

= '[ @ cosodo(*), trabajando por partes

1+ x2)
u=40 dv:cosede
Sea:
du=d& v=send
=0dsend- J'senede #senf+cosf+c=(arcrgx) ! +C
\/1+x \/1+X2

-1 (xarczgx+1)+c

V1+Xx?
76.- j XCO rg(X%)dx
2 2

Solucién.- Sea:u =senx—,du =gxcosx—dx
5 5 5
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2

XCOS—~— 2
2 5 S5¢du 5 5 X
xcorg(X L)dx=|——2dx==|—==/plul+c==/nlsen—|+cC
Jxcorg(g)ax=] o x= ) =g nllre=7 njsen
sen—
5
77.- j X\ 4x2 — 2dx
Solucidn.- Sea; u = 4x? — 2, dx = 8xdx
/ % [4 2_2 3
jx\/4x dx_—.[u}/du_1u - +C=L+C
/ 12 12
2
%
78, I(X +9) dx
Solucién.- Sea: x = 3rg#, dx = 3sec’ ,4/x* +9 = 3secd
1
I(x2+9)%dx_.|-33ec6’3sec26’d¢9_1 sec’0dd 1 cos® 9 IcostH
x* 3'rg’0 9l g6 9 sen's sen‘d
cos* @
1( 1 1 j 1 cosec’d
= — — 3 +C: 3 +C:— +C
9\ 3sen’éd 27sen’ @ 27
3
1 [ Vx*+9 x +9\/—
__ = = 9+cC
27 X 27x°
79.-'fx23en5 x® cos x*dx
Solucion.- Sea:u =sen x3,du = 3x? cos x*dx
6 6 6,3
IxzsenSx3cosx3dx=lju5du=lu—+c=u—+c:sen X tc
3 36 18 18
80-'I xdx

\BX2+7

Solucidn.- Sea:u =5x*+7,du = 10xdx

xdx 1cdu 1 u” u’ (5x2 +7)” V5x2+7
j—:—J'—y:——+c: +c= +Cc= +C
ﬂ/5xz+ 107 u” 10% 5 5 5

dx
8l-|————

J.x -X—6
Solucién.-

3
J' x“dx —I( 7X+6 ]dx IXdX+IdX+I (7x+6)dx

(Xx=3)(x+2)
j (7x+6)dx )
(x=3)(x+2)
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(7x+6) __ A B
(x=3)(x+2) x-3 x+2
Xx=-2=-8=-5B=B=8(

= 7X+6=A(x+2)+B(x-3)

De donde: 27
Xx=3=27=5A= A=21/
NG Adx Bdx x° 27 ¢ dx 8 dx
(F)=—+X+|—+|—=— — +—=
2 -3 X+2 2 5x-3 5x+2
x? 27

=+ x+?£77|x—3|+§£77|x+2|+c

82.-Isen29ese“29d0
Solucién.- Sea:u =sen’d,du=2senédcosddé
Isen 249959”2"d6? :IZSenecoseese”ZHde = J'e“du —eltc=e*"Y 4 ¢

83.-
j 9e‘X
Solucién.- Sea:u =e*,du =e*dx
e*dx e*dx du 1 |u-3 1 |e*-3
= = = =—In——+C==/ +C
j 9e-x j J(e*)2—9 qu—g 6 ur3 6 |er+3
84.- j
1+cosw
Solucion.-
I dw ZJ-(l—cosv;/)dw J-(l cosw)dwzjcoseczwdw_fcosvzdw
1+cosw 1-cos“w sen‘w sen‘w
(senw)™
=—COTQW————+C=—COTQW+ +C=—-C0TQgW+ COSECW+C
-1 senw

Nota: Este ejercicio esta desarrollado diferente en el capitulo 8.

85.- j e

] (cos® %se n %)dx

2,/\?
Solucién.- Sea:u = l-sen’z du = —Ecos?’isenidx
3 9 2 2

1—5en2%J2

3

e[1 593” ] (cos3ysen/)dx———fe du———e +c——§e +C

x3dx
V19— x?
Solucion.- Sea'x—rsene dx—fcos&d@VlQ x2=\/7cose
3
j x3dx j(\/_) sen 0Md0—19\/_jsen6’(l cos? 0)d0
V19— %2 19550

86.- |
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cos*O+c

:19\/1_9Isen9d0—19\/1_9fsen9cos2 6do = —19\/Ec050+19\3{179

:—19% '1);%(2+;9§T9/ “%)3+c=—19\/19—x2+\/(19—x2)3+c

87-'Isenfd¢
COS™% @
Solucion.- Sea:u=cos@,du=-senq@de
%
n .
Iw —I =—ju%du:—u ——2u" +c=-2Jcosp+C
C0S”

88.-I(seC¢+rg¢) do i

Solucion.-

I(seC¢+rg¢)2d¢ :_[(sec2 @+2secorgp+79ip)de

= J'(sec2 p+2secorgp+sec’ p—1)de = I(Zsec2 p+2secoprgp—1)de
:ZJ'sec2 (/)d(0+2jseC(prg(pd(p—Id(p=219(p+ 2seCp—@+C

o[ O
t(4+ 00"
Solucion.- Sea:u = /nt,du =% , ademas: u = 2rgd,du = 2sec’ #dH,\/4+u® = 2secd

dt B 7 sec? 9d49
jt(4+f772t)%_j\/m f —jsecede (n|secO+7g6|+c
=€77 4-2}-U2 E+C:€77—m_l2’l+u+C:(77%V4+£7722t+£77t%+c

90.- [a’b*’c*'do
Solucién.- Sea:ab’c® =k,
[ 2.3

[a’bcdo = [a’(b)’ (¢°)’d6 = [ (ab%c?) 6 = | kg oo @C) o c)

" e
91.-J'sen% @cos’® pdg
Solucion.-
Isen%(pcos3god(p:'|'sen%gocoszgo005¢dgo:Isen%¢(l—sen2¢)c03¢d¢

sen” ¢ sen/¢

%N

:Isen%(pcowd(p—jsen% @Cospde =

B 25en%¢_23en%(p
3 7

+C
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sec? déo

92.-
I9+nge
Solucién.- Sea:u = rgé’ du =sec’ 4d@
2
Isec 602IH I =—arc 70— +c—1arc g( g‘9)+c
9+7g%0 ‘9+u° 3 3 3

93.- | —
I\/ezx -16
du

Soluciéon.-Sea:u =¢e*,du=e*dx = dx =—
u

Ademas: u = 4secd,du = 4secdrgddo,\u® —16 = 479l
[ du/ o IAsec//gﬁdH 1fd‘9—1
Je? —16 T Jui-16 Tuui-16 7 AsecO4zgd

X

1 u 1 e
=_arcsec—+Cc=-—arcsec—+¢
4 4 4

f+c

94.- j (% —1)(e* +1)ds
Solucion.-

I(e25 —1)(e25 +1)ds = J[(ezs)2 ~1]ds = je“sds —Ids = %e“s +S+C

95.- I _
5x> +8x+5
Solu0|on -

J =] b e
5x° +8x+5 5(x* +/x+1) S x2+yx+1

x? +8 x+1=(x2+—x+—)+1——=(x+ )2+ (X+ %)%+ (3£)?
% 5 P8+ 5= 0+ 15+ (35
X+/ 5x+4

J(x+/) +(/) K/}{amrg 5 arcg 3 +cC
x+1
X —X
Solucioén.-

o (o Jo= e [ =x+fiizfii§
B (FTdx dx Adx ¢ Bdx
—“fm‘“fx(x_n +[ =

1 =é+i:>1 A(x—-1)+ Bx
Xx(x-1) x x-1

96.- [ ——d

(*), completando cuadrados:
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X=0=1=-A= A=-1

De donde:
Xx=1=1=B=B=1

x—1
(*) = x— .[—+ —1_x—£77|x|+£77|x—]4+c—x+€n‘7+c

97.-j(arcsenx/1——x) dx
Solucion.-

j(arcsen\/l—T)"dx = Idx =X+C
3dy

1+\/§

Solucién.-Sea: y” =t = y =t2, dy = 2tdt

3dy 2t ¢ tdt 1Y,
T P S Pl () LRUS s
= 6t—6(7[1-+t]+c=6,/y ~6/nfL+/y|+c=6(y ~ rnfL+y)+c

99.- j x(L+ X)dx
Solucién.-Sea:u =1+ x= x=u-1,du =dx

98.- |

1
5

1%/

Ix(1+ X)5dx = I(u ~u’du —_[(u/ u”)du = Iu/du J.uydu =

2 2
(U DU ko o[ SUEXT SUE+X) L+ x)* +c
11 6 11 6

100.- [ do_
a’sen’@+b?cos’ @
Solucion.-Sea: u = rge, du = sec’ pd g
de sen‘pde sen’ pde du
I 2 _,[ _J- 2_ 2 2 ZI 22 2
a’sen’p+b’cos’ @ =~ (a%glp+b?) (a°rg°p+b?) (@“u” +b”)

COS Q
1 au 1 arge
arCTgF'FC:EarCTg T +C

:1.[ 1arCTgu +C=—
u+(/) a/ % ab

_J‘ tdt
S (2t+1)”
Solucién.-
u=t dv = at
Sea du =dt v+
v=+/2t+1
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% %
[—= o atei- .|.x/2t+1dt—t\/2t+1—1(2t+1) C=t\/ﬁ—(2t;1) e

(2t +1)” 7 /Z

= \/2t+1£t— 2t3+1j+c = 2t3+1(t—1)+

sln|s|ds
102.- d 2|
(L-s%)"
Solucion.-
u=nls| dv=—%
Sea: ds (1-s%)* , ademas:s=send,ds =cosd,\1—s? =cos 6
dU = 2 }/
s v=—(1-5%)"

ISM|S|dS LS e+ N ds:—ﬁfﬂshjcosecowde

(1-s%)”" send

=—\/1—52£77|s|+jw —J1-s*Ln|s|+ jcosec@d@ jsen@d@

send
=—V1-5?¢7|s|+ ¢n|cosectd —corg6|+cosf +c
/ 2
=—1-s*(n|s|+(n # ++/1-s% +cC
103.-'|'(2c03asena—sena)da
Solucion.-

I(2c05asena—sen2a)da =Iwoda =I0da =C
104.- j t*0 n?tdt

u=/,nt dv =t'dt

Sea: 5

5
It“z n*tdt = %Enzt —%jt“f ntdt(x) , trabajando por partes nuevamente:

u=~/Int dv =t*dt
Sea: 5
du=ﬂ Vzl
t 5
t° L, 2(t . ,. 2t 2 t°
* =—£ t—=| —lpt—=|t'dt |=—(n*t——Int+——+cC
=5t 5[5 I ]5" 25 "5
2t° 2t°
=—£ A———Int+—+cC
5 7 25 15

105.-ju2(1+ V) dx
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Solucion.-
Iu2(1+v)“dx =u’(l+ v)”jdx =u?(L+v)'x+c
p+sen3p)de
3¢p* —2c0s3¢p
Solucion.-Sea: u = 3¢p” —2¢0s3p,du =6(p+sen3p)de
j((p+sen3¢)d¢ 1.[du =l€n|u|+czl€n‘3(p2—ZCOS3¢‘+C
2cos3p 67 u 6 6
%
107 - I(y}/ +1)dy
‘(y+1)

Solucion.-Sea: y”? =t = y =t?, dy = 2tdt

106.- j (

(ye+D)dy (t+D2fdt _((t+D)dt [ 2tdt o,
I y%(y+1) _I f(t2+1) I (t? +1) _I(t2+1)+j(t2+1)_€77‘t +l‘+2arwgt+c
= (n|y+1+2arczg\fy +c
106 [

Solucién.-Sea: s =2sec#,ds = 2secrgod e
J' ds :J'/Z/Sec//g/éde 1J'
s°(s*—4)* ‘ 8sec’ 07 zgd 87 sec’d 8

:i67+isen29+c:i 6+ sen2o
16 32 16 2

1 2s? -4
_1 s
_16(arcsecé+ > }rc
109.-J'\/U(1+u2)2du
Solucién.-
J'\/7(1+u2)2du:J'\f(l+2u2+u“)du:fu%du+2ju%du+ju%du
u/ u}/ 2u/ 4u/ 2u” 2uu 4udu  2uSu
+c= + + +c

//ly 7 T T3 7 11

J'cos adeo ——J'(1+ cos26)dé

j+c:i(0+sen0cose)+c
16

3 7 1

3 2
110._J~(x2+x )dx

X"+ X-2
Solucion.-

2

I(x+x)dx I(x+ 2X jdx _[xdx+_[ 2xdx :x_+.[ 2xdx
X2+ X—2 X2+ X—2 (x+2)(x-1) 2 (x+2)(x-1)
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X2 2xdx x* _ Adx  rBdx
B L
2 (x+2)(x-1) 2 X+2
2X A N B
(x+2)(x-1) x+2 x-1

X=1=2=38=B=2/

= 2x=A(x-1)+B(x+2)

De donde:
X=-2=4=_3A= A=%

x> 4¢dx 2pdx X 4 2
(*)—?‘FEJ‘X_{_Z‘FE X_1—7+§£77|X+2|+§£77|X—1|+C

:X?Z+§£n‘(x+2)2(x—l)‘+c
111- [ adb

Solucién.-
jadb:ajdb:amc

112.- X
Vx> -2x-8
Solucion.-
Completando cuadrados se tiene: x* —2x—8 = (x> —=2x+1) -9 = (x-1)* - 3?

Sea: x—-1=3secd, dx=33ec9rg0d9,\/m=3rge, luego:
dx dx A secOgddo
J.\/X2—2x—8 :I\/(X_l)z_gz :I Z}g/? =IS€C@d0=£n|sec¢9+rg9|+c
et e maxs|
77‘ 3 3 ‘

V2x—X?
Solucion.-
Completando cuadrados se tiene:

2X— X2 =—(X* =2X) =—(X* = 2x+1-1) = —(x* = 2x+1) +1=1—(x* 1)
Sea:x-1=send,dx =cosdd,1-(x—-1)* =cosé, IuegO'

113.- j

J-(x+1)dx __J~ (2- 2x) 4 J-(Z 2x)dx ZJ'
\V2x—x? 2x—x2 \2x—x? m
= —J2x- S SN PN Y R —

- *me Zo I«/l—(x—l)z

- 2x X2 +2 pes/dé? —J2X—X* +260+Cc=—2x—-x* +2arcsen(x—1)+c
oo =Y v

114.- j f(x)f (x)dx
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Solucion.- Sea:u = f(x),du = f"(x)dx

[ 00 (x)dx= [udu =%+C:M+

2
x> +7x> —5x+5
115.- [ 2= dx
X +2x-3
Solucion.-
3 2 _ _
J~x +27x 5X+5dx:j(x+5+ 30 12x jdx _[xdx+5jdx J-(ZO 12x)dx
X“+2x-3 X°+2X— X°+2x-3
2
J'de+5j~dx J‘(ZO 12x)dx X_ AdX J' ()
(x+3)(x-1) 2

20-12x = A(x—1) + B(x+3)

Xx=1=8=4B=B=2
De donde:

X=-3=>56=—4A= A=-14
*——+5x 14 —=—+5x+14£ X+3+2/n|x=1+c
) J o[ 2 nlx+ 3+ 20n|x -1
116.- j e“‘l”” lax
Solucion.-

J‘ 417‘1+x+x2‘ 2 x* X
e dx:j(1+x+x )dx=X+—+—+cC
2 3

(x—=21)dx

VX*—4x+3
Solucion.-
Completando cuadrados se tiene: x* —4x+3=x*—4x+4-1=(x-2)*-1

Sea: x—2=secd,dx =secdrgdda,/(x—2)* -1=1rgé, luego:

117.- j

I (x—=1)dx J-(Zx 4)+2d __J» (2x—4)dx I
X2 —4x+3 2 —4x+3 x2—4x+3 7 X2—4x+3
=\X* —4x+3+ —X:\/x —4x+3+ %
I\/ 2 -4x+3 ‘[w/(x—Z)z—l
=X —4x+3+jsece/géd9 VX —4x+3+ [secdo
=VX?—4x+3+(n|secO+7g6|+c
=\/x2—4x+3+€77‘x—2+\/x2—4x+3‘+c
xdx
118.- | ———
J.\/x2+4x+5
Solucién.-
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Completando cuadrados se tiene: x> +4x+5= X" +4x+4+1=(x+2)*+1

Sea: x+2=rg9 dx =sec® 8d6,/(x+2)* +1=secd, luego:
I J- J»(rge 2)se010d0_
\/x +4x+5 \/(x+2) +1 secl

:sec0—2£n|sec6+rg¢9|+c:\/xz+4x+5—2€77‘\/x2+4x+5+x+2‘+c

Irgesecede—zjsecede

119 - J' 4dx
X +4x
Solucién.-
2 2 2
I 34dx _I(BX +4)—3x dx=J-(3x3+4)dx_SI ;(dx
X +4X X3 +4x X* +4X X7 +4X
2xdx
—ﬁn‘x +4x‘——j T2 =/ ‘x +4x‘——£77‘x +4‘+c
3 x(x +4) re=ly X |ic
o ayr N
120'_'[ co zgxdx
(nlsenx|

Solucién.- Sea:u = £n|senx|,du = corgxdx

cozgxdx _ rdu

'[477|86nx| -[ = (njul+c= fﬂ‘hﬂsenx”ﬂ:
121.- [ £57exp/x—1dx

Solucioén.-

% _ pa—
jéneXpVX—ldX:J.\/X—ldX:(X;) +C:2(X 1)3V(X 1)+
2
e

122.- j

Solucion.- Sea: V1+x® =t = t? =1+ x* = x =J/t* -1, dx :%
2tdt

V1+x° t3(t2—1)V 2dt 2 1 2 2 ¢ dt

- [ 2 (a2 e 2

2. 1 |t-1 2 VLX)

=—t+=lpl—|+c==A1+x* += Z

3 3 1 3 V1+ X +1
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2
Solucion.- Sea: /X—l oo Xl x1-t2) =t? = 1+t2 dx = 4td2t :
+1 X+1 1—t (1-t?)

IF (1 t%) 4tdt I t? (A7) dt I t2dt
x+1 (1+t)(l £y )e-t)? - @at)a-r)
t2dt Adt Bdt (Ct+D
:4-[(1+t)(1—t)(1+t2):4[I1+t+j1 t I1+t2 dt}()
t? __A B Ct+D
L+)A-t)A+t?) 1+t 1-t 1+t°
=t = AQ-t)1+t?)+ BA+t)(1+t*) + (Ct+ D)1 -t?)
t=1=>1=48=8=1]

t=-1=1=4A= A=
De donde: = = %r
t:0:>0:A+B+D:>D:—%

t=2=4=-5A+15B+(2C+D)(-3)=C=0
1,dt 1, dt dt dt dt

*) =4 — +— -— = - -2
*) [4I1+t 4j1 Il+tj I1+t It—1 j1+t2

:£n|t+]4—£n|t—]4—2arcfgt+c:fn‘t%l

X+
3 x-1 7| / |\/ 1+\/x+ | / +1

x-1
sen xdx
1+sen x+cosXx

—2arcrgt+c

124.- j

L 22 1-2° X 2dz
Solucion.- Sea:senx=——-,C08X=——,Z2 =70 —,dX = 5
1+z 1+z 2 1+z

2z 2 47
J- sen xdx :J- (1+zzj(1+zzj dz:j 1+22dz
1+S€n X+ CoS X 1+( 27 ](l—zzj 1+ 22 +27+1-7?
1+22 \1+72°

4zdz 220z Adz Bz+C

a7 =] ol Eread EpwalaV

(1+2°)(2+2z) Y (+2)(1+2%) “1+z 1+2

27 _A+BZ+C

(1+2)A+2*) 1+z 1+7°
1=-1=-2=2A= A=-1

De donde: <z=0=0=A+C=C=1
z2=1=2=2A+2B+2C=B=1
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J‘Z+l

220z dz
1+z -[ -[

22+1 Y722+1
2

(=24

1+z

dz =—(n[l+z|+

1
+arcrgz+c

=L+ z|+5£77‘z2 +1+arcrgz+c="17

, 1/z'gz)(2+l
= 77—
Tgy+l

+arcrgz+c¢

125.- j—
3+2c0s X
_ 2
Solucion.- Sea:senx:iz,cosx:l—zz,z:rgf,dx: ZdZZ
1+2z 1+z 2 1+z
22
dx 1+ 72 2dz dz 2 z
= dz= =2 =—=arcrg—=+¢C
j3+2cosx -[3+2 1- 72 -|‘3+322+2—222 -[5+z2 J5 Tgﬁ
1+ 22
:&amrg ﬁrgé +cC
5 5 2
12@-"‘&
VX2 —2x+5
Solucion.-

Completando cuadrados se tiene: X* —2x+5= x> —2x+1+4=(x-1)* +2°,

Sea: x—1= 2798, dx = 2sec’ 9d9,/(x—1)* + 2° = 2secd ,luego:
(2x—2+2)dx _J- (2x—2)dx

dx
Ix/ —2x+5 2'[ VX? —2X+5 X —2X+5 J-\/x2—2x+5
=m+1—m=m+fﬁ
:m+I%=M+Isecede
:M+én|sec0+rge|+c

(1+senx)dx
senx(2+cosXx)

127.- j

., 2z 1-7° X 2dz
Solucion.- Sea:senx=——,C08X=——,Z2 =70 —,0X = ——
1+z 1+z 2 1+z
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(1+ 22 j 'Z
I (1+senx)dx _J» 1+2° Mdz:J 1+ 2% +22)dz

senx(2+cosx) * 727 22(1+2%) + z(1-22)
;,i/zf T
C(Z*+2z+)dz (2+2z+1)dz  (Adz Bz+C .
_I 7% +3z _I 2(z° +3) _I +I(22+3)dz( )}

(z°+2z+1) _A Bz+C

- = = 2°+22+1=A(z*+3)+(Bz+C)z
2(z°+3) z (2°+3)

= Az’ +3A+Bz* +Cz = (A+B)z? +Cz + 3A, igualando coeficientes se tiene:

A +B =1

C=2 :A:}/,B:23,C_
2
%) 3J-Z J-/Z+ J~ 1 2120z +2J‘ dz

(z°+3) 37 (22 +3) (z° +3)

3A

=—€77‘rg/‘+ fn‘rgzx +3‘ arCrg[Tg\;g%J+c

128.- jx v

Solu0|on Sea: X' +4=x"+4x*+4-4x* = (X* +2)° = (2X)* = (X* + 2Xx+ 2)(X* = 2x + 2)

J~ _J- dx _J- (Ax+ B)dx J- (Cx+ D)dx
P44 T (P +2x+2)(x*-2x+2) Y (xX*+2x+2) Y (X —2x+2)

1  (Ax+B) (Cx+D)
(X*+4) (X*+2x+2) (X*—2x+2)
1= (AX+B)(Xx* —2x+2) + (Cx+ D)(x* + 2x +2)
1=(A+C)x*+(-2A+B+2C + D)x* + (2A-2B +2C + 2D)x+ (2B + 2D)
Igualando coeficientes se tiene:

A + C =0

-2A +B+2C+ D=0
A=3 B=Y, C=-3 D=
2A-2B+2C+2D=0| }/ 4 }/ %
2B +2D =1
1 X+ 2)dx 1 X —2)dx
()—I( )x  1: (x-2)

87 (x*+2x+2) 87 (x* 2x+2)
I (x+1)dx 1 dx (x—=1)dx +1 dx
- 87 (x+1)? +1 8 (x+1)? +1 8 (x-1)°+1 87 (x-1)°+1

=—In|x*+2x+2/+=arcrg(x+1) ——/n|x* —=2x+2|+=arcrq(x—1)+c¢
1677\ \8 g()lﬁn\ \8 g(x-1)
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1

2
X +2X+2 +§[arcfg(x+1)+arcrg(X—1)]+C

¥ —2x+2

1

16
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