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[En teoria]

a) Demuestre que la funcion f(z) = e~!*l es continua pero no derivable en & = 0.
2Vx
1+ a:) '
i) Calcule su derivada en cualquier punto. ii) Muestre que es continua pero no derivable en z = 1.

b) Sea f: [0,4+00) — R tal que f(x) = arcsin <

[Diferente]

a) Calcule las siguientes derivadas:

4 6 2% + 327 — 1
2r- o) (73}—1— \/x2+3) i) 223 L ) @)™ v et vi) sinh ()
x x
1—
b) Verifique que la derivada de f(z) = arcsin(2z — 1) + 2arctan <\ / j) es nula en [0, 1).

c) Sea g: R — R dos veces derivable con ¢’'(z) # 0 (V2 € R) y f: R — R definida por f(z) = cos (ug(x)), p € R.
i) Demuestre que f, ', ", g, ¢’ y ¢” satisfacen la ecuacion f” — f’gg—/,/ + (ug)? f =0.
ii) Calcule f(™(0) para g(z) = x.

d) Considere h(x) = arctan <1x ta

>,cona > 0.
—ax

i) Indique donde h es continua y derivable, y muestre que A’ no depende de a.
ii) Demuestre que (V z € [0,1)) : h(z) = arctan(z) + arctan(a).
[Aplicaciones]|
a) Sea f: [a,b] — R continua en [a, b], derivable en (a,b), con f(a) =0 = f(b) y f'(a) = 0. i) Demuestre que
existe ¢ € (a,b) de modo que la tangente a f en el punto ¢ pasa por el origen. ii) Analice qué pasa si a = 0.

b) Muestre que si para h derivable en R existen los limites 1lim h(z) y lim A'(x), entonces el tltimo es 0.
T——+00 T——+00

c) Sea f una funcién continua en [0, +00), diferenciable en (0, +o00) y tal que f(0) =0y f/'(z) creciente en R™.

f(z)

x
Demuestre que f'(x) > en RT y deduzca que la funcién g(z) = es creciente en RT.
x

d) Sea g una funcion dos veces derivable en R que satisface g(0) = 0 = ¢’(0) y a > 0. Demuestre que existe
2

§ € (0,0) tal que " (€) = g(a).

e) Sea g una funcién derivable en R tal que g(z)tan(z) > 0 (V2 € R\ {kn+ 35 | k € Z}). Demuestre que la
derivada de g posee ceros en cada intervalo de la forma (lmr — 5, kT + g) con k € Z.

[Limite]
Calcule los siguientes limites:
1 —x —x : T_ T _ 9
i) Tim 2 e ) ii) lim 2 2In <Sm(x)> iii) lfm =¥
a—0 x a—0 x =0 x — sin(z)
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Principales definiciones, propiedades y teoremas

Funcién derivable en un punto

Derivabilidad y continuidad

f: (a,b) — R es derivable en T € (a,b) si existe el
siguiente limite, y se llama derivada de f en 7:

o S@ = @) f@+h) - @)

T—T r—T h—0 h

= f'(@)

La derivada en un punto corresponde al valor de la pen-
diente de la recta tangente a la funcién en el punto.

= derivable en punto = continua en dicho punto

Puntos extremos de una funcién

Algebra de derivadas

Sean f,g: (a,b) — R derivables en T € (a,b). Entonces
f+g fagy 5, si g(T) # 0, son derivables, con:

= (f+9)@) = 1)+ ()

= (f9)'(®) = ['(@)9(2) + f()g ()

o @@ - [@)d @)
. <g> @)= 9@

Sean f: ACR—>RyTE€A.
» T es minimo (maximo) GLOBAL de f i es el
valor mas bajo (alto) alcanzado por la funcién:

f(@) < (2) fz) (Vo e A).

» T es minimo (mAaximo) LOCAL si es el va-
lor més bajo (alto) alcanzado en una vecindad:
f@) < (2) f(z) (Ve e An[z — 6,7 +d]).

Todo punto extremo global es punto extremo local.

Puntos criticos de una funcion

Sea f: A CR — R funcién que admite derivada. T € A
es punto critico si f' (Z) no existe o si f' (Z) = 0.

Condicién para ser punto extremo

Regla de la cadena

Sean f: ACR —- Ry Z € A. Entonces:
T es extremo de f A f' (Z) existe = f () =0

Sea f: (a,b) — (c,d) derivable en T € (a,b) y
g: (c¢,d) — R derivable en § = f(Z) € (c¢,d). Enton-
ces la composicion g o f es derivable en T con

(go ) @ =4 (f@) f@)

Escrito con la notacion de Leibnitz, si y es una fun-

cion de u, i.e. y = y(u), y v es una funcion de z, i.e.

u = u(x), entonces dy _ dydu
B ' dr  dudz’

Teorema del Valor Medio (TVM)

Sean f,g: [a,b] — R continuas en [a,b] y derivables en
(a,), con g(B) # g(a) y ¢'(x) £ 0 (Vx € (a,b).

f(b) ~ f(a) _ F'(©)

= (3¢ € (a,b)): g(b) —gla) ¢ (&)

Teorema del Valor Medio (TVM) de Rolle

Derivada de la funcion inversa

Sea f: [a,b] — R continua en [a, b] y derivable en (a,b).

Entonces f(a) = f(b) = (3£ € (a,b)): f'(§) =0.

Sea f: (a,b) — (c,d) biyectiva y continua. Si f es de-
rivable en T € (a,b) con f/(Z) # 0, entonces la funcion
inversa f~!: (c,d) — (a,b) es derivable en 5 = f(T)

con ) )
!/
Y@ === -
U 0= 7@ = )
Escrito con la notaciéon de Leibnitz, si y es una fun-
cion de u, i.e. y = y(u), y u es una funcion de z, i.e.

— u(a), entonces I =
u = ul(xr), entonces dx—dx

dy

Teorema del Valor Medio (TVM) de Lagrange

Si f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b).

Entonces (3 € € (a,b)) : f'(€) = W

Teorema del Valor Medio (TVM) de Cauchy

Sean f,g: [a,b] — R continuas en [a, b] y derivables en
(a,b). Entonces se cumple que:

(B € (ab): f(§)Igb) —gla)] = [f(a) — f(D)] g (&)
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Tabla de derivadas

Con a constante en R, n € Z (R), se tiene que:

F(x) F'(x) Restricciones F(x) F'(x)
x" nz"~!
gla)" | ng(z)"'g'(x)
x—ln nﬁ x#0
e9(@) g (x)es®)
a® In(a)a® a>l,a#0,zeR
In(z) é x#0
g'(x)
@) | L
log, (x) lnza) é x#0
sin(x) cos(z) sinh(z) cosh(z)
cos(z) —sin(x) cosh(z) sinh(z)
tan(x) sec?(z) tanh(z) sech(z)?
csc(x) — csc(x) cot(x) csch(z) | —csc(x)coth(x)
sec(z) sec(z) tan(z) sech(z) | —sech(x)tanh(z)
cot(z) —csc?(x) coth(x) —csch(x)
. 1
arcsin(z) g ze(-1,1)
1
arc cos(z) A re(-1,1)
1
arctan(z) 22
1
arcesc(x) —m x € (—00,1) U (1,+00)
1
arcsec(z) m z € (—o00,1) U (1,+00)
1
arccot(x) 112




