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SEMANA 1

o\ Ingenierta Matematica
Subsucesiones y Continuidad 2] fom

1.1 Subsucesiones

DEFINICION (SUBSUCESION) Sea (s,) una sucesion. Sea ¢: N — N una funcién estrictamente
creciente. Se llama subsucesién de s, generada por ¢, a la sucesion (u,,), definida por:

Un = Syp(n)-

Ejemplo 1.1.
= Si p(n) = 2n, entonces u, = Sa,. (un) = (S0, S2, S4, S¢, Sg - - - )-

» Sip(n) =2n+1, entonces u, = Soni1. (Un) = (51,53, S5, 57, .. ).

En general, (u,) = (55m)) = (Sp(0)s Sp(1)s Sp(2)s - - - )-

Observacion: Aceptaremos que la funciéon ¢ no este definida para un ntmero finito de tér-
minos. Por ejemplo, si ¢p(n) = n — 5, tenemos que (s,_5) solo esta definida para n > 5, y no lo
esta paran = 1,2, 3,4.

El siguiente teorema caracteriza la convergencia de una sucesion via la de sus subsucesiones, mos-
trando que ademés éstas no pueden tener un limite distinto al de la original.

Teorema 1.1. Sea (s,) una sucesion y sea £ € R. Entonces
Sp — st y solo si Todas las subsucesiones de (s,) convergen a (.

DEMOSTRACION. ( <= ) Basta tomar ¢(n) = n, con lo que s,(,) = s, — .
( = ) Sabemos que
Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |s, — ]| <e.

Sea ¢: N — N, estrictamente creciente y eventualmente no definida en un ntmero finito de casos.
P.d.q. Ve >0, kg € N, Yk > ko, |s,m) — £| < €. Efectivamente, como ¢ no es acotada superior-
mente (;por qué?), Fko € N, (ko) > ng. Y luego:

Yk > ko, (k) = p(ko) = 10,

de donde Vk > ko [sym) — | < €. a



Teorema 1.2 (Bolzano—Weierstrass). Toda sucesion acotada tiene al menos una subsucesion
convergente.

DEMOSTRACION. La demostraciéon se realiza mediante un método de dicotomia.
Sea (s,) una sucesion acotada. Existen entonces ag, by € R tales que

Vn €N, ag < s, < by.

Llamemos Iy = [aq, bo)-

Sea a continuaciéon ¢y = . Es claro que en alguno de los intervalos [ag, co] v [co, bo], hay una
infinidad de términos de la sucesion (s,). Llamemos I; = [ay, b1] a dicho intervalo.

Definimos entonces ¢; = % Nuevamente, debe haber una infinidad de términos de (s,) en
alguno de los intervalos [a1, ¢1] y [c1, b1]. Llamamos a dicho intervalo I = [ag, by] y proseguimos de
la misma manera.

Asi, se formara una coleccion de intervalos Iy, I, I3, ..., I,, ... con las siguientes propiedades:

ao+bo
2

» Vn € N, el intervalo I, = [a,, b,| contiene una cantidad infinita de términos de la sucesion

(8n)-

= VneN, bn—an:l’f);—n‘m.

» VneN, [, DO I,,,. Cuando esta condicion se satisface, se habla de una coleccion de intervalos
encajonados.

Definamos entonces la siguiente subsucesion de (s,,) (denotada (s,@))):

o(l) =min{k e N| s € I}

©(2) =min{k > p(1) | s € I}

©(3) = min{k > p(2) | sy € I3}
en+1) =min{k > ¢p(n) | sg € L1}

Con esto la subsucesion (s,(,,)) tiene la siguiente propiedad:
Vn €N, s,m) € I, 0sea, a, < sp(m) < by, (1.1)

Finalmente, es claro que las sucesiones (a,) y (b,) son mondtonas (a, < api1, bpr1 < by) ¥

acotadas (an,b, € |[ag,bo), luego convergen a los reales a y b, respectivamente. Ademas como
a, <b,, entonces a < b.

Por ultimo, ya que b, — a,, = bo;f‘o, entonces tomando limite se tiene que b —a =0 o sea, a = b.
Luego, aplicando sandwich en la desigualdad de (1.1)), se obtiene que sy — a = b. O

1.2 Funciones continuas

Sabemos, del semestre anterior, que si tenemos una sucesion s,, — , entonces sen(s,) — sen(z).
Es decir, la funciéon seno satisface la siguiente propiedad:

Sp =T = f(sn) = f(T).

2



Figura 1: Para esta funcion f y la sucesion (s,), s, — T pero f(s,) # f(Z).

Pero, ;se tiene esta propiedad para cualquier funcion? Veamos la Figura [1]

En la funciéon dibujada, si uno toma cualquier sucesion s, que converge a Z por la derecha, la
sucesion de las iméagenes f(s,) converge sin problemas al valor f(z). Sin embargo, al tomar una
sucesion s, que converge a Z por la izquierda, se tiene que la sucesion f(s,) converge a un valor
h < f(z).

La intuiciéon nos dice que este fenémeno esta relacionado de algiin modo con el “salto” o disconti-
nuidad que la funciéon f posee. Formalicemos esto via la siguiente definicion.

DEFINICION (FUNCION CONTINUA EN UN PUNTO) Sea f: ACR — Ry z € A. Diremos que
f es una funciéon funcién continua en 7 si

V(z,) CA o, =% = f(z,) — f(T).

Observacion: Notemos que en la definicion, la propiedad de ser verificada para toda suce-
sidén que converge a T y con valores en A. Es decir, si somos capaces de probar que la propiedad
es valida para alguna sucesion, eso no es suficiente para que la funcién sea continua.

Sin embargo, los valores de la sucesiéon deben estar en el dominio de la funcién, luego si el
dominio es reducido, entonces el niimero de sucesiones test es pequena.

Ejercicio 1.1: ;Cémo se podria restringir el dominio de la funcién en la Figura [I} para que
fuere continua en x?




Ejemplo 1.2.
Consideremos la funcién f definida por la ley

_Jr sizeQ
f(x)_{ﬁ six ¢ Q.

1. Probemos que f es continuaen z=0yenz = 1.

2. Probemos que f no es continua en 7 si z € R\ {0, 1}.

Solucién.
1. Consideremos el caso T = 0. Sea (z,,) una sucesion arbitraria que converge a 0.

P.D.Q: f(x,) — f(0) =0.

), siz, €Q
f@”_{ﬁ Si an ¢ Q,

donde se puede realizar el acotamiento siguiente:

En efecto, se tiene que

0<|f(zn)| < |xy —I—mi, Vn € N.

Usando esta mayoracion y el teorema del sandwich de sucesiones se obtiene el resultado
buscado.

Ahora consideremos el caso = 1. Sea (x,,) una sucesion arbitraria que converge a 1.

P.D.Q: f(an) — f(1) = 1.

Jxn siz, €Q
f@”_{ﬁ Si 2 ¢ Q,

En efecto, se tiene que

de donde se deduce que

|z, — 1| siz, €Q
|22 — 1| siz, ¢ Q.

Por lo tanto, usando un acotamiento similar al del caso anterior, se obtiene:

|f(2n) =1 :{

0<|f(zn) =1 <|zn—1|+ |22 -1, VneN,

El resultado buscado es nuevamente una consecuencia directa de esta mayoracion y del
teorema del sandwich de sucesiones.
2. Consideremos el caso 7 € Q \ {0, 1}. En este caso se tiene que f(z) = z.

Para demostrar que la funcién no es continua en este punto, debemos mostrar alguna
sucesion (x,) que converja a T pero para la cual se tenga que f(z,) /4 .

Dada la formula de la funcién f, esto ultimo lo hacemos con una sucesiéon de ntmeros
irracionales.



Sea x, =T+ V2 (Claramente esta sucesién converge a 7. Sin embargo, la sucesiéon de las
n 9

imégenes
2
2
f(z,) = <az + £> — 7

y como T & {0, 1} se tiene que 72 # 7.

El caso Z ¢ Q se propone como ejercicio. Para formar una sucesion de racionales que
converja a T, use para cada n € N la densidad de Q en R en el intervalo (Z,z + %) O

Ejemplo 1.3.
No es dificil probar que las siguientes funciones son continuas:

= sen(z) es continua Vz € R.

)
)
)
x) = cos(z) es continua VT € R.
) = €” es continua vz € R.

)

In(z) es continua Vz € RY.

Las demostraciones se proponen como ejercicios personales de comprension.

Teorema 1.3 (Algebra de funciones continuas). Sean f: ACR - R yg: BCR — R dos
funciones continuas en T € AN B. Las siguientes funciones resultan ser continuas en T:

1

2

O

. f+g.

. f—y9.

. Af, con A € R.
. f-g.

. f/g, cuando g(z) # 0.

DEMOSTRACION. Probaremos la continuidad solo paral[I]y 0] el resto se proponen como ejercicios.
Para[l] debemos probar que si (z,) es una sucesién en Dom(f + g) = AN B que converge a T,
entonces (f + g)(z,) converge a (f + g)(z).

Esto tltimo es cierto ya que (f + ¢)(z,,) = f(xn) + g(z,). Pero como f y g son continuas en z,
entonces f(z,) = f(Z)y g(x,) — g(Z), y por el teorema de algebra de sucesiones

(f +9)(xn) = flxn) + g(xn) = f(T) +9(2) = (f + 9)(2).

5



Para[5] sea (1) una sucesion con valores en Dom(f/g) = (AN B)\ Z(g) (Z(g) es el conjunto de
ceros de g), que converge a 7.
Nuevamente, por continuidad de f y g, f(z,) — f(Z) v g(z,) — ¢g(Z) y usando el teorema de
algebra de sucesiones, resulta:

) @)
(Flo)an) = 05 = 53 = (U fo)(@)

8

Teorema 1.4 (Composicion de funciones continuas). Sean f: ACR >R yg: BCR —
R dos funciones. Si f es continua en T € A y g es continua en f(Z) € B, entonces la funcion go f
es continua en T.

DEMOSTRACION. Sea (z,) una sucesion con valores en Dom(g o f) que converge a Z.
Recordemos que Dom(g o f) = {z € Dom(f) | f(z) € Dom(g)}. Con esto, como x,, € Dom(g o f),
se tiene que x,, € Dom(f) y f(z,) € Dom(g).

Por un lado, tenemos que, z, € Dom(f) y =, — &. Luego, usando la continuidad de f en T se
concluye que la sucesion (f(x,)) converge a f(Z).

Ahora, tenemos que la sucesion (f(x,)) cumple que f(z,) € Dom(g) v f(z,) — f(Z). Luego, por
continuidad de g en f(Z), se deduce que

(g0 f)(@n) = g(f(2n)) = g(f(2)) = (g0 [)(T). O

Ejemplo 1.4.
Gracias a los teoremas anteriores, se concluye que las siguientes funciones son continuas (prué-

belo):
1. f(z) =ao+ a1z + asx® + - - - + a,x" es continua Vz € R.

ap + a1z + asx® + - - + apa” : _
2. f(x) = b b b 4 b es continua Vz € Dom(f).

3. f(z) =a", con a > 0 es continua vz € R.
4. f(x) =log,(x), con a >0, a # 1, es continua Vz € R

5. f(x) = ", es continua Vz > 0.

6. f(z)= 2%, es continua VZ > 0.

7. f(z) = tan(v) es continua Vz € R\ {(2k +1)5 | k € Z}.

Teorema 1.5 (Caracterizacion e—4§). Sean f: ACR - R yxz € A. [ es continua en T si y
solo si se cumple que

Ve>0,30>0, Voe A {|a:—92'| <5 = |f(z) - f(D)| <g} (1.2)

6



DEMOSTRACION. ( = ) Razonemos por contradiccion. Si la propiedad fuese falsa, significaria que
existe € > 0 tal que para todo § > 0 podemos encontrar x € A con |z —z| <0y |f(x) — f(Z)| > €.
En particular, para cada n € N podemos tomar 6 = 1/n y encontrar x, € A que cumple las
propiedades

jzn —2| <1/ny  |f(za) = f(@)] > e

Claramente la sucesion {x, }n,en converge hacia  y sin embargo f(x,) /4 f(Z) lo cual contradice
la continuidad de f en Z.

( <) Supongamos ahora que la propiedad es cierta y probemos la continuidad. Tomemos una
sucesion cualquiera (z,) con valores en A, tal que z,, — Z. Debemos probar que f(z,) — f(Z).
Para ello consideremos € > 0 arbitrario y sea 6 > 0 dado por la propiedad. Dado que x,, — T existe
no € N tal que |z, —Z| < ¢ para todo n > ng. Usando la propiedad, se sigue que |f(x,) — f(Z)| <€
para n > ng con lo cual f(x,) — f(Z). O

Observacion: Esta propiedad permite entre otras cosas, hacer la conexion entre los conceptos
de continuidad y limite de funciones. En efecto, las caracterizaciones € — d de ambos conceptos
son préacticamente los mismos, cambiando ¢ por f(z) y autorizando a la variable x a tomar el
valor T.

De este modo podemos establecer que si el dominio de la funciéon permite estudiar el limite de
f(z) cuando x — T y T € A se tiene que:

f es continua en 7 si y solo si lim f(x) = f(z).
T—T

DEFINICION (FUNCION CONTINUA) Sea f: A C R — R. Si f es continua VZ € A, diremos
que f es continua.




10.

11.
12.

Guia de Ejercicios

. ;Como se podria restringir el dominio de la funcién en la Figura 1 de la tutoria, para que

sea continua en 7

Dadas f: ACR —=Ryg: BCR — R, funciones continuas en = € AN B. Pruebe que las
funciones f — g, Af (con A € R) y f - ¢ son continuas en .

. Usando los teoremas de élgebra y composiciéon de funciones continuas, pruebe que las si-

guientes funciones son continuas:

a) f(z)=ao+ a1x + agr® + - -+ + a,a™ es continua Vz € R.

ap + a1z + axr® + - -+ a, "

b) f(z) = T P S B T es continua ¥z € Dom(f).

c) f(x) =a", con a > 0 es continua Vz € R.

d) f(xz)=log,(x), con a >0, a # 1, es continua Vz € R .

e) f(x) = 2", es continua Vz > 0.

) flx)= = , es continua Vz > 0.

g) f(x) = tan(z) es continua VZ € R\ {(2k +1)5 | k € Z}.

, . _ x sizeQ , _
. Consideremos la funcién f definida por la ley f(x) = ) Termine el ejemplo de

22 siz ¢ Q.

la tutoria, probando que f no es continua en Z para todo & ¢ Q. Recuerde la indicacion:
Para formar una sucesion de racionales que converja a Z, use para cada n € N la densidad
de Q en R en el intervalo (Z,Z + +).

Pruebe que la funcion f(x) = zsen(z) es continua en R.

. Determine el valor que debemos dar a f(0) para que f(z) = z%cos(1/x) sea continua en

z=0.

Sea f: R — R definida por f(z) = sen(w/x) si x # 0y f(0) = a. Demuestre que indepen-
diente del valor de «, f no es continua en 0.

Estudie la continuidad de la funcién f: R — R definida por f(z) =22siz € Qy f(z) =0
si z ¢ Q. Analice por separado los casos T =0y z # 0.

. Pruebe que la funciéon dada por f(z) = exp(—1/2?) siz # 0y f(0) = 0 es continua en R.

Determine el dominio y puntos de continuidad de las siguientes funciones

(a) x> sen(z)/In(1 + exp(z))

(b) &+ /1+In(1+ 23)

(c) x +— exp(x)r3/?/tan(x)
Estudie dominio y continuidad de las funciones cot(z), sec(x), csc(x).

(a) Sean f,g: A — R, con A C R, funciones continuas, tal que g(z) > 0 para todo = € A.
Demuestre que la funcion h(z) = g(z)/@) esta bien definida y es continua en A.

M)eXp(l/n).

(b) Estudie la convergencia de la sucesion y, = (2%



P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

Guia de Problemas

Sea f: R — R una funcién continua y supongamos que ¢ € R es tal que f(z) < 0 para todo
r <cy f(xr) >0 para z > c¢. Demuestre que f(c) =0.

Sea f: A — R, con A C R. Supongamos que existe L > 0 tal que |f(z)— f(y)| < L|x—y| para
todo z,y € A (tal funcion se dice lipschitziana de pardmetro L). Pruebe que f es continua
en A.

Sea f: A— R, con A CR,yr, >0 una sucesion tal que r, — 0. Pruebe que f es continua
en T si y solamente si la sucesion

sn = sup{|f(z) = f(Z)] : [z — Z[ < ra},
converge a cero.

Sea f: R — R definida por f(x) = 1/g si x = p/q con p € Z, ¢ € N,q # 0, p,q primos
relativos, y f(z) = 0 si © € Q. Pruebe que f es continua en todo punto ¢ Q y discontinua
en todo = € Q.

Sean f,g: R — R funciones continuas en = € R, con f(Z) > ¢g(Z). Pruebe que existe € > 0
tal que f(z) > g(z) para todo x € (T — €,Z + €). Indicacién: puede ser conveniente analizar
primeramente el caso g = 0.

a) Sea f: R — R continua. Pruebe que
(a) si fx+y) = f(z)+ fly), Vx,y€R, entonces f(x) =ax con a = f(1).
(b) si f(z+vy) = f(z)f(y), Vz,y€R, entonces f(z) =a” con a= f(1).

b) Sea f:(0,00) — R continua tal que f(zy) = f(z)+ f(y) para todo z,y € (0,00).
Demuestre que f(x) = log,(x) con a = f~1(1).



SEMANA 2

12|& f Iingenierl'ail\ﬂraaerj'lé?iia\
Continuidad. Los grandes teoremas ]&) c m

2.1 El teorema de los valores intermedios

Una propiedad muy tutil para estudiar la imagen de una funciéon continua de un intervalo es el
hecho que una tal funcién que toma un par de valores, esta obligada a tomar todos los valores
intermedios. La esencia de esta propiedad la enunciamos en el siguiente resultado de existencia de

raices de ecuaciones.

Teorema 2.1. Sea f: [a,b] — R una funcion continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces existe

T € [a,b] tal que f(z) = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos el intervalo Iy = [a,b] y ¢ = (a + b)/2 su punto medio.

()

Ejemplo 2.1.
Estudiemos las soluciones de la ecuacion tan(x) = x. Graficamente, se trata de encontrar las
intersecciones de los graficos de las funciones x — tan(x) y z — x y, como muestra la siguiente
figura, resulta intuitivo que la ecuacién tiene infinitas soluciones -+ < z_9 < 2.1 < zp = 0 <
21 < 2g < --e

Tomando I} = [a,c] si f(a)f(c) < 00 I} = [c,b] si
f(e)f(b) <0, obtenemos un intervalo I1 = [ay, b;] C Iy
con f(ay)f(by) <0y largo (by —ay) = (b—a)/2. Ite-
rando este procedimiento se obtiene una sucesion de-
creciente de intervalos I,, = [a,,b,] C I,,1 tal que
flan)f(by) <0y (b, —a,) = (b—a)/2". Por el Teore-
ma de Intervalos Encajonados, las sucesiones a,, y b,
convergen hacia un mismo punto = € [a, b], y pasando
al limite en la desigualdad f(a,)f(b,) < 0 se deduce
f(2)? <0, es decir f(z) = 0. O
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tanx

Como las funciones = +— tan(z) y x — = son impares, es claro que si z es una solucion de la

ecuacion, entonces —z también. En el grafico esto corresponde al hecho que z_1 = —z1,2_9 =
—Zs,.... Probemos la existencia de una raiz z; en (7/2,3m/2). Para ello consideremos la funcion
f(z) = tan(z) — z y notemos que f(m) = —m < 0. Por otra parte, tomando la sucesion x, =

37/2 —1/n se observa que f(x,) — 400 de modo que para algin n € N se tendra f(zz) > 0. El
teorema anterior nos permite concluir la existencia de un nimero z; € [, x;] tal que f(z1) =0,
esto es tan(z;) = z;. Intentemos estimar z; con 6 decimales usando el algoritmo sugerido en
la demostracion del Teorema [2.1] Partamos con ay = 4.4;by = 4.5 para los cuales se tiene

flag) = =130 y f(by) = 0.14.

’ n \ [ay, by] \ Cn = (an +b,)/2 \ f(en) ‘
0 | [4.400000,4.500000] 4.450000 -7.3e-01
1 | [4.450000,4.500000] 4.475000 -3.4e-01
2 | [4.475000,4.500000] 4.487500 -1.2e-01
3 | [4.487500,4.500000] 4.493750 6.9e-03
4 | [4.487500,4.493750| 4.490625 -5.5e-02
5 | [4.490625,4.493750] 4.492188 -2.5e-02
20 | [4.493409,4.493410] 4.493409 6.6e-07
21 | [4.493409,4.493409] 4.493409 1.8e-07

Asi, luego de 21 iteraciones obtenemos la estimacion z; ~ 4.49340946674347 la cual posee al
menos 6 decimales exactos. Como ejercicio haga un programa para estimar z; con 6 decimales.
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Ejemplo 2.2.

Pruebe que todo polinomio cibico tiene al menos una raiz real. En efecto, sea p(z) = a + bz +
cx? +dx? con d # 0 un polinomio ciibico cualquiera. Observemos que p(n)/n® — d mientras que
p(—n)/n® — —d. De aqui se sigue que para n suficientemente grande p(n) tiene el mismo signo
que d, mientras que p(—n) tiene el signo contrario. Como consecuencia del teorema anterior el
polinomio debe tener una raiz en el intervalo [—n, n]. Generalice el argumento para probar que
todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real. Analice que ocurre en el caso de
polinomios de grado par.

Como corolario inmediato del Teorema se obtiene la Propiedad de Darboux o Teorema de los
Valores Intermedios:

Teorema 2.2. Sea f: [a,b] — R wuna funcion continua. Si ¢,d € f([a,b]) entonces para todo
nimero e comprendido entre ¢ y d, existe x € |a,b] tal que f(x) = e.

DEMOSTRACION. Sean ag y by tales que f(ag) = ¢y f(by) = d. Sin perder generalidad podemos
suponer ag < by. Aplicando el teorema anterior a la funcion g: [ag, by] — R definida por g(z) =
f(z) — e se obtiene la existencia de x tal que g(z) = 0, vale decir f(z) = e. O

Ejemplo 2.8.

El Teorema [2.2| permite demostrar, por ejemplo, que la imagen de la funcion exp es (0, +00).
En efecto, dado que las sucesiones exp(—n) y exp(n) convergen hacia 0 y +o0o respectivamente,
cualquiera sea el namero real y > 0 podemos encontrar n € N tal que exp(—n) < y < exp(n). El
teorema de los valores intermedios nos asegura la existencia de = € [—n, n] tal que exp(z) = y. Por
otra parte, como ya sabemos que exp(x) > 0 para todo z € R, se concluye que f(R) = (0, +00).
Recordemos que exp es estrictamente creciente con lo cual es inyectiva, de modo que
exp: R — (0, +00) es biyectiva. Su inversa, como ya vimos en capitulos anteriores, es la funcion
In: (0,+00) = R.

2.2 Maximos y minimos: el teorema de Weierstrass

En esta seccion probaremos otra propiedad importante de las funciones continuas: en un intervalo
cerrado y acotado el maximo y el minimo son alcanzados. Exactamente se tiene:

Teorema 2.3. Sea f: [a,b] — R una funcion continua. Entonces f es acotada y alcanza su mini-
mo y su mdzimo en [a,b].

DEMOSTRACION. Probemos la propiedad del minimo (la propiedad del méximo se prueba de
manera anéaloga y se deja como ejercicio).

Sea m = Inf{f(x) : a < x < b}, eventualmente m = —oo. Probaremos que existe Z € [a,b] tal
que f(Z) = m lo cual establece simultaneamente que el infimo es finito y que es alcanzado. Para
ello consideremos una sucesion (z,),en tal que f(x,) converge hacia m. En virtud del Teorema
de Weierstrass podemos extraer una subsucesion convergente ,,, — = € [a, b]. Por continuidad se
tiene f(z,,) — f(Z), de donde se deduce que m = f(z) probando simultdneamente que m es finito
(es decir, f es acotada inferiormente) y que el infimo es alcanzado (en el punto z). a
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Observemos que en el resultado anterior todas las hipotesis son necesarias. La funcion z — exp(z),
si bien tiene un infimo finito sobre R, éste no es alcanzado: R no es acotado. Por otra parte, la
funcién x — 2% alcanza su minimo pero no asf el maximo en el intervalo [0, 1), el cual no es cerrado.
Finalmente, la funciéon definida por f(z) = 1/z si 2 # 0y f(0) = 0 no es acotada y no alcanza ni
el minimo ni el maximo en el intervalo [—1, 1]. La dificultad en este caso proviene de la falta de
continuidad en & = 0.

2.3 Continuidad de las funciones inversas

Para finalizar el estudio de las funciones continuas, probaremos un resultado de gran utilidad para
establecer la continuidad de una funcién que es la inversa de una funcién continua.

Consideremos f: I — R, con I C R un intervalo (finito o infinito, abierto o cerrado o semiabierto).
Sea J = f(I) su imagen. Recordemos que si f es estrictamente monétona (creciente o decreciente)
entonces es inyectiva y en consecuencia posee una inversa f~!: J — I (la cual tiene el mismo tipo
de monotonia que f). El resultado anunciado es el siguiente:

Teorema 2.4. Sea f: I — R, con I C R un intervalo, continua y estrictamente mondtona (cre-
ciente o decreciente). Entonces J = f(I) es un intervalo y la inversa f~': J — I es continua.

DEMOSTRACION. El hecho que J es un intervalo se demuestra usando el Teorema (ejercicio).
Probemos que f~! es continua en todo punto 4 € J. La demostracion se separa en distintos casos
segun si f es creciente o decreciente, y segin si i es un extremo del intervalo J o se encuentra en
su interior. En todos los casos la idea de la demostracion es basicamente la misma, de modo que
nos limitaremos a analizar la situacién mas simple en que f es creciente e 4 se encuentra en el
interior del intervalo J.

Sea ¥, € J tal que ¥, — 3. Sea T = f~Y(y) y 2, = f~'(y,). Notemos que T se encuentra en el
interior del intervalo I (ejercicio, usar la monotonia de f). Debemos probar que z,, — Z, para lo
cual usaremos la definiciéon de convergencia.

Sea € > 0 pequerno tal que [T — e, +¢] C I.
Como T —e < T < T+ ¢, la monotonia de f
implica f(z—¢) < y < f(Z+¢) y, por lo tanto,
dado que y,, — v, existe ng € N tal que

f(z+e)

f(Z—¢) <y, < f(Z+¢)

para todo n > ny. Como f~! es también cre-
ciente, resulta T —e < f~'(y,) < T+¢, es decir
z, € (T —¢€,T + ¢) para todo n > ny. O

Ejemplo 2.4.

La funcion In: (0,00) — R es la inversa de la funcion exp, y en consecuencia es continua. Esta
es una demostracion alternativa de la continuidad del logaritmo, que ya habiamos demostrado
antes.
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Ejemplo 2.5.

La funcion x — tan(z) no es biyectiva. Sin embargo, su restriccion al intervalo (—m/2,7/2) es
continua y estrictamente creciente, con imagen tan((—m/2,7/2)) = R. En consecuencia, posee
una inversa que resulta ser continua, la cual denotaremos arctan: R — (—m/2,7/2). Aparte de
ser continua, esta funcion es impar, creciente, arctan(0) = 0, y satisface —7/2 < arctan(z) < m/2
para todo = € R. A partir del grafico de tan obtenemos un grafico aproximado para arctan:

arctan
T
Ejemplo 2.6.
La funcion sen: [—7/2,7/2] — R es continua y creciente, con imagen igual a [—1,1]. Su inversa
es en consecuencia continua y creciente. Se denota arcsen: [—1,1] — [—7/2,7/2]. Similarmente,

cos: [0, 7] — R es continua y decreciente, con imagen [—1, 1]. Su inversa arccos: [—1,1] — [0, 7]
es por lo tanto continua y decreciente.

Ejemplo 2.7.

La funcion senh: R — R es continua y creciente y su imagen es todo R. Su inversasenh ™ : R — R
es por lo tanto continua y creciente. Del mismo modo, tanh: R — R es continua y creciente con
tanh(R) = (—1,1). Luego, su inversa tanh™": (—1,1) — R es continua y creciente.

2.4 Continuidad uniforme

A lo largo de este capitulo hemos analizado la nocién de continuidad en términos de sucesiones:
una funcién f: A — R (con A C R) es continua en el punto € A si toda sucesion {x, },eny € A
que converge hacia Z es transformada por f en una sucesion f(z,) que converge hacia f(z), es
decir

(xn € Ajx,, > &) = f(z,) = f(2).

Vimos ademés, una caracterizacion sin usar sucesiones en el Teorema[I.5 Usando dicha caracteri-
zacion €9, es posible definir un criterio de continuidad mas fuerte.
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A modo de motivacion, veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.8.
Tlustremos la caracterizacion e-6 en un caso sencillo. Consideremos la funcion f(z) = z° y un

punto = € R. Sabemos que f es continua en  de modo que se debe tener la propiedad (|1.2)).
Verifiquemos esta tultima de manera directa. Tomemos € > 0. Debemos encontrar § > 0 tal que

lz -7 <6 = |2* -7 <e
La condicion |z® — 23| < € puede escribirse como V73 — e < x < v/z3 + ¢, la cual a su vez es

equivalente a (ejercicio)
v — 7] < V7P + e - |7|
de tal forma que basta tomar § = {/|z]3 + ¢ — |7|.

Vale la pena notar que en general § depende de € pero también del punto  en consideracién, vale
decir, 6 = (e, ). En particular en el ejemplo anterior se observa que la cantidad ¢ se hace mas
pequena a medida que se reduce € > 0 y, asimismo, para un valor fijo de ¢ se tiene que J tiende a 0
a medida que |Z| crece. Esto ltimo no siempre ocurre y para ciertas funciones es posible encontrar
d > 0 que satisface la propiedad independientemente del punto Z en consideracion.

Ejemplo 2.9.

Consideremos la funcion f(z) = /x definida en [0,00) y Z > 0. Como f es continua en T se
tiene la propiedad ([1.2). Explicitamente, dado & > 0 debemos encontrar § > 0 tal que

2 -7 <6 = |Vr—V7|<e
Usando la desigualdad |\/z — v/Z| < v/|x — Z| (ejercicio) se puede escribir la siguiente secuencia

de desigualdades:
o -2 <6 = Vo —Vi| <]z -z < V5,

de tal forma que tomando § = &2, se obtiene la propiedad ((1.2). Lo interesante de este calculo
es que 0 no depende de z y la implicancia

(Jo -2 <d(e) =¢*) = Vo —Va[<e

se satisface independientemente del Z considerado. Esta propiedad de uniformidad de ¢ respecto
del punto T se conoce como continuidad uniforme.

DEFINICION La funcion f: A — R (con A C R) se dice uniformemente continua si para todo
e > 0 existe 0 = d0(g) > 0 tal que

Vz,ye A) |z —y| <o = |f(z)— fy)| <e. (2.1)

En virtud del Teorema es claro que una funcién uniformemente continua resulta ser continua
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en todo su dominio. La reciproca no es cierta en general como lo muestra el Ejemplo [2.8] a menos
que el dominio de la funcién sea un intervalo cerrado y acotado como probamos a continuacion.

Teorema 2.5. Sea f: I — R con I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado. Entonces f es unifor-
memente continua st y solo si es continua en todo punto T € A.

DEMOSTRACION. Basta probar la implicacion <= . Supongamos por contradiccion que f es
continua en todo punto = € A pero que no es uniformemente continua, esto es, existe € > 0 tal que
para cada 6 > 0 podemos encontrar puntos z,y € A tales que |[x —y| <y |f(x) — f(y)] > e. En
particular, tomando § = 1/n encontraremos x,,, y, € A tales que |z, —y,| < 1/ny |f(x,)— f(yn)| >
e. Ahora bien, puesto que A es acotado podemos extraer una subsucesion convergente de {z, }nen
con x,, — T. Como a < x,, < b para cadan € N, T € [a,b]. En virtud de la desigualdad triangular
se sigue que y,, — Z. Con esto, usando la continuidad de f en el punto Z obtenemos

| (@n) = S (ymi)| = [F(2) = f(2)] = 0

lo que constituye una contradiccion con el hecho que |f(z,,) — f(yn,)| > € paratodo k e N. O
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10.

Guia de Ejercicios

. Pruebe el Teorema de Weierstrass en su version para maximo. Es decir, dada f: [a,b] — R

una funcion continua. Entonces f es acotada y alcanza su maximo en [a, b].

. Pruebe las propiedades de la funcién arctan enunciadas en el Ejemplo 1.6.

. Pruebe que si f: I — R, con I C R un intervalo, es continua y estrictamente mono6tona

(creciente o decreciente), entonces J = f(I) es un intervalo.

. Pruebe la siguiente variante del Teorema 1.9: si f: [ — J es estrictamente monétona y

biyectiva con I y .J intervalos, entonces f y f~! son continuas.

. Complete los ejemplos 1.9 y 1.10 de la tutoria.

. Encuentre la imagen de las funciones

f(@) =In(2+exp(z)) y f(z) =sen ((z* —1)/(z* +1)).

. Demuestre que la ecuaciéon xsen(x) = 2 posee infinitas soluciones. Haga un programa para

estimar una solucién positiva de esta ecuacion, con al menos 6 decimales de precision.

. Demuestre que la ecuacion exp(x) cos(z) + 1 = 0 tiene infinitas raices reales.

Indicacion: Considere intervalos de la forma [k7, (k 4+ 1)x] para aplicar el teorema del valor
intermedio.

. Si h(z) = 23 — 2% + 2 demuestre que Iz € R tal que h(xg) = 10. Justifique.

Sea p(z) = Y p_, k2™ un polinomio de grado n, tal que ¢y, < 0. Demuestre que existe
zo € R tal que f(z¢) = 0.
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

P7.

Ps.

Guia de Problemas
Sea f: [a,b] — R una funcion continua en [a, b].

(a) Pruebe que existen x,7 € [a, b] tales que

flz) < w < f(Z) para todo x1, 25 € [a,].
(b) Demuestre que dados x1,xs € [a,b] cualesquiera existe 5 € [a, b] tal que
i = Ll s

Dado a > 0, sea f: [0,2a] — R continua y tal que f(0) = f(2a). Pruebe que 3z € [0, a] tal
que f(z) = f(z + a).

er —e’ "
Definimos la funciéon tanh: R — R por tanhoz = ———.
et +e "

(a) Verifique que tanh es continua, que tanh(0) = 0 y que —1 < tanh(x) < 1,Vz € R.
(b) Pruebe que si n — oo entonces tanh(n) — 1y que tanh(—n) — —1.

(c) Usando el TVI, demuestre que Vy € (—1,1), 3z € R tal que tanh(z) = y.
Indicacion: analice separadamente los casos y > 0, y =0, y < 0.

(d) Demuestre que la ecuacion tanh(z) = cos(z) tiene infinitas soluciones en R.

Un monje vive en un monasterio a los pies de los que el monje se encuentra a la misma dis-
una montana. El dia 7 de cada mes a las 00:00 tancia del monasterio a la rmsma hora del dia.
hrs., el monje comienza una caminata de 24
horas hasta la cumbre de la montana. Una
vez ahi, medita durante 6 horas y luego baja
la montana de vuelta al monasterio. La baja-
da le toma 1 hora. Demuestre que existen dos
instantes, uno en el dia 7 y otro en el dia 8, en E il i

Un conductor demora 5 horas en recorrer los (aproximadamente) 500 kms. que separan
Santiago y Concepcion. Pruebe que existe un tramo del viaje, de una longitud de 100 kms.,
que es recorrido en exactamente 1 hora.

Sean f y g funciones continuas en [a,b], a < by tales que f(a) # f(b), f(a) = —g(b) y
f(b) = —g(a).Demuestre que 3xy € [a,b] tal que f(z9) = —g(xo) y para f(x) = (zr —a)" y
g(x) = —(x —0b)" con n € N\ {0}, verifique que se cumplen las hipotesis anteriores y calcule,
para este caso, el valor de xq € [a, b].

(a) Sea g: R — R continua en un punto z, € R tal que g(z9) > 0. Pruebe que existe § > 0
tal que g(x) > 0 para todo z € (zg — d, 0 + 0).

(b) Considere F'y G continuas en xq y tales que F(zg) < G(zo). Demuestre que 3§ > 0 tal
que Vx € (zg — d, 20+ 0), F(z) < G(z).

Sea f: [a,b] — [a,b] una funcion continua. Demuestre que existe = € [a.b] tal que f(z) =z
(un tal punto se llama punto fijo para la funcion f(-)).
Indicacion: Considere g(x) = f(z) — .
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SEMANA 3

Derivadas

fcfm Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS

3.1 Funciones derivables

Las funciones més simples de analizar son las funciones afines a(z) = n+ max. Ahora bien, muchas
funciones no lineales son “aproximadamente afines” cuando se las observa en una pequena vecindad
en torno a un punto. Por ejemplo, a simple vista, el grafico de f(z) = sen(z) en el intervalo
[—0.1,0.1] es practicamente indistinguible del gréafico de a(x) = . De hecho, la diferencia méaxima
entre ambas funciones es del orden de 1.7e-04, vale decir menos del 0.1 % del largo del intervalo.

x10°

01 008 -006 -004 002 0 002 004 006 008 01

-0 -0
0.1 -008 -006 -004 -002 0 002 004 006 008 0. 01 -008 -006 -004 -002 O 002 004 006 008 01

f(z) = sen(z) a(z) =z o(z) =sen(z) —x

El mismo ejercicio en el intervalo [—0.01,0.01] arroja diferencias inferiores al 0.001 % del largo del
intervalo. Observando intervalos més y méas pequenos en torno a 0 las discrepancias se hacen cada
vez menos perceptibles, de manera que la funcién afin a(x) = = es una muy buena aproximacion
de la funcion sen(z) cerca de 0. Esto corresponde simplemente al hecho que 91613(1) sen(z)/x =1, lo

cual se puede escribir también en la forma
sen(z) = = + o(x)

donde el “error” o(x) es pequeno comparado con x: lfII(l) o(x)/xz = 0.
T—r

Mas generalmente consideremos una funcion f: (a,b) - Ry = € (a,b). Supongamos que deseamos
encontrar una funcion afin a(x) = n + ma que sea una “buena” aproximacion de f(z) en torno a
z, es decir

f(z) ~a(x) para z~Z.

Es razonable imponer de partida que ambas funciones entreguen el mismo valor para x = z, vale
decir, a debe ser de la forma a(z) = f(Z) + m(z — z). Con esto, la propiedad de aproximacion se
escribe

f(x) ~ f(z) +m(z - 1)

y por lo tanto la pendiente m debe ser tal que

m ~ q(z) =



Dado que nos interesa la propiedad de apro-
ximacioén para x cercano a T, es razonable
escoger m como el limite de los cuocientes
¢(z) cuando z tiende a z. Geométricamente,
q(x) corresponde a la pendiente de la recta
secante al grafico de f como muestra la figu-
ra, y el proceso limite se interpreta como la
bisqueda de la recta tangente al grafico de
fenz.

DEFINICION Diremos que f: (a,b) — R es derivable en el punto = € (a, b), si existe el limite

f@) = f(3)

lim
T—T €T — X

Dicho limite se denota f’(Z) o bien %(E) y se llama derivada de f en .

De manera equivalente, f es derivable en Z si existe una pendiente m = f’(z) tal que la funcion
afin a(z) = f(Z) + f'(Z)(x — ) es una aproximacion de f en el sentido que
f@) = f@)+ f(@)(x - 2) + oz — 7)
con fllir% o(h)/h = 0. Usando el cambio de variable h = z — Z, lo anterior puede escribirse equiva-
%

lentemente _— -
@)t D) =S

h—0 h

o también
f(@+h)=f(z)+ f'(T)h + o(h).

Notemos que si f es derivable en T entonces es continua en dicho punto pues

lim f(x) = 1 [f(z) + /() (z — 7) + oz — )] = f(2).

Ejemplo 3.1.
Una funcién afin f(x) = a + bx es obviamente derivable en todo punto z € R con f'(z) = b. En
particular las funciones constantes son derivables con derivada nula en todo punto.

Ejemplo 3.2.

La funcién f(z) = |z| es derivable en todo punto Z # 0. De hecho, si Z > 0 la funcién f coincide
con la funcién g(z) = = en un entorno de z y por lo tanto f/(z) = 1. Similarmente se tiene
f'(z) = —=1siz < 0. Para z = 0 la funciéon |z| no es derivable pues }lng% |h|/h no existe (los

limites laterales son distintos).
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Ejemplo 3.3.
La funcion definida por f(z) = zsen(1/x) si x # 0y f(0) = 0, es continua en & = 0 pero no es
derivable en dicho punto pues [f(h) — f(0)]/h = sen(1/h) no converge cuando h — 0.

Ejemplo 3.4.
La funcioén f(x) = x* es derivable en todo punto T € R, pues

f(z+h)—f(z) (z+h)?-2° _ 2zh + h?

= 2T 2T
. h . T+ h— 2%

de modo que f'(z) = 27.

Ejemplo 3.5.
El ejemplo de motivacion del capitulo muestra que la funcion sen(z) es derivable en Z = 0 con
sen’(0) = 1. Méas generalmente, esta funcion es derivable en todo punto € R y se tiene

sen’(T) = cos(T).
En efecto, la féormula del seno de una suma de angulos nos da

sen(Z + h) —sen(z)  sen(x)(cos(h) — 1) + cos(z)sen(h)

h h

de modo que la conclusion se sigue de los limites conocidos : }lll'rré[cos(h) —1]/h = 0y
%

lim sen(h)/h = 1.

h—0

Similarmente, cos(x) es derivable en todo punto Z € R y se tiene
cos'(T) = —sen(T).

Esto resulta de la formula del coseno de una suma de angulos que permite escribir

cos(Z + h) —cos(Z)  cos(Z)(cos(h) — 1) — sen(z) sen(h)
- :

Ejemplo 3.6.
La funcién exp(z) es derivable en todo punto Z con

exp’(Z) = exp(T).
En efecto, dado que limy,_,o[exp(h) — 1]/h = 1 (limite conocido), se tiene

. exp(Z+h) —exp(T) _exp(h) —1
) h ey

= exp(Z).
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Asimismo, el limite lim,_,oIn(1 + u)/u = 1 implica que In(x) es derivable en todo punto z > 0
con

In(z — In(z In(1 T In(1 1
W(7) = Jim REFR =@ AR g Wl te) 1
h—0 h h—0 h u—0 TU T

3.2 Reglas de calculo de derivadas

Algebra de derivadas

Las propiedades algebraicas del limite nos permiten obtener reglas sencillas para calcular la deri-
vada de una suma, producto y cuociente de funciones derivables.

Proposicion 3.1. Sean f,g: (a,b) — R derivables en T € (a,b). Entonces:

(a) f+ g es derivable en T con
(f +9)(z) = f'(z) + g'(2)-
(b) fg es derivable en T con
(f9)'(z) = f(2)9(2) + f(2)g'(2).
(c) Si g(x) # 0 entonces f/g es derivable en T con
([)' (7) = f'(2)9(z) - f()g'(z)

g g9(7)?

DEMOSTRACION. La propiedad (a) resulta de la linealidad del limite junto con

(f+9)@) = (f+9)@) _ [(2) = f@) , 9() —g(7)

- = — +
z T — xr—x

Analogamente, para ver (b) basta usar la identidad

o) = HEo(a) _ o)) = 0l0) | o o) = S)

Observando que f es continua en Z y usando algebra de limites resulta que el primer término de
la suma anterior converge a f(z)g'(Z), mientras que el segundo término tiende a ¢(z)f'(z). La
propiedad (c) se obtiene de manera similar usando la descomposicion

f(x)/g(x) — f(x)/9(%) 1 g(j)f(ﬂf) —f@) f(j)g(ﬂ?) —9(z)

r—I g(z)g(z) T —T r—T ' O

Ejemplo 3.7.
Para cada n € N,n > 1, la funcién f,(z) = 2™ es derivable en todo punto z € R con

() = nz" 1.
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Los ejemplos de la seccién anterior muestran que la formula vale para n = 0, 1, 2. Probemos por
induccion que la formula es cierta para todo n > 1. En efecto, si el resultado se tiene para un cierto
n > 1 entonces, de acuerdo a la proposicion anterior la funcion f,1(z) = 2" = 2"z = f.(z)-x
es derivable en  con

fra(@) =fo(3) T+ fo(@) - 1=nz" 2+ 7" = (n+ 1)7"

lo cual concluye el paso de induccién.
Con esto, la formula para la derivada de un cuociente implica que paran € N, n > 1, la funciéon

gn(z) = 27" = 1/2™ es derivable en todo punto  # 0 con
Fn—1
. —nI o
9,(7) = ()2 = —nz "
Ejemplo 3.8.

Como corolario del ejemplo anterior se sigue que todo polinomio p(x) = ag+ a;z + - - - + apz* es

derivable en todo punto € R con
P (%) = a1 + 24,7 + 3asz* + -+ - + na, "

Por ejemplo p(z) = 1 + 2® + 527 es derivable con p'(Z) = 37° + 357°. Asimismo, toda funcion
racional es derivable en su dominio. Por ejemplo f(z) = x/(1 — 2?) es derivable en todo punto
z e R\ {-1,+1}, con

1-(1—2%) —z-(—27) 1+ 22

f'(x) = (1— 72)2 T -z

Ejemplo 3.9.
Las funciones tan(x) y cot(x) son derivables en sus respectivos dominios y se tiene

tan’(7) = sec?(z),
cot'(z) = — csc?(7).

La primera formula por ejemplo es valida para todo & & {n/2+km : k € Z}, y se obtiene usando
la férmula de la derivada de un cuociente pues

(sen)’ (7) = sen’(7) cos(Z) — sen(z) cos’ ()  cos?(T) + sen?(T) 1

cos cos?(T) B cos?(T) ~ cos?(z)

Ejemplo 3.10.
La regla del cuociente implica que f(x) = exp(—z) es derivable en R con f'(z) = —exp(—x).
De esto, usando algebra de derivadas, se deduce
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senh’(z) = cosh(z),
cosh’(Z) = senh(z),
tanh’(z) = 1/ cosh?(Z).

Ejemplo 3.11.

La funcién f(z) = exp(z) + x?sen(x) es derivable en todo Z € R. En efecto, las funciones z? y
sen(zr) son derivables en todo R, y por lo tanto lo mismo ocurre con su producto z%sen(z). La
suma de esta tltima con la funcién derivable exp(z), nos da la funcién f(z) la cual resulta por
lo tanto derivable en todo R. El algebra de derivadas nos permite calcular

f'(z) = exp/(z) + 27 sen(T) + 7° sen’(T) = exp(Z) + 27 sen(Z) + Z° cos(Z).

En particular f'(1) ~ 4.9415 y puesto que f(1) ~ 3.5598 se obtiene que la aproximacion afin de
f(-) en T =1 es la funcién

a(x) = 3.5598 + 4.9415(z — 1) = 4.94152 — 1.3818.

20

y=4.94x-1.38

Regla de la cadena

La composicion de funciones derivables sigue siendo derivable y existe una féormula sencilla para
calcular su derivada: la regla de la derivacion en cadena, o simplemente regla de la cadena.

Teorema 3.2. Sea f: (a,b) — (¢,d) derivable en T € (a,b) y g: (¢,d) — R derivable en § =
f(Z) € (¢,d). Entonces go f es derivable en T con

(go f)(x)=g'(f(2) f'(2).

DEMOSTRACION. Definiendo q(y) := [g(y) —g(9)]/[y— 9] siy # 7y q(7) := ¢'(§) podemos escribir
9(y) = 9(y) = a(y)ly — 9] con lim, 5 q(y) = ¢'(y). De aqui resulta
9(f(x)) — 9(f (%)) flz) = f(7)

L = lim g(f(2)) == ——— = 9 ) ['(2). -




Observacion: Usando la notacion % para la derivada, la regla de la cadena adopta una forma

mas facil de recordar: si y = y(u) con u = u(z) entonces

dy dydu
der  dudzx’

Ejemplo 3.12.
Para a > 0, la funcion f(z) = a® es derivable en todo R con

En efecto, por definicion se tiene f(z) = exp(xIn(a)) la cual es la composicion de la funcion
exp con la funcion lineal g(x) = xIn(a). La regla de la cadena asegura que dicha composicion es
derivable y se tiene

f(z) = exp/(ZIn(a))g' () = exp(ZIn(a)) In(a) = In(a)a®.

Ejemplo 3.13.
Podemos también generalizar la regla de la derivada para las potencias al caso de potencias de
exponente real. Sea a € R, a # 0. La funcion f(x) = 2* definida para x > 0 es derivable en todo

z > 0 con
f(z) = az .

Para ver esto basta expresar f(z) = exp(aln(z)) y aplicar la regla de la cadena para obtener

a—1

f'(z) = exp(aln(f))% = 7%= = ax

SRS

En particular f(z) = /z es derivable en todo Z > 0 con

Ejemplo 3.14.
La funciéon f(z) = tanh < 1+ senz(:c)) es composicion de funciones derivables. La regla de la
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cadena nos permite calcular:

(@) = tantf (/T4 sen?(@)) [T+ sen?(@)]
1 1 , ,
- cosh’ ( 1+ sen%x)) 24/1 + sen?(z) [1 + sen’ ()]
sen(x) cos(x)

cosh? <\/1 + sen%x)) V/1+ sen?(z) '

Derivadas de funciones inversas

Teorema 3.3. Sea f: (a,b) — (c,d) biyectiva y continua. Si f es derivable en T € (a,b) con
f'(z) # 0, entonces la funcion inversa f~': (¢,d) — (a,b) es derivable en § = f(Z) con

11
fi@)  f@)

(f )@ =

DEMOSTRACION. Del capitulo anterior sabemos que la funcién inversa f~! es continua. De este
modo, definiendo z(y) = f~!(y) se tiene lim, ,; x(y) = Z, y por lo tanto

Observacion: Nuevamente en la notacion 9L In L el resultado anterior adopta una forma sugerente:
siy =y(x) y x = x(y) representa la funciéon inversa, entonces

dy
=1
dx /

Ejemplo 3.15.
La funcion arcsen: [—1,1] — [—m/2,7/2], siendo la inversa de sen resulta derivable en todo
punto § € (—1,1). En efecto, en tal caso tenemos Z = arcsen(y) € (—m/2,7/2) y se tiene
sen’(z) = cos(¥) # 0, con lo cual
1 1 1 1
arcsen’(y) = = =

sen’(z)  cos() - /1 — sen?(7) - V1—7°
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Ejemplo 3.16.

La funciéon tan: (—7/2,7/2) — R es derivable en todo punto = € (—7/2,7/2) con tan'(z) =
1/ cos?(z) > 0. Su inversa arctan: R — (—7/2,7/2) es por lo tanto derivable en todo punto
y = tan(x) y se tiene

1
1+tan?(z) 1+32

arctan’(y) = = cos*(7) =

Ejemplo 3.17.
La inversa de tanh: R — (—1, 1) es derivable en todo punto § € (—1,1) con

SN 1 _ 2 10
(tanh™)(g) = k(b1 (7)) cosh”(tanh™ " (g)) =
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10.

11.

Guia de Ejercicios

. Demuestre que f(x) = z* es derivable en todo punto y que f'(z) = 372.
. Encuentre la aproximacion afin de sen(z) en el punto z = 37 /4.

. Pruebe que la funcién definida por f(z) = exp(—1/2%) si x # 0y f(0) = 0 es derivable en

z =0 con f'(0) = 0.

. Sea f(x) =1 — cos(z) para x € Qy f(z) = 0 para © € Q. Pruebe que f es derivable en

=0,y que f'(0) =0.

. Sean f,g: R — R derivables en a € R con f(a) = g(a) y f'(a) = ¢'(a). Pruebe que toda

funcion h(-) tal que f(x) < h(z) < g(z) es derivable en a con h'(a) = f'(a) = ¢'(a).

. Sea f: R — R derivable en 0 tal que f(x +y) = f(x)f(y) para todo z,y € R. Pruebe que f

es derivable en todo punto y que f'(z) = f(0)f(Z).

. Usando é&lgebra de derivadas, demuestre por induccion que las funciones f(z) = sen(nz) y

g(x) = cos(nx) son derivables con f'(z) = ncos(nx) y ¢'(x) = —nsen(nzx).

. Encuentre la aproximacion afin de f(z) = [sen(2z) + cos(2x)] exp(—z) en el punto 7 = —1.

. Pruebe que arccos: [—1,1] — [0, 7] es derivable en todo punto y € (—1,1) con arccos'(y) =

—1/4/1 — 42
Pruebe que la funcién senh™': R — R es derivable en todo punto y € R con (senh ™) (y) =

1/\/y*+ 1.

Pruebe que cosh™: [1,00) — R es derivable en todo punto y > 1 con (cosh™')(y) =

1/4/y? — 1. {Qué ocurre en y = 17
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Pé6.

P7.

Guia de Problemas
Sean f,g: R — R que cumplen lo siguiente:

a) g(x) = zf(z) + 1y lim f(z) = L. b) gla+0) = g(a)g(b).

Demuestre que ¢'(z) = g(z).
Sea ¢ > 1. Pruebe que si f: R — R es derivable en 0 entonces existe el limite

L= m 1) = f@),

x—0 €x

Sea f: R — R derivable tal que f' = af(z) Vx € R, con a constante. Demuestre que

f(@) = f(0)e.

Indicacion: Considere g(x) = e~ f(x).

Sean f; funciones de R — R (derivables), donde i = 1,...,n. Sea

Gn = filfa(--- (fu(2))---)).

Demuestre que:
n

G () = [[ F(fisr(firal - (fu(2)) .. ))

i=1
Sea g: R — R dos veces derivable con ¢'(z) # 0 en todo Ry f: R — R definida por
f(x) = cos(kg(x)). Muestre que
g//
f" = f/? +(kg')*f = 0.

Sea f derivable en z, calcular

lim f(zo + ah) — f(xo + Bh)

h—0 h

donde «, 8 € R.

Sea f: R — R una funcién tal que

[f(z) = f(y)| < alz —y)* paratodo z,y € R

con a > 0. Pruebe que f': R — R existe y f/'(x) = 0 para todo z € R.
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SEMANA 4

s, Ingenieria Matemtica
Derivadas: Los teoremas [ fom

4.1 Maximos y minimos: la regla de Fermat

En lo que sigue presentaremos diversas aplicaciones de la derivada al estudio de funciones. La
primera corresponde a la regla de Fermat que permite caracterizar los puntos donde una funciéon
derivable alcanza su minimo y su maximo. Para enunciar el resultado de manera precisa definiremos
que se entiende por puntos de minimo o méximo, local o global de una funcién.

DEFINICION (PUNTOS EXTREMOS DE UNA FUNCION) Sea f: A C R — R una funcién, don-
de A es su dominio. Sea = € A.

» Diremos que Z es un punto de minimo global de f, si f(z) < f(z) para todo x € A.

De manera analoga se define un punto de mdzimo global de f.
= Diremos que Z es un punto de minimo local de f si 30 > 0 tal que
f(@) < f(x) Vee ANz —9d,z+ ).
De manera analoga se define un punto de mdzimo local de f.

Si se cumple cualquiera de de los 4 casos, diremos que Z es un punto extremo de la funciéon f.

Claramente, todo punto de minimo global es un punto de minimo local de f (anélogo para maximos)

Teorema 4.1. Si T € A es un punto extremo de una funcion f: ACR — R, y f es derivable en
z, entonces f'(z) = 0.
DEMOSTRACION. Si Z es minimo local, para x cercano a 7 se tiene f(x) > f(z), con lo cual

T—T r—2x z—zt r—

es decir f'(z) = 0. El caso de un maximo local es analogo. O

Observacion: El teorema se puede escribir en una linea del modo siguiente:
T esextremode f A f(T)existe = f(z)=0.
Usando un poco de algebra proposicional se sabe que

(pNq = r) < pAgqVr
= PVGVr
— (p = qVr).
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Por lo que el teorema también se puede escribir como
T es extremo de f = f'(Z) no existe V [f(z)=0.

El conjunto de puntos, donde o bien f no es derivable, o bien la derivada vale 0, son los famosos
puntos criticos de una funciéon. Usando este lenguaje, el teorema se lee diciendo que todo punto
extremo es punto critico. Por lo tanto, para encontrar los puntos extremos de una funcién uno
siempre comienza por buscar los puntos criticos de ella y después analiza cual de ellos es o
no punto extremo. Después se puede seguir analizando la funcién, para determinar cual punto
extremo es maximo o minimo y cual de ellos es local o global.

Ejemplo 4.1.

Deseamos disefiar un cilindro de radio r y altura h cuyo volimen V = mr2h sea méximo, para
una superficie total dada S = 27r? 4+ 27rh. De esta tltima relacién se obtiene h = S/27r — r,
con lo cual obtenemos la expresion del voltmen exclusivamente en funcién del radio

>

D e

El radio 6ptimo se obtiene de maximizar la funcién V' (r), para
lo cual buscamos la solucion de la ecuacion V'(r) = 0, vale decir

S

— —3m*=0

2
la cual tiene dos soluciones. Como nos interesan radios positivos,
obtenemos r* = /S/67 al cual le corresponde un voliimen méxi-

mo V' (r*) = /S3/b4m y una altura 6ptima h* = /2S5/3m = 2r*.

En rigor aiin no podemos asegurar que la soluciéon encontrada corresponda efectivamente a un
maximo del volumen, pues el criterio V'(r) = 0 no discrimina entre un minimo y un maximo. Més
adelante veremos criterios que permiten hacer tal distinciéon. Por el momento, para convencernos
que la solucién es un méximo, podemos hacer un grafico aproximado de la funcion V(r).
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Ejemplo 4.2.

Un salvavidas A debe auxiliar a un banista B. Corre desde A hasta un punto P al borde del
mar, prosiguiendo a nado hasta B. Se desea determinar la posicion de P que garantiza alcanzar
B en el menor tiempo posible.

Suponiendo conocidas las velocidades en la tierra v, y en

el mar vy, asi como las distancias a, b, d, el tiempo se puede
calcular como

dap n dpp

Tap =Tap +Tpp =

Vg (%)

vale decir, en funcién de la variable x,

B \/$2+a2+ V(d—2)2+ b2

T
AP <x> Vg (%)

Esta funcién es continua y en consecuencia alcanza su mi-
nimo en [0,d]. Mas adelante veremos herramientas que

permiten probar
que el minimo es de hecho alcanzado en un tnico punto z € (0,d), el cual queda por lo tanto

caracterizado por la ecuacion 1% z(z) = 0, vale decir

x B (d—x) _0
vVt +a? vy (d —x)? + b?

Este modelo tiene una importante aplicacion fisica. En efecto, el Principio de Fermat en 6ptica
establece que la luz viaja siguiendo trayectorias de tiempo minimo. En un medio uniforme la
velocidad de la luz es constante de modo que la trayectoria de tiempo minimo entre dos puntos
A y B coincide con la de longitud minima, vale decir, el segmento de recta que une A con B.
Cuando A y B se encuentran en medios caracterizados por distintas velocidades de la luz v, y vy
(aire/agua por ejemplo), la trayectoria exhibe un quiebre al pasar de un medio al otro, fenémeno
conocido como difraccion. En este contexto la relacion , llamada Ley de Snell, se expresa en
funciéon de los dngulos o y 3 como

(4.1)

sena  sen f3

Vg (%)

4.2 El teorema del valor medio

Al iniciar el capitulo motivamos la nocion de derivada observando que ciertas funciones f (las
derivables) se “parecen” (localmente) a sus aproximaciones afines a(x) = f(Z) + f'(Z)(x — 7). Es
natural conjeturar entonces que, al menos localmente, las propiedades de una funciéon y de su
aproximacion coincidan. Asi por ejemplo, si la aproximacion es creciente, esto es si f'(z) > 0,
esperamos que f sea también creciente en una vecindad de z. Esta conjetura no es del todo cierta
y requiere ser precisada. La técnica basica para relacionar las propiedades de f con las de sus
aproximaciones afines es el Teorema del Valor Medio (no confundir con el Teorema de los Valores
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Intermedios).

Teorema 4.2 (TVM). Sean f,g: [a,b] = R funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b).
Entonces, existe £ € (a,b) tal que

[£(0) = F(a)lg'(€) = [9(b) — g(a)lF'()-

En particular, si g(z) = x se tiene

DEMOSTRACION. Definiendo la funcién auxiliar h: [a,b] — R mediante

W) = [f(b) = f(a)]lg(x) = g(a)] = [f(x) = f(a)]lg(b) = g(a)],

el resultado se reduce a probar la existencia de £ € (a,b) tal que h'(§) = 0.

Usando el Teorema sobre algebra de funciones continuas y la Proposicion sobre algebra
de funciones derivables, se deduce que h es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Ademas, por la
propiedad de acotamiento de funciones continuas establecida en el Teorema [2.3] sabemos que h
alcanza su minimo y su maximo en [a, b|.

Ademas, un calculo sencillo muestra que h(a) = h(b) = 0. Esto nos permite realizar el siguiente
razonamiento:

» Si existiera algin x € (a,b) donde h(x) > 0, el maximo de h se alcanzaria en algin punto
¢ € (a,b). Usando la regla de Fermat, deduciriamos que en ese punto h'(§) = 0.

» Analogamente, si para algiun x € (a,b) se tuviese h(z) < 0, bastaria tomar el punto £ € (a, b)
donde h alcance su minimo.

= Por dltimo, si las dos propiedades previas fallaran, la funciéon h seria idénticamente nula en
el intervalo (a,b), y podemos tomar £ € (a, b) arbitrario. O

4.3 Algunas aplicaciones de la derivada

En esta secciéon veremos la utilidad de la nocién de derivada para el célculo de limites, asi como
para estudio de la monotonia y convexidad de funciones.
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La regla de I'Hopital

Una primera consecuencia directa del TVM es la llamada regla de [’Hopital para el célculo de
limites de la forma 0/0 o co/o0.

Teorema 4.3. Sean f,g: (a,b) — R derivables en (a,b), tales que
rli}tlzlJf f<x) - xli}(lzlJrg(x) =1L
con L =00 L = +o0, y ¢ (x) #0 para todo x € (a,b). Entonces
!/
i L) gy @) (4.2)

z—a™t g(ﬂf) z—a™t g/(il?)

siempre que este ultimo limite exista.

DEMOSTRACION. Para el caso L = 0, definiendo f(a) = g(a) = 0, el resultado es una aplicacion
directa del TVM y de la regla de composiciéon para limites. El caso L = 00 es més delicado y se
propone como ejercicio (dificil pero instructivo). a

Obviamente, la regla de I’'Hopital también se aplica para limites con x — a~, * — a, e incluso para
limites con x — oo: si lim, 0 f(2) = lim, 00 g(2) = 00 00 y ¢'(z) # 0 para z suficientemente
grande, entonces
1 —f(1 2 (1 /
ttm 2D _ gy S g, P P, F)
w00 g(x) oot g(1/y)  wo0t —g' (L) /y? yoot g'(1)y)  ==ee g'(2)

siempre que este ultimo limite exista.

Y

Ejemplo 4.3.
Veamos un limite conocido: h'r% (1—cos(z))/z* = 1/2. Este limite es de la forma 0/0. El cuociente
Tr—r

de derivadas es sen(x)/2x el cual converge a 1/2, y por lo tanto podemos invocar la regla de
I’Hopital para concluir.
La regla de I’'Hopital nos permite ir un poco mas lejos y probar que

cos(z) —1+2%/2 1

5 o “ o

En efecto, aplicando reiteradamente 1’'Hopital se obtiene

lfm cos(z) — 1+ x%/2 & sen(z) _ b
z—0 rd z—0 423 z—0 1222 24

Ejemplo 4.4.
Calculemos h’rr(l] [exp(x) — 1 — x]/2°. La aplicacion reiterada de la regla de 'Hopital conduce a
T—

, exp(x)—1—=x 1
lim = s — —.
x—0 :[,‘2 z—0 2$ z—0 2 2
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Ejemplo 4.5.
Calculemos h’rq [In(x) — 1+ x]/[arctan(z) — 7/4]. Nuevamente estamos en presencia de un limite
T—

de la forma 0/0. L'Hopital conduce a

In(z) -1+ ., 1z +1

ol arctan(z) — /4 «=11/(1+22)

Ejemplo 4.6.

Consideremos el limite lim In(1 + exp(z))sen(1/x), el cual puede escribirse como
Tr—00

lim In(1 + exp(x))
z—o0  1/sen(1/x)

que es de la forma oco/oco. La regla de 'Hopital conduce a estudiar el limite

1y SP(@)/(1+ exp(x))
a—o0 cos(1/z) /[x2 sen?(1/z)]

Usando algebra de limites se ve que esta tltima expresion tiende a 1, de modo que

lim In(1 + exp(x))sen(1/z) = 1.

T—00

Ejemplo 4.7.

(CALCULO DE ASINTOTAS) Recordemos que f: R — R posee una recta asintota y = ma +n en

00, si existen los limites m = lim f(x)/z y n = lim f(x) —maz. Observando la forma del limite
T—r00 T—r0o0

que define la pendiente m, la regla de ’'Hopital nos permite deducir que si lim f'(x) existe,
T—>r00

entonces
m = lim f'(z).

T—00

Una observacion analoga vale para el comportamiento asintético de f en —oo.
Consideremos por ejemplo la funcion f(z) = In(1+exp V1 + ax?) donde a > 0. Para determinar
si existe asintota en oo calculamos

;o expV14ax? azx
f'()

B 1+exp\/1+am2\/1+am2'

Dado que V14 az? — oo y lim,, exp(u)/[1 + exp(u)] = 1, obtenemos

i exp v 1+ ax? 1
fm =
z=00 ] +expyv1+ ax?

Por otra parte
lim

ax " a Ja
— = llm —— =V
e=0o \/1 +ax? w2\ /1/22+a
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de modo tal que

x
m = lim J) lim f'(z) = Va.
T—00 T T—r00
Como ejercicio, demuestre que lim, ., f(z) — mxz = 0, de donde se sigue que f tiene una recta

asintota en oo descrita por la ecuacion y = \/ax.

4.4 Derivadas y monotonia

Para una funcion creciente, los cuocientes (f(z) — f(Z))/(x — Z) son no-negativos y por lo tanto,
si f es derivable, se sigue que f/(Z) > 0. De igual forma, si f es decreciente se tiene f'(z) < 0. El
TVM permite probar las implicancias reciprocas.

Teorema 4.4. Sea f: [a,b] = R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f'(x) >0 (resp. <0)
para todo x € (a,b), entonces f es creciente (resp. decreciente) en [a,b]. Si la desigualdad es
estricta, la monotonia es igualmente estricta.

DEMOSTRACION. Basta notar que si z,y € [a,b] con y > x, el TVM implica que f(y) — f(z) =
F(O)(y — ) > 0 (resp <, >, <) para algiin ¢ € (z,y). 0

Ejemplo 4.8.

Consideremos la funcion f(x) = zexp(—z) definida y derivable en todo R. Dado que f'(z) =
(1 — z) exp(—x), observamos que f’(z) > 0 para todo x € (—oo, 1) mientras que f'(x) < 0 para
z € (1,00). En consecuencia f es estrictamente creciente en el intervalo (—oo, 1] y estrictamente
decreciente en [1,00). En particular obtenemos que la funcion f alcanza su maximo en el punto
T = 1, tomando el valor f(1) = 1/e, vale decir xexp(—z) < 1/e para todo x € R. Los célculos
anteriores se resumen convenientemente en la siguiente tabla de crecimiento:

—00 1 00

_l’_
(=) / hN

Ejemplo 4.9.
Estudiemos el crecimiento de f(z) = 223 — 32? — 122+ 3. La derivada es f'(x) = 62? — 6z — 12 =
6(z — 2)(x + 1). Por lo tanto la tabla de crecimiento de f viene dada por

—00 —1 2 00

f'(@) + +
f(z) /! A /

y en consecuencia f es creciente en (—oo, —1|, decreciente en [—1,2], y nuevamente creciente en
[2,00). El punto Z = —1 corresponde a un méximo local, mientras que T = 2 es un minimo local.
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Ejemplo 4.10.

Consideremos nuevamente el Ejemplo y probemos que el valor r* = /S/67 corresponde
efectivamente al radio del cilindro de superficie S que tiene volumen maximo. La funcién volumen
viene dada por V(r) = Sr/2 — 7r3, cuya derivada es V'(r) = S/2 — 3nr?. De este modo se tiene
V'(r) > 0 parar € (0,7%) y V'(r) < 0 para r > r*. Por lo tanto la funcion V' es creciente en
[0,7*] y decreciente en [r*, 00), de modo tal que r* entrega efectivamente un maximo para V' (r).

Ejemplo 4.11.
Reconsideremos ahora el problema de trayectoria de tiempo minimo del Ejemplo 4.2l Vimos que
la funcion Tap(x) es derivable en todo punto = € (0,d), con
x (d—x)
T, 5(z) = — :
a5 (@) vaV2+a?  upy/(d —x)? + b2

Dado que T)5(0) < 0y T%g(d) > 0, el TVI asegura la existencia de algin z € (0,d) tal que
T 5(Z) = 0. Por otra parte la derivada de la funcion 7% 5 estéa dada por

a? b2

W+ PR ulld—2)? 1 PR

T,XB(l') =

la cual es positiva, de modo que T 5 es estrictamente creciente en (0,d). Como 1% 5(Z) = 0, se
sigue que T 5(x) es negativa en (0, ) y positiva en (Z, d), y por consiguiente Typ es decreciente
en (0,) y creciente en (z,d). Esto prueba que & € (0, d) es el tinico minimo de la funcion T4 p.

4.5 Derivadas y convexidad

Una propiedad geométrica de las funciones, que permite hacerse una idea mas precisa de la forma
de su gréfico, es la convexidad o concavidad. Una funcion f: [a,b] — R se dice conveza si las rectas
secantes al grafico de la funciéon quedan por encima del grafico, vale decir

}(z—x) Vre<z<uy. (4.3)



NkF------
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I
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1
T

La desigualdad se puede escribir en la forma
[f(z) = F@)i(y — =) <{[f(y) = )] + [F(2) = f(2)]} (2 — 2)
o también [f(z) — f(z)|(y — 2) < [f(y) — f(2)](z — x), de modo que equivale a
)~ f@) _ fw) ~ 1)

Z—x - Yy—z

(4.4)
mostrando que la convexidad corresponde a la monotonia de las pendientes de las rectas secantes
al grafico de f. Esto conduce a la siguiente caracterizacion.

Teorema 4.5. Sea f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces f es convezra en
la,b] siy solo si f' es creciente en (a,b).

DEMOSTRACION. Si f es convexa y x < y, tomando z € (z,y) y v > y se obtiene

)= 1@) _ f) = 1) _ f@) = 1)

Z—x o Yy—z o v—y

Haciendo z — z* y v — y* se sigue f'(z) < f'(y) de modo que f’ es creciente. Reciprocamente,
si f’ es creciente y © < z < y, la desigualdad de convexidad (4.4) resulta de usar el TVM el cual
permite encontrar ¢ € (z,z) y d € (z,y) tales que

JE) =) _ iy < pray - IO =IC)

z2—x y—2z O

Analogamente, f: [a,b] — R se dice cdncava si las rectas secantes quedan por debajo del gréfico
de la funcion. Esto equivale a la convexidad de —f y por lo tanto, en el caso derivable, a que f’
sea decreciente.

Ejemplo 4.12.
La funcion f(z) = 2? tiene derivada f'(x) = 2z la cual es creciente, y por lo tanto 2% es convexa.
Del mismo modo para f(z) = exp(x) se tiene que f'(z) = exp(x) es creciente y en consecuencia
exp(x) es convexa. Para la funcion f(z) = In(z) en cambio, se tiene que f'(zr) = 1/z la cual
es decreciente en (0,00) y por lo tanto In es concava. Finalmente, para f(z) = 2 se tiene
f'(z) = 32? la cual es decreciente en (—o0,0] y creciente en [0, 00), de modo que x3

en (—oo,0] y convexa en [0, 00).

es concava
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A diferencia de los ejemplos anteriores, en muchos casos la monotonia de f’(x) no es evidente. Sin
embargo, si la funcién f’(z) es ella misma derivable, podemos estudiar su monotonia a través de
los signos de su derivada, que denotamos f”(x).

Ejemplo 4.13.

Consideremos la funcion f(x) = zexp(—z). Ya vimos en el Ejemplo que f'(z) = (1 —
x)exp(—z) con lo cual obtuvimos que f es creciente en (—oo, 1] y decreciente en [1,00). Para
estudiar la convexidad de f debemos determinar el crecimiento de la funcion g(z) = f'(x).
Como esta ultima es derivable bastara estudiar los signos de su derivada ¢'(x) = f"(x)
(x — 2) exp(—x). Claramente ¢'(x) > 0 si y solo si z > 2, de donde g = f’ es creciente en [2, 00
y decreciente en (—o0,2]. Concluimos que f es concava en (—oo,2] y convexa en |
calculos anteriores se resumen convenientemente en la tabla de convexidad:

\.l\D

)
=
@)
%

—00 2 0

e | - |+
fo) | N0 [ 7
fo |~ | -

Un grafico aproximado de la funcion es el siguiente:

0.2

-0.21

L L L L L L L
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
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SEMANA 5

I ingenieria Matemtica
Derivadas de mayor orden ] fom

5.1 Derivadas de orden superior

En la seccion anterior vimos la relacion entre f’ y la monotonia de f, asi como entre f” y la
convexidad/concavidad de f. El significado geométrico de las derivadas de orden superior es me-
nos evidente, pero ellas son tutiles para construir aproximaciones polinomiales de la funcién, més
precisas que la aproximacion afin dada por la derivada primera. Las derivadas de orden superior
se definen inductivamente por

fW() = (F) (@)

con la convencién f%(z) = f(x). En particular fM(z) = f'(z), f2(z) = f"(z),... Notar que
para que f tenga una derivada de orden k en Z, f*~!(z) debe existir al menos en un intervalo
(T —€,T + €) y ser derivable en Z.

Si f admite una derivada de orden k en todo punto de un intervalo (a,b), entonces f [k—1] (e
inductivamente todas las derivadas de orden inferior a k) son continuas en (a,b). Diremos que
f:(a,b) = R es de clase C*(a,b) si es k veces derivable en todo punto del intervalo (a,b), y la
funcion f*: (a,b) — R es continua. Si esto es cierto para todo k, diremos que f es de clase C™.

Ejemplo 5.1.
Las funciones f(x) = sen(x) y g(z) = cos(z) poseen derivadas de todos los érdenes y son de
clase C*°. En efecto, sabemos que f'(Z) = cos(z) y ¢'(Z) = —sen(Z). De manera inductiva se

encuentra que

) sik=0 mdd 4,
cos() sik=1 mdd 4,
—sen(Z) si k=2 mdd 4,

—cos(Z) si k=3 mdd 4,

sen(T

sen™(z) =

y analogamente para las derivadas sucesivas de cos.

5.2 Desarrollos limitados

Diremos que f: (a,b) — R posee un desarrollo limitado de orden k en torno al punto z € (a,b) si
existen constantes ag, ..., ar € R tales que

f(@)=ao+ai(z —7) +as(z —2)* + -+ ap(z — 2)* + o((x — 7)").

con lim,_.go(u*)/u* = 0. Usando el cambio de variables h = x — Z, la propiedad se escribe de
manera equivalente

f(Z +h) = ag+ ath + ash® + - - - + aih* + o(h").
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Un desarrollo limitado de orden k£ es por lo tanto una aproximacion polinomial, cuyo error de
aproximacion es pequefio en comparacion con (z — z)*. La herramienta basica para obtener tales
aproximaciones son los desarrollos de Taylor descritos a continuacion.

Teorema 5.1. Sea f: (a,b) — R, k-veces derivable en T € (a,b), y sea

Tf(h) = f(z) + f'(Z)h + @fﬂ + -+ %h’“
su desarrollo de Taylor de orden k en torno a x. Entonces

f() = THw =) + ol(z — )
con limy,_,0 o(h*) /¥ = 0.

DEMOSTRACION. Sea € > 0 tal que f es (k — 1) veces derivable en I, = (T — €,Z + €), y sea
f(x) = f(z) — Tf(x — z). Notando que f(@) = f'(z) =--- = f*1(z) = 0, al igual que para la
funcion g(z) := (z — 7)*, podemos aplicar el TVM inductivamente (k — 1) veces y deducir que
para todo x € I,z # T existe £ = £(x) (en (Z,z) o (z, %) seglin corresponda) tal que

fl)  fEUE) 1 [ — ()

= = — — k(%

o) g R = )
Dado que £ = £(x) — , la regla de composicion de limites implica que el lado derecho tiende a 0,
lo que permite concluir. O

Observacion: La reciproca es en general falsa: el hecho que una funcién admita un desarrollo
limitado de orden k en Z no implica la existencia de f¥! (Z). Considerar por ejemplo la funcion
f(x) =xsenz’siz € Qy f(z) = 0sino, la cual admite el desarrollo limitado f(z) = 2*+o0(23)
pero que solamente es derivable en £ = 0 y por lo tanto no tiene derivada segunda ni menos
tercera en dicho punto.

Ejemplo 5.2.
La funcion f(z) = exp(z) es de clase C* con f¥/(0) = 1 para todo k. Asi, su desarrollo limitado
de orden £ en torno a 0 viene dado por

2 k

exp(z) = 1+x+%+---—l—%—|—o(zk).
Ejemplo 5.3.
La funcion f(x) = —In(1l — x) es derivable en (—o0,1) con f'(z) = 1/(1 — x). Se sigue que

f"(x) =1/(1 —2)2 f"(x) =2/(1—2)%,..., f¥(z) = (k—1)!/(1 — 2)*. En consecuencia f es de
clase C* en (—o0, 1), y su desarrollo limitado de orden & en torno a 0 es
22 23 k

T T k
In(1 x)—x+2—i—3+ +k+0(x).
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Ejemplo 5.4.
Sea f(x) = sen(x) + cos(z). Los desarrollos de Taylor de orden 1,2 y 3 en torno a 0 estan dados
por

Ti(z) =1+
T?(a:) =1+z—2%/2
Ti(z) =14z —2%/2—2°/6

Los siguientes graficos ilustran como los desarrollos de Taylor (linea discontinua) se aproximan
cada vez mejor a la funcion original f(z) = sen(x) + cos(z).

THa) T

Los ejemplos que siguen ilustran como se pueden combinar desarrollos limitados conocidos para
obtener desarrollos de funciones mas complejas.

Ejemplo 5.5.
Los desarrollos limitados se pueden sumar y multiplicar, operando basicamente como si se tratara
de polinomios. Consideremos por ejemplo los desarrollos limitados

sen(r) = x — 2°/6 + o(x?)
exp(—z) =1 —a+22/2 — 2°/6 + o(2?).
Usando el hecho que un término o(z™) es también o(x*) si k < m, se obtiene
2 3 2 3

exp(—x) +sen(z) = 1+ z_Z 5 o(z®) +o(z*) =1+ % - % + o(z?).

Asimismo, el hecho que 2™ = o(z*) si m > k y también f(x)o(z*) = o(a™*) siempre que
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lim, o | f(x)/2™| < 0o (ejercicio), se obtiene

sen(x) exp(—x) = [az — "%3 + 0(:B4)} : {1 — T+ %2 - %3 + o(z?)

T 1 5
:x—x2+§—ﬁ+%+o(aﬁ)exp(—x)+0(w)sen(x)

3
:x—x2+§—|—0(:ﬁ4).

Ejemplo 5.6.

Los desarrollos limitados también se pueden componer. Por ejemplo, para obtener un desarrollo
limitado de orden 2 de f(z) = In[l + exp(x)] en torno a £ = 0, podemos usar el desarrollo
exp(r) = 1+ x + 2?/2 + o(z?*) que permite escribir

f(2) =In[2+ 2z + 2%/2 + o(z?)).

Por otro lado, dado que
2

In[2 + 2] :ln2+g—%+0(z2)
reemplazando z = x + x?/2 + o(z?) se obtiene
2 2 2 2 2 2\12
f(l’) :1n2_|_ [x—i—x / —|—0(l‘ )] _ [$+£L‘ / _'_0(‘1. )] +0([$+l‘2/2+0(l’2)]2)

2 8

Finalmente, para obtener el desarrollo buscado es suficiente identificar los coeficientes de las
potencias de x de grado menor o igual que 2, pues todos los términos restantes son de orden
o(x?). Con esto se llega a

2

In[1 +exp(z)] =In2+ g + % + o(z?).

Obviamente este mismo resultado se obtiene de calcular el desarrollo de Taylor de orden 2, pues

F(0) = n2, f/(0) = 1/2 y J(0) = 1/4.

Ejemplo 5.7.
Los desarrollos limitados también son tutiles para calcular limites de la forma 0/0. En rigor, se
trata de otra forma de la regla de I’'Hopital. Ilustremos esto a través de un ejemplo sencillo:

, exp(x) — cos(z) — sen(x)
lim
20 In(1 + 222)

La primera potencia (no nula) en el desarrollo limitado del denominador es x?, mas exactamente,
In(1+ 22?%) = 22* 4 o(2?). Haciendo un desarrollo de orden 2 del numerador se obtiene exp(x) —
cos(x) — sen(z) = 2% + o(2?), de modo que el limite buscado es

2 2 2 /.2
- - 1
I exp(z) — cos(z) — sen(x) T & + o(x?) . 1+ o(x*)/x

20 In(1 + 2x2) 20 222 4+ o(22)  ©=02 + o(a?) /22 2’

43



resultado que se obtiene también facilmente usando la regla de ’'Hopital (ejercicio).

5.3 Caracterizaciéon de puntos criticos

Otra aplicacion importante de las derivadas de orden superior es que permiten discriminar si un
punto critico (f'(Z) = 0) es minimo local, méximo local, o punto de inflexién (punto de cambio de
convexidad de la funcion). El resultado preciso es el siguiente.

Proposicién 5.2. Sea f: (a,b) — R, k veces derivable en T € (a,b), con f'(z) = --- = flk=1(z) =
0y f¥(z) #0, k> 2. Entonces hay 3 casos posibles:

(a) Sik es pary f¥(z) >0, T es un minimo local.
(b) Sik espary fM(z) <0, T es un mdrimo local.
(c) Sik es impar, T es un punto de inflexion.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que k es par. Haciendo un desarrollo limitado
de orden k para f en torno a I se obtiene
fl) — f(@) _ Y3

I =
eos (- 2)F k!

Se sigue que existe un intervalo I en torno a  en el cual (f(z) — f(Z))/(x — Z)* tiene igual signo
que f*1(z). Como k es par se deduce que para todo = € I,z # T, se tiene f(x) > f(Z) en el caso

(a) y f(z) < f(Z) en el caso (b).
Si k es impar, un desarrollo de orden (k — 2) de g = f” conduce a

o A" @)
ie (x — 22 (k—2)

Como antes, para x cercano a Z el signo de f”(z)/(x —2)*~2 es igual al de f¥/(z) y, dado que k —2
es impar, se deduce que f”(z) cambia de signo entre x < =y x > Z, de modo que la convexidad
de f cambia al cruzar . a

5.4 Férmula de Taylor
La siguiente generalizacion del TVM permite calcular el error de aproximacion que se comete al
reemplazar una funcién por su desarrollo de Taylor.

Teorema 5.3. Sea f: (a,b) — R, (k + 1)-veces derivable en todo punto del intervalo (a,b). Sea
TF(:) el polinomio de Taylor de orden k en T € (a,b). Entonces, para todo x > T (resp. © < I)
existe £ € (T,x) (resp. £ € (x,%)) tal que

[k+1]
f(m):Tf($—$)+%($—$)k+l. (5.1)
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DEMOSTRACION. Analoga al Teorema [5.1} aplicando el TVM inductivamente (k + 1) veces, para
x> T (resp. x < T) se encuentra & € (Z,x) (resp. £ € (z,7)) tal que

flz) = Tf(x—z)  fli(g)
(x -z (k+ 1D O

Ejemplo 5.8.
Retornado el Ejemplo [5.2| y usando el Teorema anterior, el error cometido al reemplazar exp(z)
por su desarrollo de orden k se expresa como

k

' exp(€ L
exp(z) — Z = (k‘i—(lilxﬂ

con ¢ € (0,z) si x> 0, o bien £ € (2,0) si < 0. En ambos casos se obtiene

k

exp(x Z %

=0

|x|k+1

< exp |$|)m,

y puesto que |z|**1/(k + 1)! — 0 cuando k — oo, se deduce

i

o0
z
exp(z) = lim E —.
k—o0 z' — 7!

1=

Material Extra

5.5 El método de Newton

Consideremos la ecuacion f(x) = 0 donde f: [a,b] — R es una funcion derivable tal que
f(a)f(b) < 0. En el capitulo de continuidad vimos que existe una solucién z* € (a,b), la cual
podemos aproximar mediante el método de biseccion. Dicho método, a pesar que nos asegura
converger hacia x*, es relativamente lento.

Usando la nocién de derivada podemos construir un método iterativo mas eficiente. Suponga-
mos que disponemos de una aproximacion de la soluciéon zy ~ z*. Si en la ecuacion f(x) = 0
reemplazamos la funcion f(-) por su aproximacion afin en torno a xy, obtenemos la ecuacion
lineal f(xo) + f'(xo)(x — x9) = 0. Si f'(xo) # 0, la solucién de esta ecuacion linealizada es
r1 = x9 — f(x0)/f'(z0), la cual podemos considerar como una nueva aproximacion de z*, que
esperamos sea mas precisa.

45



La iteracion de este procedimiento a partir de la nue-
va aproximacion conduce a un método iterativo de la
forma

Try1 = Tn — f(20)/ [ (20)

el cual estara definido mientras se tenga f'(z,) # 0.
Esta iteracion se conoce como el Método de Newton
= FAY ~ (para ecuaciones).

Ejemplo 5.9.
Para la ecuacion 22 = a, la iteracion de Newton toma la forma

1 a
Tntl = 5 <$n + x_>

la cual fué estudiada en detalle anteriormente, donde probamos que converge para todo punto
de partida zy > 0. En esa ocasién se constatoé que la convergencia era muy rapida.

El siguiente resultado explica el origen de la rapidez del método de Newton.

Teorema 5.4. Sea f: (a,b) — R una funcion de clase C* y supongamos que z* € (a,b) es una
solucion de la ecuacion f(z*) = 0 tal que f'(x*) # 0. Entonces existen constantes e >0y M > 0
tales que para todo punto de partida xo € 1. := (x* — €,x* + €) el método de Newton estd bien
definido y converge hacia x* con

|Zpy1 — 2% < M|z, — 2.

DEMOSTRACION. Sea M tal que |f"(z*)| < M|f'(z*)| y escojamos € € (0,1/M) de modo tal
que se tenga |f'(z)| > |f(2*)]/2 v |f"(2)] < M|f'(z")| para todo z € I.
Si para un determinado n se tiene x,, € I., entonces x,,, esta bien definido y

f(z*) = flzn) — f'(2n) (@

Tuir — 2 = 2 — f(e) ) (2a) — " = ),

f(zn)

Usando el Teorema de Taylor podemos encontrar & € I, tal que

" ¥ — 2
’xn—H o $*| — ‘f (gg;/(xn) n) S M|l‘n o I'*|2 S M€|LL’n o l’*’
y como Me < 1 se sigue que z,41 € I.. Esto permite razonar inductivamente a partir de xq para
deducir |z, — z*| < (Me)"|zg — x*| — 0. O

Gruesamente, la desigualdad |z,,; — z*| < M|z, — z*|* nos dice que el nimero de decimales
exactos en la aproximacion se duplica en cada iteracion, lo cual es muy satisfactorio. Desafor-
tunadamente el resultado anterior es de caracter local: solo asegura la convergencia si partimos
suficientemente cerca de z*, cuestion que no podemos saber a priori pues en general desconoce-
mos z*! Existen resultados més explicitos, como el Teorema de Newton—Kantorovich, pero caen
fuera de los objetivos de este curso. Nos limitaremos a ilustrar el teorema anterior a través del
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.10.
Consideremos la ecuacion tan(x) = x del Ejemplo 2.1} Nos interesa la solucion de esta ecuacion
en el intervalo (7/2,3m/2). El método de Newton conduce a la iteracion

tan(z,) — o,
Tpy1 =Ty — —————
+1 tan?(z,)

Iterando a partir de xq = 4.45 se obtiene

Uk W~ O3

| o | flz) |
4.450000 | -7.3e-01
4.502423 | 1.9e-01
4.493791 | 7.7e-03
4.493410 | 1.4e-05
4.493409 | 4.5e-11
4.493409 | 8.9e-16

llegando a la estimacion z* ~ 4.49340945790906. Se aprecia la clara superioridad del método de
Newton que en 5 iteraciones alcanza una precision de 107, respecto del método de biseccion
que toma 21 iteraciones para una precisiéon de apenas 107°.
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10.

11.

12.

Guia de Ejercicios

. Pruebe que una funciéon f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b) es Lipschitz de

constante L si y solamente si |f'(z)| < L para todo x € (a,b).

. Sean f,g: (a,b) — R derivables con f'(z) = ¢'(z) para todo = € (a,b). Pruebe que f y g

difieren en una constante.

. Sea p(z) un polinomio con k raices reales distintas. Muestre que si a # 0, ¢(x) = p(z) —ap/(z)

posee al menos k raices reales distintas.

Indicacion: Considere la funcion f(z) = exp(—x/a)p(x) y note que lim f(z) = 0.
T—00

. Estudie el crecimiento y convexidad de las funciones

(x —1)2 arcsen(,/T)

(i) exp(1/z) (ii) o) (i) zsen(In(x))

. Pruebe que para todo t € R se tiene 0 < ! — 1 —t < t%ell /2.
. Determine el menor valor z € R tal que (z + 1)* < 2%,
. Estudie la convexidad de las funciones exp(—x?) y 2?Inz.

. Sea f: [a,b] = R convexa y derivable en z € (a,b). Pruebe que

f@+ f(@)(e—2)< f(z) Vaelab]

Deduzca que si f'(Z) = 0 entonces Z es un minimo global de f en [a, b].

. Sea f: R — R de clase C? tal que f” se anula exactamente en n puntos (n € N,n > 0).

Pruebe que el niimero de intersecciones del grafico de f con una recta dada es a lo sumo
n + 2.

Estudie completamente las siguientes funciones:

a) f(.r):senx—a:—l—%’. ¢) f(x) = x'/* para z > 0.
2

b) flz) = 2. d) f(z)

x1n*(z) para x > 0.

Encuentre el desarrollo limitado de orden 4 en torno a 0 para las funciones
(i) exp(x?)[x cos?(x) + sen?(7)] (ii) arcsen (V) /v/z(1+ ).

Calcule los siguientes limites:

. x%T — (senx)”® . o sen(x)
2 aclg(l)rl+ asenhz — (genh z)* 2 :lcg%x In( x )
1 1 1
2 1y d) lfm = _ .
b) Q}EI;O(e +1)V. ) o0t T (tanh(x) tan(a:))
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Demuestre que la funcién definida por f(z) = exp(—1/2%)siz # 0y f(0) = 0 es de clase C*°
y que f [k](O) = (0 para todo k € N. Notar que los desarrollos limitados de todos los érdenes
en torno a 0 son nulos, a pesar que la funcién no es nula.

Pruebe que la ecuacion cot(x) = In(z) posee una tnica solucion z,, en (nm, (n + 1)7), y que
x, —nm ~ 1/In(n), es decir, existe el limite

nh_g)lo In(n)[z, — nm.

Sea f: R — R de clase C* tal que fl*/(:) es una funciéon constante. Demuestre que f es
necesariamente un polinomio de grado k.

Demuestre que para todo = € R se tiene

v — 2?3 +2° /5! — 2T )TV + 279 - -
1—22/20 + 2t /4! — 25/6! + 28/81 4 -
x+ 233+ 27 /5 + 2T /T 2 /9 + -
1+ 2%/2! + 2t /4 + 2%/6! + 28 /8! + -

seni(x

senh(zx

() =
cos(x) =
() =
cosh(z) =

Encuentre un desarrollo limitado para sen(x) + cos(z) en torno a 0, cuyo error maximo de
aproximacion en el intervalo (—m/2,7/2) sea inferior a 1073.

Use el método de Newton para estimar el minimo de f(x) = exp(z) + = + 2%

En el Teorema 2.10 suponga f de clase C* con f”(z*) = --- = flt=U(z*) =0y f¥(2*) #£ 0.
Demuestre que existe una constante M tal que

|Tn1 — 2| < M|z, — 2*|F.

Demuestre que si f: R — R es estrictamente convexa, la ecuacion f(z*) = 0 tiene a lo més
2 soluciones. Suponiendo que existe al menos una soluciéon, pruebe que el método de Newton
converge hacia una de ellas a partir de cualquier punto inicial xy, salvo que xy sea el minimo
de f (necesariamente tnico).
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Guia de Problemas

P1. Un envase TetraPak se fabrica plegando un rectangulo de cartéon como indica la figura (las
regiones achuradas corresponden a los pliegues de las esquinas).

|

Se desean determinar las dimensiones 6ptimas a, x, y que minimicen la superficie del rectan-
gulo original para un volumen total de 1000 (un litro).

(i) Encuentre una expresion de la superficie sélo en términos de las cantidades a, z.

(ii) Tomando a como parametro conocido, demuestre que el valor z = z(a) que minimiza
. . /1000 . .
dicha superficie es x = {/ ——. Justifique que se trata de un minimo.
a

(iii) Use (ii) para obtener una expresion S(a) para la superficie en funciéon solamente de
a y luego determine el valor minimo de esta funcion (justifique por qué es minimo).
Explicite los valores 6ptimos de a, x, y.

P2. La funcién f: [a,b] — (0,00) se dice log-convexa si In(f(z)) es convexa.

(i) Pruebe que si f es log-convexa entonces es convexa, y buscar un contraejemplo que
muestre que la reciproca es falsa.

(ii) Pruebe que f es log-convexa si y solo si f“ es convexa para todo a > 0.

P3. Considere la funcién f(z) = (z + 1) In (|=

xT

), definida en R\ {0}.

(a) Encuentre ceros y signos de f.

(b) Estudie las asintotas horizontales de f. Encuentre los limites laterales cuando x — 0% y
xr — 1% y ya sea, repare la funcion para que sea continua, o bien, detecte si hay asintotas
verticales.

(c) Use el Teorema del valor medio en la funcion auxiliar g(x) = In|z| en el intervalo
[z, x 4+ 1] para probar que

1 x+1 1
1 - —00, —1 .
x+1<n( " ><x’ V€ (—oo,—1) U (0, 00)

(d) Calcule la primera derivada de f.

(e) Use el resultado de la parte para concluir sobre el crecimiento de f en (—oo, —1)
y en (0, 00).

(f) Calcule f”(z) e indique los intervalos donde f es concava y donde es convexa.
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(g) Estudie los limites de f'(x) cuando x — 17 y cuando z — 0~ .Usando el signo de la
segunda derivada en (—1,0) concluya cobre la monotonia de f en dicho intervalo y
pruebe que existe un tnico punto donde f’(z) = 0.

(h) Bosqueje el grafico de f.
P4. (a) Una planta productora de cobre con capacidad instalada maxima de 9ton/dia, puede

producir x toneladas de cobre corriente e y toneladas de cobre fino diarias. Si se sabe

que las producciones diarias de cobre fino y corriente cumplen la relaciéon y = 4100’—_5;” y

que el precio de venta del cobre fino es 3.6 veces el precio del cobre corriente, se pide
determinar cual es la produccion diaria que proporciona un ingreso maximo.

b) Sea f continua en [0, 00), derivable en (0, 00) y tal que f(0) = 0y f’ es creciente en RT.
( y y
1) Use el teorema del Valor Medio para probar que f’(z) > % en RT.
f(z)

2) Deduzca que la funcién g(x) = = es creciente en R,

P5. (a) Sean g,h: R — R funciones crecientes y derivables de signo constante: g < 0y h > 0.
Dadas las constantes a, b, ¢ > 0, estudie la monotonia de

f(z) = g(b — ax®) - h(arctan(cz)).

Nota: Los paréntesis denotan composicion.

(b) Usando el Teorema de Valor Medio, demuestre que

l+hmhz<(z+1)n(z+1)—azhez<l+In(z+1), Vr>0.

(c) Deduzca de (a) la desigualdad

nlnn—(n—1)<Inl+mn2+---+Inn<(n+1)lnn+1)—n, Vn>1
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SEMANA 6

A Ingeneria Matematica
Primitivas BE fom

DEFINICION (PRIMITIVA) Una funcién F' continua en un intervalo I C Ry derivable en int(/),
se llama primitiva de una funciéon f sobre I si y solo si

Vz € int(I), F'(z) = f(z).

Observacion:

1. Sean F| y F5 dos primitivas de una funcién f sobre I, entonces:

Fl=fANFy=f = (FI—F) =0
- Fl—FQZCtQZC
En consecuencia dos primitivas de una funcién difieren a lo més en una constante.

2. Ademas si F' es una primitiva de f, entonces la funcién F' + ¢, con ¢ € R arbitraria, es
otra primitiva de f.

Notacion: Una primitiva “arbitraria” de f se anotara como / f. Si F' es una primitiva de f,

/f:F+a

/f(m) dz = F(x) + ¢,

entonces notaremos:

Es habitual,usar la notacion clasica:

donde dx corresponde a un simbolo que sirve para identificar a la variable.
También suele llamarse integral indefinida de f a / f(x)dx.

6.1 Primitivas o integrales indefinidas inmediatas

A continuacion se presentan algunas primitivas cuyo calculo es elemental:
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senh x dz = coshz + c.

xn+l 5
1. "dx = 4 —1. .
/x x n+1—|—c, n #

[N}

) /d_x:1n|x|+C:1nK|x|, K > 0. 7. coshxdz = senhz + c.
T

3. /Senxda::—cosx+c. 8. /SGCQ£L‘d:L‘:tan:L‘+C.

4. /cosmdx:sena:+c. 9. csc? xdx = cotx + c.
1 d
5. /e“’“" dox = —e** +c. 10. A arctan z + c.
a 1+ a2
11 / do +
) ——— =—arcsenz -+ c.
V1—a?
—xdx
12. =vV1—-22+c¢
V1—a?
Observacion:

1. /f'(x>dx:f<x)+c, /f’:f+c.

2 & [iwa=sw. ([1)=r.

Proposiciéon 6.1. / es un operador lineal, es decir:

L [reg=[r+ [0
2./af:a/f, Va € R.

DEMOSTRACION. 1. Sean F'4c = /f y G+k = /g, entonces F' = fyG' =g = (fxg) =
(F + G)'. Luego (F' 4+ G) es primitiva de f £ g, es decir:

[reo=[s=[a

2. Sea F + ¢ = /f, entonces F' = f y por ende (aF) = af. Asi, aF = /af, de donde se

concluye que
/ af =« / f -

23




6.2 Teorema de cambio de variable

Teorema 6.2 (Cambio de variable). Siu = g(x), entonces

[ twau= [(rog)a)-gla)ds o, cquivatentemente [ f= [(1o9)-g.

DEMOSTRACION. Sea F' una primitiva de f, es decir F'(u) = f(u). Como u = g(z), entonces
F(u) = (Fog)(x).

Calculemos:
(Frog)(z) =F'(g(x))-g'(x) = fg(z)) - g'(x),
por lo tanto: (F o g) es una primitiva de f(g(x))g'(x).

Es decir,
~[1w) v weg= [(reg) g
Pero F(u) = (F o g)(x), luego /f / fog)(x)d (z)dz. O
Ejemplo 6.1.

d
1. [—/M. Usamos
14 sen?zx

U =senx du = cosxdzx

du
y resulta [ = = arctanu + ¢ = arctan(senx) + c.

14+ u?
earctan:p
2. ]:/(1+ 2)dx. Usamos
T
d
u = arctanx du = v dx
1+ 22
y resulta [ = /e“ du = e" 4+ ¢ = e¥™* ¢,
3. I = /tanmdx :/Sen$dx. Usamos
Ccos T
U = COSZT du = —senxdz

—d
yresulta]:/—u:—1n|u|—|—c:—1n|cosx|—|—c:ln|secx|+c.
u

4. [ = /cotxdx = / Cosxdx. Usamos

senx

U =senx du = cosxz dzx

d
yresulta]:/—u:ln|u|+c:ln|senx|—|—c.
u
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secx(secx + tanx
5 I = /secxdx :/ ( >dx. Usamos
secx + tanx

u = secx + tan(x) du = secz(secx + tanz) dx

y resulta

d
I—/—u—ln\u|—i—c—ln\secx—l—tanx!—i—c.
u

cscx(cscx — cotx
6. I = /cscxdx :/ ( )dx. Usamos
cscxr —cotx

u = cscx — cot(x) du = cscz(cscx — cot x) do

d
yresulta]z/—u =In|u| +c=In|cscx — cot x| + c.
u

7. 1= /(am + b)" dz. Usamos

u=axr-+b du = adx
du 1 w"t? (az + b)"*!
Ita I = N = S L
v resutta /u a a (n+1)+c a(n+1) T
8. / v/ (3z — 7)% dx. Usamos
u=3x—17 du = 3dx

du 1 ubP 5 5
o= [wsde_L w5 s 5 e s,
y resulta /u 5 =3 8/5+C oY +c 24(3x 7" +¢

9. 1= / f’ﬁ;;ix Usamos

u= f(x) du = f'(z)dx

d
yresulta[z/—u:ln]u\+c:ln]f(x)]+c.
u

6.3 Integracion por partes

Proposicion 6.3 (Férmula de integracion por partes). Sean u y v dos funciones de x, en-
tonces:



0, equivalentemente, /u v =u-v— /u’ -,

DEMOSTRACION. Notemos primero que,

Observacion: Usualmente la féormula de integracion por partes se escribe de manera més

compacta como
/udv :uv—/vdu,

donde dv = v/'(z) dz y du = v/(x) dz.

Ejemplo 6.2.

1. I = /xe‘” dz. Usamos

U=z du = dz

dv = e*dx v=c¢e

y resulta [ = e* — /6zdx =zxe’ —e’ +c.

2. I = /lnxdx. Usamos

1
u=Inzx du = —dz

x
dv =dx V=2

y resulta]:xlna:—/dm:xlnx—x+c.
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3. I, = /x” Inxdz, con n € N. Usamos

u=Inzx du = —-dz
T
n+1
dv =z"dz v = t
n—+1

" inx 1 . " nx vt
y resulta [,, = — 2" dx = — +c.
n+1 n+1

4. I, = /x”em dx, con n € N. Usamos

u=zx" du = nz" tdx

dv=e"dz v=e"
y resulta [, = x"e* —n / 2" te® dr = a"e” — nl,_1, que es una recurrencia para I,,.
Como [ = / e’ dr = e” + ¢, podemos calcular los primeros términos:

L=x'e¢"—1-Ty=e"(x—1)+c
IL=a%"—2-1) =e"(2> =22 +2) +c

Iy =a%"—3-I, =¢e"(z° — 32° + 62 — 6) +c

Iy = 2% —4- I, = (2" — 42® + 122° — 242 + 24) + ¢

6.4 Sustituciones trigonométricas tradicionales

Cuando en una integral figuren expresiones del tipo que se indica, los siguientes cambios de variable
son convenientes:

1. Para a® + 22, usar x = atanv o bien x = asenht.
2. Para a? — 22, usar ¢ = asenv 0 x = acosv.

3. Para 22 — a?, usar v = asecv o x = acosht.

6.5 Integraciéon de funciones racionales

Se desea integrar funciones R(z) de la forma:

P(x)  apa™+---+a1x+ag
Q(z)  bpa™+---+bix+by
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con n < m.
Si suponemos que el polinomio Q(x) se ha factorizado de la siguiente forma:

Q(z) = by (1 — 1) (2 — 1) - (2% + byw + cl)'B1 o (2 by + ct)ﬁt

En donde rq,...7r, son las raices de @), de multiplicidades aq,...,aq, v f1,..., [ son nimeros
enteros positivos, con x? + b;x + ¢; polinomios irreducibles.
Entonces R(z) es igual a la suma de funciones racionales del siguiente tipo:

1. Por cada término (x — r;)® aparece la suma de «; funciones de la forma:
Ay n Ag; ey Ansi
(x —m)  (x—r;)? (v — 1)

2. Por cada término (22 + bz + cl-)ﬁi aparece la suma de f; funciones de la forma:

Bz + Cy; Bz + Cy; Bgﬂ'l' + Cgﬂ'
22+bx+C; (224 b+ ¢)? (22 + bix + ;)5
Ejemplo 6.3.
P
R(z) = () .
(x —1)2(x = 7)(2? + 1)3(2® + 22 + 9)?
Entonces,
R(z) A n B N C +Dm+E+Fx+G+Hx+I+ Jr+ K L Lx+ M
x) = )
r—1 (z—=12 z—-7 2241 (2241)?2 (22413 22+2x+9 (22+22+9)2

Ejemplo 6.4.
Riz) = 2x —5 _Ax+B+ C n D
xi(x2+1)(:c—2)27:c2+1 r—2 (z—2)2
_ (Az+ B)(x — 2?4+ C(2* 4+ 1)(z — 2) + D(z* + 1)
B (2 +1)(x — 2)? ‘
Por lo tanto,
20 —5 = (Az+ B)(z —2)* + C(2* + 1)(z — 2) + D(z* + 1). (6.1)

Podemos usar dos métodos para obtener los valores de A, B,C'y D:

» Método 1: Igualar coeficientes de ambos polinomios en . Obtenemos asi las ecuaciones,

0=A+C (z°)
0=-4A+B-2C+D (z?)
2=4A—-4B+C (z")
—5=4B—-2C+ D (z%)
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Asi, restando las ecuaciones asociadas a 2% y x, y por otra parte restando las ecuaciones
asociadas a x y 22, obtenemos

—4A—-3B=5
3A—4B = 2.
De aqui, B = —% y A= —%. Reemplazando nuevamente es las ecuaciones se obtiene que

C=45yD=-1/5

Método 2: Como la igualdad de polinomios (6.1) debe ser Vz € R,entonces se pueden
reemplazar algunos valores de = que sean convenientes. Incluso se pueden reemplazar (si
no se complica mucho el élgebra) algunos valores de = € C.

Por ejemplo, si tomamos = = 2, luego (6.1)) queda:

—1=5D,

de donde D = —1/5.

Ademas, como x = i es raiz de 22 + 1 = 0, usamos x = i de donde obtenemos

2i — 5= (Ai+ B)(i —2)* = (Ai + B)(i* — 4i + 4) = (Ai + B)(3 — 4i)
= 3Ai+ 3B — 4Ai* — 4Bi = (3B + 4A) + (3A — 4B)i.

Luego,

3A—4B =2

4A+ 3B = -5,
que es el mismo sistema obtenido con el método anterior y cuya solucién es B = —g—g’ y
A=

25"
Finalmente, para calcular C, se puede reemplazar x = 0 y usando los valores ya calculados
de A, By D, concluir que C'= 2.

6.6 Primitivas de funciones trigonométricas reducibles a primitivas de
funciones racionales

Consideramos primitivas del tipo

/ R(senz,cosz) dz,

en donde R es una funcién racional en la cual aparecen sélo senz y cos x.
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Ejemplo 6.5.
Las siguientes son este tipo de primitivas:

dx senx—i—cos:vd
- — d=z.
senx +cosx Sen T — cos T

En estos casos se aconseja el cambio de variable:

t = tan(z/2),

con lo cual

1
dt = = sec? <E> dzx.
2 2

Pero por otra parte arctan(t) = /2, de donde

dt dx

1+ 2

Combinando ambas igualdades obtenemos que

T 1 x t
cos (=) = ——, sen (=) = :
(2) e 7 <2> V1t 22

Usamos entonces unas conocidas identidades trigonométricas para el seno y el coseno de un dngulo
doble, con lo que

T T 2t
senx = 2sen (—) CoS <—>
2 2 1+ t2

) <x> ) <m> 1—t2
cosx =cos’ (=) —sen’ (=) = )
2 2 1+¢2

En resumen,

T 2t 1—¢ 2dt
t = tan (—) , senz=|——], cosz=|—=s), dr= .
2 1+t 1+¢t2 1+t2

Ejercicio 6.1: Escriba la primitiva / R(sen x, cos x) dz usando el cambio de variable sugerido.
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Guia de Ejercicios

1. Calcule las siguientes primitivas:
1
a x®dz. —d:c m dx
@ | (#) ) [ =
1
(b) /—dx. (h) /senh(a:v) dz. 1
(c) /sen(am) dz. (i) /cosh(ax) dz
) 1
(d) /cos(ax) dz > dx
1
ax 1 (0) /—dl‘
(e) /be dx. (k) /mdx a2 — 72
1 1
f “dz. 1 / dx. /—dx
2. Justifique en detalle el célculo, hecho en la tutoria, de las primitivas:
(a) /sec:pdx.
(b) /csc:cdx.

3. Aplique un cambio de variable para calcular las siguientes primitivas:

(a)/iii | () /eﬁdx.
(&) / e VIT e de.

®) | e
(©) /xln 1;2( T
@ [ lnt:;ln () [V ads

()/% (j)/\/mdx.

4. Sea R(senz,cosz) una funcion racional en la cual aparecen solo senz y cosz. Escriba la

primitiva / R(senz, cos z) dzr usando el cambio de variable u = tan(z/2).

5. Usando integracion por partes calcule las siguientes primitivas

(a) / zsen(z) dz. (c) / e® dz. (e) / z cosh(z) da
(b) / z cos(z) da. (d) / z senh(z) dz. () / lfxgd
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10.

(8) / Ve () / 2" dr. (m) | lfﬁ dz.
(h) / 22 sen(z) du. (k) / 22 senh(z) da. () / \/% .
(i) / 22 cos(x) de. ) / 22 cosh(z) dz.

. Establezca férmulas de recurrencia para la expresion I,,, dada por

(a) I, = /x" sen(z) dz. (d) I, = /sen"(x) dz.
(b) I, = /a:” cos(z) dx. (e) I, = /cos"(x) dz.
(c) I, = /I"em dz. (f) I, = /x” senh(2z) dz.

. Utilizando integracion de funciones racionales calcule las siguientes primitivas

(a) H_%dx. (d) / L

1 — a2
(b) /mdx (e) /ﬁdx
(c) /1—1—1:172 dz.

. Aplique el cambio de variable u = tan(%) para calcular las siguientes primitivas

(a) / @dx. (d) / %()S(x)dx.
(b) / #(x)dw' (e) / sen(m)—ll—cos(m) dr.
(©) / H%en(x)dx.

. Calcule las siguientes primitivas

(a) / \/%dx. (b) / \/%de.

o)y
Calcule / md )
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Guia de Problemas

P1. Calcule las siguientes primitivas:
Sen  cos
a ——dx.
(a) / v1-+senx
(b) / VT g,
V1+ &

dzx.

© /\/1+a:2+(m)3

P2. Sean f, g, h funciones tales que f(z) = g(z) + h(z)g¢'(x). Usando la definicion de primitiva
muestre que

/f(:c)eh(‘”) dz = "Pg(z) + c.

P3. Sea f: R — R, derivable y g: R — R continua tales que f'(z) + g(z)f(z) = 0. Usando la
definicién de primitiva muestre que

/g(:v)d:z: =—1Inf(z)+¢

P4. Sea f: R — R, derivable y tal que /f(x) dz = f(z).

f'(z)
()

b) Concluya que f(z) =e

P,
o) T

a) Muestre que = 1 y deduzca que /

T+c

P5. Calcule la siguiente integral
/ sen(x) e
1 + sen(x)
P6. (a) Sea I, = / _cos(nz) dz.
(cos(x))"
(1) Calcule I, I5.
sen(x)

(2) Calcule /de.

(3) Encontrar una relacion de recurrencia para expresar I, en funcion de I,,.

/m

(b) Calcule la primitiva

dz
pP7. Calcul .
(a) Caleule / z(In(x) + In%(2))
(b) Usando el cambio de variable tan(§) = u, calcule / _cos@) dz.
1 + cos(z)
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(c) Sean I = /cos(ln(m)) deyJ= /sen(ln(m)) dz. Usando integracion por partes, plantee

un sistema lineal que permita calcular I y J. Calcule I y J.

5% 4+ 122 + 1
P8. (a) Calcule / m dzx.

(b) Deduzca una formula de recurrencia para I, ,, = / 2™ (In(x))" dz. Use la formula para

calcular / 2?Inz.

x
P9. (a) Calcule / 1077 dz.

(b) Calcule / sen(z)

1+ sen(z) + cos(z)

(c) Calcule /arcsen( 13533)
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SEMANA 7

fcfm Ingenler\a Matem' 'ca

Integral de Riemann

7.1 Introduccion

La teoria de la integral de Riemann tiene un objetivo simple, que es: formalizar la nociéon de
area mediante una definiciéon que sea compatible con las ideas comunes e intuitivas acerca de este
concepto.

Surge entonces la pregunta de ;Cuales son estas ideas basicas?. Por ejemplo, una de ellas es que
el 4rea de una superficie cuadrada de lado a sea a®. Si esto es verdadero, se debe concluir que la
superficie de un rectangulo de lados a y b es a - b.

7.2 Condiciones basicas para una definiciéon de area

Sea E un conjunto de puntos en el plano OXY. El 4rea del conjunto E sera un nimero real drea(F)

que cumple las siguientes condiciones.
(A1) area(E) >0

1)
(A2) E C F = érea(F) < area(F)
(A3) Sidrea(ENF)=0= drea(F U F) = drea(E) + area(F)
(A4) El area de una region rectangular £ de lados a y b es area(E) =a - b

Estas 4 condiciones son necesarias y suficientes para tener una buena definiciéon de area. Se vera
mas adelante, en el transcurso del curso, que la integral de Riemann las satisface adecuadamente.

Observacion: Las cuatro propiedades elementales anteriores no son independientes entre si,
ya que por ejemplo (A2) es una consecuencia de (A1) y (A3)

Mediante la integral de Riemann se definira el drea de una region E particular: Dada una funcién
f: [a,b] = Ry consideremos la region R limitada por el eje OX, la curva de ecuacion y = f(x) y
las rectas verticales © = a y x = b. El area de esta region se llamaré area bajo la curva y = f(z)
entre a y b.

y
y = f(x)

Qf---
o~ [eEEEEeEEeN
8

Figura 2: Regién bajo una curva positiva.
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Mediante un ejemplo se mostrard un método para determinar el area bajo una curva, que nos
indicaré el procedimiento a seguir en la definiciéon de la integral de Riemann.

Por el momento, nos concentramos en la propiedad (A3), que sugiere dividir la regién R en regiones
mas pequenas. Por este motivo, el primer elemento que incorpora la definicion de integral de
Riemann es el concepto de particion, que sirve intuitivamente, para dividir la region R en bandas
verticales, como se muestra en la figura 2. Antes de dar la definiciéon formal de este concepto,
mencionemos que la idea de cortar la region R por bandas verticales es una de las caracteristica més
notable de la idea de Riemann. La otra integral que a veces se menciona en los cursos matematicos
es la de Lebesgue, que se caracteriza por dividir la region R cortando en el eje OY de las imagenes.
La gran complicacion de esa teoria alternativa, es que por un lado se deben manipular los conjuntos
preimagenes y por otro lado estos conjuntos pueden ser de geometria muy compleja.

y = f(x)

Qf---
o~ (SRR
8

x X2 xr3 T4

Figura 3: Region R cortada por bandas verticales.

DEFINICION Una particién de un intervalo [a,b] C R es un conjunto finito de puntos P =
{zo,...,x,} tales que
a=To<r1<- - <xp,=0>

Se llama norma de la particion P al real |P| = max (z; — z;_1)
1=

goooy

Una vez que la region R se ha dividido, hay que calcular el drea de cada una de las bandas verticales.
Es en este momento, donde las complicaciones comienzan. Todo depende de lo complicada que
sea la funcion tratada. En lo que sigue de esta seccidon, se explota esta idea hasta sus tultimas
consecuencias, pero solamente para la funcién y = z°.

7.2 Ejemplo

Dada la funcion f(z) = 2%, donde o > 0, se desea calcular el area encerrada entre x = a > 0y
x = b > a bajo la curva y = f(x), es decir, calcular el drea de R = {(z,y) € R? :z € [a,b],0 <
y < a}.
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Para estimar el area de la regiéon R comenzamos por considerar una particion arbitraria del intervalo
[a,b]. Digamos P = {xg,...,%,}.

La segunda idea importante es “acotar”. Para ello, en cada subintervalo [z;_1, ;] definido por la
particion P, levantamos rectangulos por dentro y por fuera de la region considerada. Para que las
cotas sean "lo mejor posible", se levantan rectangulos inscritos lo mas altos posibles y rectangulos
exteriores lo mas bajos posible.

Yy Yy
y=a° y=2z°
R; R;
a Ti—1 Ty b A a Ti—1 T; b xr

Figura 4: Cotas inferior y superior de R;

Es asi como:

Con esto claramente

Ahora usamos las propiedades (A2) y (A3) de area para deducir que
Zérea(ﬂi) < drea(R) < Zérea(ﬁi)
i=1 =1

Usando la propiedad (A4) de area, concluimos que

n

VP particion de [a, b], Z i (; — xi—) < drea(R) < Zl‘f‘(:v, —Ti 1) (7.1)
i=1

=1
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Para terminar con nuestras estimaciones, hay que calcular explicitamente las sumatorias. Para ello
debemos considerar casos especiales de las particiones, donde el calculo es realizable con algebra
elemental.

Para situaciones especiales como la aqui considerada, usaremos principalmente dos tipos de parti-
ciones especiales:

» Las particiones equi-espaciadas donde x; = a-+1- b_T“ Aqui el factor h = b_Ta se llama el paso
de la particién, y corresponde exactamente a su norma.

» Las particiones que siguen una progresién geométrica, donde z; = ar?, donde r es la razon
de la progresion, que es r = {/b/a. Estas particiones solo se pueden usar si 0 < a < b.

En el primer caso el dlgebra es mas simple, ya que (x; — x;_1) = h es constante, de ese modo la
desigualdad ([7.1) queda

Vn e N, h- Zn:(a + h(i —1))* < érea(R) < h- Zn:(a + hi)“. (7.2)

i=1

Para calcular las sumatorias, en este primer caso, vamos a suponer que a = 0 y que « solo toma
los casos particulares a = 1,2 6 3. Asi queda

Vn € N*, A3 (i - 1) < drea(R) < b i, (7.3)

i=1 =1

A continuaciéon haremos todos los calculos, recordando que las sumatorias para o = 1,2 6 3 son
conocidas:

s Para a = 1:

., V¥ (n—1n v n(n+1)
Vn € N*, E-Tgarea(R)Sﬁ-T.
que simplificada queda
b? -1 b? 1
Vn € N*, 2.r §érea(R)§—~(n+ )
2 n 2 n

Como esta desigualdad es cierta para todo n, podemos tomar el limite cuando n — oo, y asi
obtener que

b? _b-H

2 2

que corresponde a la conocida férmula del area de un tridangulo, obtenida por aproximacion
de rectangulos internos y externos de ancho cada vez mas pequeno.

area(R) =

s Para a = 2:

3 _ _ 3
n e N, b_ . (n—1)n(2n —1) < drea(R) < b_ _ n(n+1)(2n + 1).
n3 6 n3 6

que simplificada queda

L (n=-1—3) ¥ (n+1)(n+3)
Vn € N*, 3 - 2 garea(R)gg' - 2.,

68



Como esta desigualdad es cierta para todo n, podemos tomar el limite cuando n — oo, y asf
obtener que

b3 _b-H

3 37

que corresponde a la primera generalizacion del concepto de area a regiones parabolicas.

area(R) =

» Finalmente, para o = 3:

. [(n=1n]* v [n(n+1)]°
Vn c N y ﬁ . |:T- < area(R) < ﬁ . |i7‘| .
que simplificada queda
bt [n—1]7 o [n+1]°
L <4 < . .
Vn € N*, 1 [ 0 _area(R)_4 [ - }

Como esta desigualdad es cierta para todo n, podemos tomar el limite cuando n — oo, y asi
obtener que

v b-H
area(R) = — = ——,
(R) ==~
que corresponde a una segunda generalizacion del concepto de area a regiones bajo parébolas

cubicas.

En el caso de particiones formadas por una progresion geométrica, el dlgebra es més complicada,
pero las sumatorias se pueden resolver para todo a > 0. Recordando que los puntos de la particion
estan definidos por x; = ar’, donde r es la razon de la progresion, igual a r = {/b/a, se tiene que:
(i —w ) =ar' —ar™ = ar™(r — 1)
2 = (ar'™He =g~ 7D

Zq _ (a,r,i)a — a® .- T(ifl)a e

con esto, la desigualdad ([7.1)) queda
Vn € N*, Z a® - 0D qr (i — 1) < drea(R) < r - Zao‘ A S (= )}
i=1 i=1
que reordenado se escribe como

n n

Vn e N*, a*t(r —1) Z(raﬂ)(i—l) < drea(R) < r®-a®t(r — 1) Z(ra—f—l)(i—l).

i=1 i=1

n—1
) n_1
Aqui la sumatoria es conocida: Z q = i luego
i=0 1
PN Gl it OO - ()t~
Vn € N', o (r — 1) <drea(R) <% 0" (r — 1) g
que reordenada, y consideando que r = {/b/a, queda
* « a r—1 ‘ a o o r—1
Vn e N, (b* —a +1)~m§area(]%)§r (bt —a “)‘m.
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Si tomamos el limite cuando n — oo se tiene que r — 1y T;’fll_l — —L_ (su réciproco es la derivada

a+1
de 22! en z = 1). Por lo tanto se obtiene que

boz-‘,—l _ o+l
érea(R) = %
o

Esta formula generaliza las obtenidas con particiones equiespaciadas, y constituye nuestra primera
integral de Riemann, que cémo se verda mas adelante corresponde a

b a+1 a+1
/ o U —a
€T =
a a+1

Obsérvese que esta formula es muy parecida a la féormula de primitivas que decia

a+1
/xa:l‘ +C.
a+1

La razoén de esta semejanza sera vista cuando estudiemos el teorema fundamental del calculo.

7.3 Integraciéon de funciones escalonadas

En el tratamiento tedrico que sigue consideraremos una teoria restringida, en la cual las areas de
las bandas verticales son muy féciles de calcular. Se trata de la teoria de integracion para funciones
escalonadas. Mas tarde mostraremos como es posible usar esta teoria restringida, para desarrollar
la teoria general. Comenzaremos por definir las funciones escalonadas y luego veremos como se
define su integral de Riemann. Antes de comenzar, insistamos que en la teoria de Riemann, la
funcion puede tener signo arbitrario (o sea puede ser positiva o negativa).

DEFINICION Diremos que una funcion f: [a,b] — R es escalonada, si existe una particion
P ={xg,...,x,} tal que f es constante en cada intervalo abierto (z;_1,;), Vi =1,...,n.

OBS: Las funciones escalonadas s6lo toman un ntimero finito de valores diferentes, que son: los
valores f(x;) en los n + 1 puntos de la particion y los valores constantes ¢; que toma en los n
intervalos abiertos (z;_1,x;). Asi resulta que toda funcién escalonada es acotada.

OBS: Diremos que P es una particiéon asociada a f. Esta particion P no es tnica ya que al subdividir
los intervalos de P, la funcién f todavia serd constante en las subdivisiones que resulten (vea la
Figura @ Por este motivo, antes de estudiar propiedades de estas funciones, conviene introducir
el siguiente concepto:

DEFINICION Sean P, () son particiones de un mismo intervalo [a,b] C R. Diremos que @ es un
refinamiento de P, o que () es mas fina que P si se cumple que P C ().

OBS: Si P y () son particiones cualesquiera, no siempre una es refinamiento de la otra, ya que el
concepto de refinamiento NO esté asociado directamente a la cantidad de puntos de una particion.
Solo podemos decir que si () es refinamiento de P, entonces () tiene una cantidad de puntos mayor
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Figura 6: Otra particién para la misma funcién escalonada de la Figura [5]

o igual que P, pero el reciproco es falso. Sin embargo, dadas dos particiones arbitrarias P y @,
siempre existe un refinamiento comun a ellas. En efecto, P U ) es una particion (ordenando sus
puntos de menor a mayor) que es refinamiento de Py de ) simultaneamente.

Proposicion 7.1. Si f: [a,b] — R es una funcion escalonada. Si para cada particion P =
{o,...,x,} asociada a f se calcula

I(f,P) = Zfi )

donde f; denota al valor constante de f en el intervalo abierto (x;_1,x;). Entonces I(f, P) no
depende de P, es decir, es una cantidad que depende solamente de f.

DEMOSTRACION. Sean P, () particiones asociadas a f, es decir, particiones tales que f es constante
en cada sub-intervalo definido por cada una de ellas. Debemos demostrar que I(f, P) = I(f, Q).
Etapa 1) Consideremos primero el caso particular P C @ tal que @) contiene exactamente un
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punto mas que P. Digamos @ = {zo,...,z,} vy P = Q \ {zs}. De este modo tenemos que:

1(£,Q) = Zfi (i — i)

s—1 n
I(f,P) = Zfz‘ (@i —wim) + fo(@e — @) + Z fi (v — xio1)
=1 1=s+1
como P y () son particiones asociadas a f, entonces f es constante en el intervalo (xs_1, sy 1), asi
fs = fs+1. Por lo tanto

fs(xs-‘rl - l‘s—l) - fs(xs—‘rl — X5+ x5 — xs—l) - fs—f—l(xs—i-l - xs) + fs(xs - xs—l)

de donde se obtiene la igualdad.

Etapa 2) Consideremos un segundo caso particular, en que P C @) cualquiera. Claramente, se
puede pasar de la particion P a la particion () por medio de particiones intermediarias construidas
agregando un punto cada vez: P = Py C P, C --- P, = (). Usando el resultado anterior, se tiene
que

I(f,P) = I(f, P1) =--- = I(f, P) = I(},Q).

con lo cual la propiedad queda demostrada para el caso P C Q).
Etapa 3) En el caso general, basta tomar R = P U (), que constituye una particion mas fina que
P y @ simultdneamente. Asi, con lo demostrado anteriormente se tiene que

I(f,P)=I(f,R) y I(f,Q)=I(fR) O

De aqui se obtiene la igualdad buscada en el caso general.

Y
oﬁ.ﬁo Y I(f,P) = fl'(x1_$0)+f2(372_$12
e fs —f1-(2—1)
1 9_? 3 &0 +f3' ($3—$2)+f4($4—1’32
° J3 Ja | | i i =f3-(;;7:):2)
fone ] s (15—
0—0—¢ i ! | . } +f6'(x6_$5)+f7<$7_x62
3 3 : : , i i i i :f6'(;r7*ff5)
To 1 a:é x}, T4 Ts Tg Ty Tg x +fs - (x5 — 27)

Figura 7: La integral de una funcién escalonada no depende de la particién usada en su calculo.

DEFINICION Para cada funcion f: [a,b] — R escalonada, se define su integral de Riemann

como /abf _ ifi (ry — 1),

donde P = {xy,...,z,} designa cualquier particién asociada a f y f; denota al valor constante
de f en el correspondiente intervalo abierto (z;_1,x;).
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b
OBS: También se suele usar la notacién de Leibniz f(z)dx

OBS: La integral de una funcién escalonada solo depaende de los valores de f en los interiores de
los intervalos de la particién y no de los valores de f en los bordes.

7.4 Propiedades de la integral de funciones escalonadas.

La integral de funciones escalonadas satisface las propiedades enunciadas en los siguientes 4 teo-
remas:

Teorema 7.2. (Linealidad) Si f,g son dos funciones escalonadas en el mismo intervalo [a,b].
Entonces, para todo o, f € R la funcion af + g es una funcion escalonada en |a,b] y se tiene

/ab(oszg):a/:fw/abg.

DEMOSTRACION. Sean f,g funciones escalonadas y sean P y () particiones asociadas a f y ¢
respectivamente (no necesariamente las mismas). Claramente la particion R = P U @, que es un
refinamiento comtn de Py @ esta asociada a f y g simultdneamente. (en efecto, pensemos en f:
cada intervalo abierto definido por la particion R esté incluido en un intervalo abierto definido por
P, donde f es constante. Analogo para ¢g). Luego, si escribimos R = {xy,...,x,}, resulta que

b n b n
/ [ = Z fiAz; y / g = ZgiAxi
a i=1 a i=1

donde f; y ¢g; denotan los valores constantes de f y g en cada intervalo abierto (z;_1, ;).
Sean «, f € R. Claramente la funcién h = af + g satisface:

h(z) = af; + Bgi = hi, Vo e (z-1, ;)

por lo tanto es una funcién escalonada y su integral vale

n n

b n n b b
/ h = Z hiAx; = Z(@fz‘ + Bgi)Ax; = Z afiAx; + ZﬁgiAﬂUi = CY/ [+ 5/ g. .
a i=1 i=1 a a

i=1 i=1

Teorema 7.3. (Aditividad horizontal) Si f es una funcion escalonada en el intervalo [a,b] (donde
a<b)ysicé€ (a,b) es arbitrario. Entonces, f es una funcion escalonada en ambos intervalos

la,c] y[c,b] y se tiene que . .
ol ]

DEMOSTRACION. Sea f una funcion escalonada en [a,b], sea P una particion asociada a f y
sea ¢ € (a,b). Claramente la particion R = P U {c}, es un refinamiento de P y por lo tanto,
también estda asociada a f (en efecto, cada intervalo abierto definido por la particion R esta
incluido en un intervalo abierto definido por P, donde f es constante). Para fijar ideas, digamos
que R ={zg,...,z,}, donde zg = a, x,, =cy x, = b, donde 0 < m < ny que f(x) = f; en cada
intervalo abierto (z;_1,x;), con i € {1,...,n}.
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Claramente , .
[ 1= s
a i=1

Ahora, definiendo P, = RN [a,c] = {zo,...,xm}y Po = RN [c,b] = {xy,...,2,}, se han formado
dos particiones, la primera del intervalo [a, ¢] y la otra del intervalo [c, b]. Como [ es constante en
cada intervalo abierto definido por P; (que son algunos de los intervalos abiertos definidos por R),
f resulta ser escalonada en [a, c| y su integral vale

[ 1= s
@ i=1
Analogamente, f es escalonada en [c, b] y su integral vale
b n
[ =Y san
¢ i=m-+1
Sumando ambas integrales se obtiene que

/achr/cbf:g;fiAxmL Zn: fiAwi:gfiAIi:/abf'

i=m+1 O

Teorema 7.4. (Monotonia) La integral de una funcion escalonada positiva en el intervalo |a, b] es
positiva. En consecuencia, si f,g son funciones escalonadas en el intervalo [a,b] tales que f(z) <

g(z) para todo x € [a,b], se tiene que
b b
/ f< / g-
a a
La demostracion se deja propuesta.

7.5 Funciones Riemann integrables

En esta seccion, veremos como se puede definir la Integral de Riemann para una clase muy am-
plia de funciones. En realidad, con esta teoria se puede integrar practicamente cualquier funcién
encontrada en ingenieria.

Inicialmente, no pondremos condiciones sobre la funciéon f que trataremos. Puede ser continua o
no. Sélo impondremos que se trate de una funcién bien definida en un intervalo cerrado y acotado
[a,b], con a < by que sea acotada en dicho intervalo (es decir, que existan m = inf{f(z) : « € [a, b]}
v M = sup{f(2) : € [a,b]}),

Con estas tnicas condiciones, que son bastante generales, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 7.5. Si f es una funcion definida y acotada en [a,b] arbitraria, entonces se cumple que:
1. Los siguientes conjuntos son no vacios:

» £ (f) es el conjunto de todas las funciones escalonadas que minoran a f, es decir,
aquellas funciones escalonadas e tales que Vx € [a,b],e(x) < f(x).
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w E.(f) es el conjunto de todas las funciones escalonadas que mayoran a f, es decir,
aquellas funciones escalonadas e tales que Vx € [a,b], f(z) < e(x).

2. Siempre existen las cantidades

I_(f):sup{/abe :665_}, I+(f):1'nf{/abe :e€€+}, (7.4)

llamadas integral inferior e integral superior de f en [a,b] respectivamente.

3. Estas integrales verifican la desigualdad
I(f) < I:(f).

DEMOSTRACION. 1) Primero notamos que al ser f acotada en [a, b], existen

m= inf f(x), M = sup f(x)

v€la sela)

de modo que las funciones escalonadas f_(z) = m y fi(x) = M son elementos de £_ y &,
respectivamente. Asi, esos conjuntos no son vacios.
2) Por otro lado, si F' € £_ y G € £, se cumple que

F(z) < G(x), Vz € [a,b].

b b
VFGS_,(VGG&L, /Fg/G)

El paréntesis de la expresion anterior indica que el conjunto { fab e 1ec€ 5+} es acotado inferior-

por lo tanto

b . ) .
mente por el real fa F . En consecuencia su infimo existe y cumple:

VFES,/ngfnf{/be :e€€+}.

Esta tltima desigualdad indica que el conjunto { f;e te € 5,} es acotado superiormente y su

supremo satisface la relacion

sup{/be :665_}§inf{/be :eE&.}.

Esto prueba que las cantidades I_(f) (Integral inferior) y I, (f) (Integral superior) de f siempre
existen. Ademés se cumple la relacién

I_(f) <I:(f), Vf definida y acotada en [a, b]. O

La duda que queda en el teorema anterior, es si la ultima desigualdad es o no estricta. Pues bien,
con las hipotesis generales que hemos puesto, resulta que algunas funciones satisfacen la igualdad y
otras la desigualdad estricta. En el dltimo caso, habrian 2 integrales para la misma funciéon, lo cual
no es util. Por esa razon, dichas funciones se descartan de la teorfa y se dice que no son Riemann
integrables.

Cuando se cumple la igualdad, el célculo resultante es muy ttil y por eso se hace la siguiente
definicion:
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DEFINICION Con las notaciones del teorema anterior, se dice que una funciéon f definida y
acotada en el intervalo cerrado y acotado [a,b] es Riemann integrable en [a, b] si se cumple la

Dicho ntimero comin se llama la integral de f en el intervalo [a,b] y se le denota por

b b
/f o bien /f(x) dz (Notacion de Leibniz).

Después de entender la definicién previa, surge la pregunta: ;Cuédles son las funciones Riemann
integrables? o { Cémo saber si una funcién dada es o no Riemann integrable? Para responder a esta
ultima pregunta, es ttil demostrar el siguiente teorema, que caracteriza totalmente a las funciones
Riemann integrables.

Ejemplo 7.1 (Una funciéon que no es Riemann integrable).

Consideremos la funcion
1 size@Q
f(z) = .
0 sizé¢Q.

Esta funcion no es Riemann integrable en [a,b] ya que: Si e_ es una funcion escalonada tal que

e_(x) < f(x), Vx € [a,b], entonces en cada intervalo abierto (z;_1, ;) se tendra que e_, < 0, de
b
modo que [ e_(z) <O0.

a
Analogamente, si e, (z) es una funciéon escalonada mayorante, es decir que cumple e, (z) >
f(z), Yz € [a,b], entonces, en cada intervalo donde e es constante se tendré que e;; > 1y por
b

lo tanto / ey > (b—a).

b
Con esto, / (ex —e_) > (b—a), con lo cual no es posible cumplir la condicién de Riemann.

Teorema 7.6 (Condicion de Riemann). Una funcidn f definida y acotada en el intervalo ce-
rrado [a,b] es Riemann integrable en [a,b] si y solamente si

b b
“Ve >0 emisten f- € E_ y fr € E4 tales que / fe —/ f-<e”

DEMOSTRACION. Primero veamos que la condicién de Riemann es suficiente:
Sea € > ( arbitrario. Sabemos que existen funciones escalonadas f_ € £_ y f, € &, tales que

/abf_/abfgg. (7.5)

/abf_ <I(f) < 1)) S/abf+

Pero,
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Es decir, usando ([7.5)) se obtiene que
Ve>0, |L.(f)—1-(f)<e

de donde se obtiene que I_(f) = I.(f) y asi f resulta ser Riemann integrable.

Reciprocamente, si f es Riemann integrable en [a,b], sabemos que I_(f) = I.(f). Pero, (por
definicion de infimo y supremo) para todo € > 0 existen funciones escalonadas f_(x) € E_y
f+(z) € &4 tales que

b b
]—(f)—gﬁ/ [ /f+§]+(f)+§

de aqui, restando se tiene que
b b
[+ —/ f-<e
[ :

con lo cual la funcién satisface la condicion de Riemann.
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SEMANA 8

| f fm Ingenieria Matemética
FACULTAD DE CIENCIAS
: c UNIVERSIDAD DE CHILE

En esta seccidon veremos como la condicién de Riemann permite demostrar que tanto las funciones
mondtonas en [a,b] (no necesariamente continuas) y las funciones continuas en [a,b], son ambas
clases de funciones Riemann integrables. Esta propiedad la estudiaremos en detalle en los proximos
2 teoremas:

Funciones Riemann Integrables

Teorema 8.1. Toda funcion mondtona en [a,b] es Riemann integrable en [a,b].

DEMOSTRACION. Para fijar ideas, supongamos que f es creciente en [a, b]. Tomemos una particion
P ={xg,...,x,} cualquiera del intervalo [a, b] y construyamos las siguientes funciones escalonadas
definidas en los intervalos (x;_1, z;) por:

fo(x) = f(xio1) six € (wi_1, 2y)
fo(z) = flz)  siz € (vi,1:)

e iguales a f(x;) en cada punto de la particion.
Y

T T T T €T

To=a k3 T2 3 Tp-1 Tp =0

Claramente, para todo x € [a,b] se tiene f_(x) < f(x) < fi(z).

Ademas:
b n b n
/ f-= Zf(mifl)Axia / v = Zf(xl)sz

de modo que
b n
[ =5 =3 (700 = fla) Ao < IPIFB) - Fla)
a i=1
Para que esta diferencia sea menor que € > 0 arbitrario, basta tomar cualquier particiéon P de

modo que su norma sea lo suficientemente pequena. (|P| < m) O

Teorema 8.2. Toda funcion continua en |a,b] es Riemann integrable en [a,b].
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DEMOSTRACION. Tomemos una particion P = {xo,...,x,} cualquiera del intervalo [a,b] y cons-
truyamos las siguientes funciones escalonadas definidas en los intervalos (x;_1, ;) por:

fo(z) = G[min ]f(x) six € (vi_1, ;)
fi(z) = méx f(z)siz € (vi_1,x;)

T€[Ti—1,T;)

e iguales a f(z;) en cada punto de la particion.
Claramente, para todo x € [a,b] se tiene f_(x) < f(z) < fi(z).

Ademas:
b b
/f_ Z mln (x)Az;, /f+—z max  Aux;.

T€[Tio1,2] T€[Ti—1,2i]

de modo que

A= /ab(ﬁ—f)—Z( mix f(z) -~ min_ f(2))A;

TE€[Ti—1,7;) TE€[Ti—1,%;]

Como f es continua en [a,b], en cada intervalo [x;_1,;], f alcanza su minimo y su méximo.
Digamos que

min f(z) = f(s;)) y  méx f(z)=f(t)
TE[xi—1,%4) TE[Ti—1,%4]
donde s;,t; € [z;_1,x;].
Ahora recordamos que las funciones continuas en un intervalo cerrado y acotado [a, b] son unifor-
memente continuas en [a, b], por lo tanto, para cada ¢ > 0 arbitrario, existe un § > 0 tal que para
cualquier par de puntos s,t € [a, b] tales que |s —t| < § se cumple que:

€
b—a

[f(s) = f(B)] <

La demostracion concluye tomando cualquier particion P de modo que su norma sea menor o igual
a 0, asi aseguramos que |s; — t;| < d y con esto resulta que:

ASZ(bia

)A:ci =c.

Observacion: En la demostracion de ambos teoremas, se han usado las funciones escalonadas
definidas en los intervalos (x;_1, z;) por:

f-(x)=mi(f)= _inf f(z)siz e (i1, 2)

J:E[a:i_l,a:i]

Jr(x) = Mi(f) = sup f(z)siz e (zi—1,2)

TE€[Ti—1,7;)]

e iguales a f(x;) en cada punto de la particion.
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Con ellas se tiene que

/a s znjmz-(fmxi
/ab fr= i:Mi(f)Axi

que suelen llamarse suma inferior y suma superior de f asociadas a P,y se denotan respecti-
vamente por s(f, P)y S(f, P).

Pues bien, en ambos casos (funciones monotonas y/o continuas) existe § > 0 de modo que si
|P| < ¢ se obtiene S(f, P) —s(f,P)<e

Estas sumas son interesantes, pero no tan faciles de calcular, debido a las definiciones de m;
y M;. Por este motivo muchas veces se suele usar la suma obtenida por la integracion de una
funcion escalonada intermediaria, la cual se define en cada intervalo (z;_1, x;) por:

fol@) = f(si) si @€ (21, 25)

donde los reales s; son arbitrarios del intervalo [z;_1,x;]. Claramente en este caso:

SUP)E [ £= Y f(s)Aa < (P

La sumatoria intermedia se conoce como suma de Riemann.
Como la integral de f también satisface la desigualdad

s.P) < [ £8P

se concluye que:

n

> fs)aei— [ s

i=1

Ve > 0,3 > 0, VP particion de [a,b], |P| < 6 = <e

Esta propiedad es una de las motivaciones de la notaciéon de Leibniz, entendiendo que la integral
es el limite de una sumatoria, es decir:

b n
[ s@rar= im 3 fsan

En este limite la variable que tiende a cero es la norma de la particion P (|P| — 0) y se calcula
sobre las sumas de Riemann. Esto explica el uso del signo integral (especie de S alargada, como
limite del signo sumatoria) y de la notacién de Leibniz, donde el término denotado por f(z)dx
representaria al sumando f(s;)Az; en el proceso de limite.
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8.1 Propiedades de la Integral

Con las dos clases de funciones encontradas en la seccién previa, tenemos muchas funciones a las
que se le puede definir su integral. Sin embargo, esta clase puede crecer aun més si se combinan
funciones y se aplican las propiedades que demostraremos en los siguientes 4 teoremas:

Teorema 8.3. (Linealidad) Si f,g son dos funciones Riemann integrables en el mismo intervalo
[a,b]. Entonces, para todo «, 5 € R la funcion af + Bg es una funcion Riemann integrable en [a, b]

y se tiene
b b b
[atrsn=alr+5 0
DEMOSTRACION.

(Caso de la suma de funciones integrables)
Si f, g son Riemann integrables en [a, b], entonces para cada ¢ > 0 existen funciones escalonadas

f-(@), f1(x), g-(x) y g1(x) tales que

f-(@) < flo) < flz),  g-(2) <g(z) <gilx),  Vaelab] (8.1)

y
b b b b
Af+—/af—§g, y /ag+—/ag_§%- (8.2)
Sumando en (8.1]) se obtiene que
f-(@)+g-(2) < f(z) +g(x) < fr(z) +g¢(x), Vo €la,D] (8.3)

y usando (8.2)) resulta que
b b
[terad= [1r+ol<e (5.4

de donde se deduce que f + g es Riemann integrable en [a, b].
Ademas de ({8.2)) se pueden escribir las siguientes desigualdades (ttiles en lo que sigue):

/abf—gs/abf_S/abfé/abﬁg/abﬂg (8.5)
/abg— S/abg-é/abgé/abg+§/abg+g (8.6)
/abf_+/abg_S/ab[f+g]§/abf++/abg+

que combinada con ({8.5)) y se transforma en

/abf+/abg—s§/ab[f+g]S/abf+/:g+s
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Esta dltima expresion dice que para todo € > 0 se cumple

/ab[f+g]—(/abf+/abg>'§a
/ab[f+g]:/abf+/abg

(Caso de la ponderacion de funciones integrables)

Sea f una funciéon Riemann integrable y sea o > 0. (Si @ = 0 claramente af es integrable y su
integral es 0).

Para todo ¢ > 0 existen funciones escalonadas f_(x) y fi(z) tales que:

f_(iE) < f(ﬂ?) < f—l—(x)’ Vo € [a’ b] (8'7>

/abf+—/abf_s§. (.8)

Multiplicando ({8.7)) por a > 0 se obtiene que

de donde se deduce la igualdad

af-(z) <af(z) <afy(r),  Veela,l] (8.9)

/ lafs] - / Taf] <e. (8.10)

de donde se deduce que af es Riemann integrable en [a, b].
Ademas de (8.8)) se puede escribir la siguiente desigualdad (utiles en lo que sigue):

/a”f—gs/abfs/ffs/jﬁs/fﬂg (8.11)
a/abf_S/abafSa/abf+

que combinada con (8.11)) se transforma en

a/abf—sé/abozféa/abfﬁ

Esta dltima expresion dice que para todo £ > 0 se cumple

for(ef )
for-af
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De se tiene que

de donde se deduce la igualdad



Para terminar con el caso a < 0, basta con probar que si f es Riemann integrable en [a, b], entonces
—f es Riemann integrable en [a, b]. En efecto, para cada e > 0 existen funciones escalonadas f_ y
f. tales que:

/abf+—/abf§€. (8.13)

Multiplicando (8.12)) por —1 se obtiene que

—file) < —f(2) < —f-(2),  Vaelal] (8.14)

[r1- [Frse (8.15)

de donde se deduce que — f es Riemann integrable en [a, b].
Ademas de (8.13)) se puede escribir la siguiente desigualdad (ttiles en lo que sigue):

/abf—aé/abf_S/abfﬁ/abﬁﬁ/abfﬂ (8.16)
—/abf+§/ab(—f)§—/abf_

que combinada con ([8.16) se transforma en

—/abf—eé/ab—fﬁ—/abere

Esta dltima expresion dice que para todo € > 0 se cumple

[en-(-f )
[~ :

Teorema 8.4. (Aditividad horizontal) Si f es una funcion definida y acotada en [a,b] entonces f
es Riemann integrable en |a,b] si y solamente si, para cada ¢ € (a,b) arbitrario se tiene que f es
Riemann integrable en ambos intervalos |a,c| y [c,b].

En tal caso se tiene que
b c b
[r=lofs
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De ({8.14)) se tiene que

de donde se deduce la igualdad

La demostracion se deja propuesta.



Teorema 8.5. (Monotonia) La integral de una funcion Riemann integrable positiva en el intervalo
la,b] es positiva; en consecuencia, si f,g son funciones Riemann integrables en [a,b] tales que
f(z) < g(x) para todo x € [a,b], se tiene que

/abfé/abg-

Teorema 8.6. (Desigualdad triangular) Si f es una funcion Rieman integrable en |a,b], entonces
|f| es Riemann integrable en [a,b] y se tiene que

/abf s/ab\f!-

En consecuencia, si |f(x)| < M para todo x € |a,b], se cumple

La demostracion se deja propuesta.

/abf‘gM(b—a).

DEMOSTRACION. Sea f una funcion Riemann integrable en [a, b]. Para cada e > 0 existen funciones
escalonadas f_(z) y fi(x) tales que:

f,(.%') < f(x) < f+($)7 Vo e [a’ b] (8'17)

/abf+—/abf_§s. (8.18)

Como es habitual, se descompone la funcion f en la diferencia de dos funciones positivas, del modo
siguiente:

0 si f(x) <0 —f(z) sif(x) <0

Asi se tiene que f = P — N y |f| = P+ N. La demostracion se concluye probando que P es
Riemann integrable en [a, b], ya que por dlgebra se deduce que N también lo es y en consecuencia

|f1-

Claramente de (8.17)) se deduce que en cada punto donde f(z) > 0 se tiene que

f-(z) < P(z) < fi(x).

En los puntos donde f(z) < 0, resulta que P(z) = 0, por lo tanto queda

P(@_{f(x) S )20 N(x)_{o si f(x) >0

0< P(z) <0.

De este modo construimos las funciones escalonadas siguientes:

_ ) fe() st fi(z) =20
Pile) = {0 si fi(x) <0
[f@) sif@ >0
P-le) = {O si fi(z) <0

84



que claramente satisfacen:

Luego, P es Riemann integrable en [a,b] y en consecuencia N y |f].

8.2 Integral de a a b con a > b

DEFINICION Sea f una funciéon integrable en un intervalo [p,q]. Si a,b € [p,¢| son tales que
a > b entonces se define la integral de a a b del modo siguiente:

b a
/f——/f sia>Db, o0
a b

b

/f:() sia=b.

con esta definicion, las propiedades de la integral se pueden enunciar asi:

Proposicion 8.7. Sean f y g integrales en [p,q] y a,b € [p, q] entonces:
])/a—ab—a Vo e R

w/ /f+/f Ve € [p, q]
3)/af_a/f Va e R
4)/ (f+9)= /f+/

5)0< f(x) < ()Vﬁen

DEMOSTRACION. La demostraciones son sencillas y se dejan propuestas como ejercicios.
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Guia de Ejercicios

1. Siguiendo el ejemplo de tutoria, se propone calcular las areas encerradas bajo las funciones
f(x) =1, f(z) =2y f(x) = x3. Por cierto en los dos primeros casos los resultados son bien
conocidos, no asi en el tercero. Notese que al resolver estos ejercicios se observa lo siguiente:

’ funcion ‘ Area entre 0 y b ‘ donde ‘

flx)=2" b-h h=1
flx)=xa! 212 h=b
f(z) =22 % h = v?
flx)=2° LA h = b

Formule una generalizacion a estos resultados a potencias superiores.

2. Calcule el area encerrada bajo la funcion sen(z) entre 0 y /2.

b b
3. Calcule las integrales / (cx+d)dx y / e® dr usando una familia de particiones equiespa-

ciadas.

r sizeQ

0 sizédQ.

(a) Demuestre que si e es una funcion escalonada tal que e(z) < f(x), para todo = € [0, 1],
1

entonces/ e(z)dz <0.
0

4. Considere la funcion f: [0,1] — R dada por f(z) = {

(b) Demuestre que si F es una funcion escalonada tal que E(x) > f(z), para todo z € [0, 1],

1
1
entonces / E(z)dz > 7 Concluya que f no es Riemann integrable.
0

5. Dados dos funciones f y g integrables en [p,q] y a,b € [p, ¢], demuestre que:

1)/a—ab—a) Va € R 1) /ab(erg):/aber/bg

2)/ /f+/f veelpg B 0SI@ <), Vg

9]
3)/aaf:a/a f, VaeR

6. Usando sumas de Riemann, calcule los siguientes limites

N~ N
(2) ,}E{}oz_:m' (c) Jﬂiznz \/m

(b) nhoon\/—ZV (d) nh—glonz n—i—z)
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Guia de Problemas

P1. Considere la sucesion a,, = / q“dxr, con 0 < g < 1.
0

(a) Explique por qué (a,) esta bien definida, es decir, por qué ¢* es Riemann integrable en
[0,n], y muestre que es estrictamente creciente.

(b) Considere la particion P = {0, 1,...,n}. Si e y E son las funciones escalonadas asociadas
a P y definidas por

ei(r) = ¢! Ei(z) = ¢, Vo € (1 —1,14),

Calcule/ e(x)dxy/ E(z)dx.
0 0

(c) Utilice las integrales anteriores para obtener las siguientes cotas para (ay).

1—4q" " 1
vneN, ¢ q </ ¢"dr < ——.
l1—gq 0 1—g¢

(d) Concluya que (a,) converge y que a = lim a,, satisface

P2. Sea f: [a,b] — R una funcion integrable y acotada inferiormente por una constante ¢ > 0.
Para demostrar que % es integrable, se pide lo siguiente:

(a) SiS(+,-) vy s(,-) denotan las sumas superiores e inferiores, pruebe que para toda parti-
cion P del intervalo [a, b] se cumple

$(3:7) =5 (3.7) < 51802 - s(. ).

b) Use el resultado anterior para demostrar que la funcién 1 es integrable en [a, b].
g

f

P3. Sea f: [1,00]— R una funcién no negativa y creciente

(a) Usando la particion P = {1,2,3,...,n} pruebe que

n—1

> i) < /Inf(x) dz < Zf(i), Vn > 2.

1=1
(b) Considere f(x) = In(z) y utilice la parte anterior para demostrar que

(n—1D!<n" " <nl VYn>1

Indicacion: / In(z)dx =nlnn — (n+1).
1

L iz =2 como fraccion irreducibl
P4. Considere la funcion f: [0,1] — R dada por f(z) =< ¢ S? v a COITIO racelon HredueIbie
0 six es irracional.
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(b)

(c)

P5. (a)

(b)

Calcule s(f, P) y S(f, P).
Calcule Ple%f(;,l S(f,P)y sup s(f,P).

PePo,1

1
Concluya que f es integrable y que / f=0.
0

1/ 1 1 L 1 1
5(@4‘5)3/{) e dI§§(1+—e(1/4))

Indicacion: Considere la particion P = {0, £, 1}.

Demuestre que:

b
1
Demuestre que / —dz =1In(b) — In(a), donde 0 < a < b.
0 T

Indicacion: Considere la particién x; = aq’, i = 0,1,...,n.
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SEMANA 9

Teorema Fundamental del Calculo =] fom

9.1 Teorema Fundamental del Calculo

Proposicion 9.1. Sea f una funcion integrable en [a,b] C R, Entonces la funcion G definida por:

G<x>=/jf

DEMOSTRACION. Sea zg € [a, b]. Probemos que G es continua en x. Para esto, probemos que

es continua en |a, b|.

lim G(xo + h) = G(z9),

h—0

es decir, equivalentemente probemos que
h—0

Para probar esto dltimo veamos primero que

Gl + ) — Glan)] = /f—/f'

zo+h
:/ f
zo
zo+h
s/ |f|‘
zo

zo+h

<| [ )

Zo

= M(|f]Dnl,

donde M (|f|) = sup{|f(z)|: = € [a,b]}. Con esto, si h — 0, entonces |G(xg+ h) — G(x)| — 0. O

Teorema 9.2 (Primer Teorema Fundamental del Calculo). Si f es una funcion continua
en un intervalo I CR ya € I, entonces la funcion G definida por:

G(w)z/jf

es derivable en int(I) y ademds G' = f en int([).

DEMOSTRACION. Sea x( € int(/). Para probar que G es derivable en xy debemos probar que el
limite

G/(l'()) = lim

h—0

G(l’g -+ h) — G(Io)
h
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existe y que vale f(zg). Veamos si esto es cierto. Primeramente, notemos que

G<x0 N h) B G(qu) _ /avxo+h f B /amg f _ /x:o+h f

Consideremos primeramente el caso h > 0. Como f es continua en [xq, zo + h], se tiene que existen
'y a” € [xg, kg + h| tales que:

f@) < flz) < f(@"), Va € [z, 20 + A
por lo tanto, integrando en [zg, 2o + h),

f(@)h < G(xg + h) — G(zo) < f(2")h,
es decir,
flary < St G oy,

Claramente, si h — 0%entonces @’ — xoy ¥’ — z9y como f es continua, f(z') — f(xo) y f(z") —
(o) Tuego

lfm G(Io + h) — G(l’g)

h—0t h

= f(o)- (9.1)

En el caso en que h < 0, como [ es continua en [zg + h, xg], se sabe que 3z’ y 2" € [xg + h, x0]
tales que
f(@') < f(z) < f(2"), Va € [zo+ h,z)

por lo tanto, integrando en [xg + h, 2o,

f@')(=h) < = [G(xo + h) = G(xo)] < f(z")(=h),
es decir o 0
oty <« St G oy,

Claramente, si h — 0" entonces ' — 2oy 2’ — xo y como [ es continua, f(z') — f(zo) v f(z") —
(o) Tuego

hlir(r)li . = f(xo). (9.2)
Juntando (9.1)) y (9.2)) se obtiene el resultado pedido. O

Observacion: Notemos que la expresion G'(x) = f(x), Vo € int(/) més la continuidad de

G en I (Probada en la Proposicion [9.1)) nos indican que G(z) = f es una primitiva de la

Qa
funcion f en I. Es decir, el primer teorema fundamental del calculo nos garantiza que toda
funcién continua en un intervalo posee primitivas. Este resultado lo conociamos en el caso de
funciones sencillas como 22 o sen x ya que

3
y T
=—+C,
/w 37
/senx:—cosx+C’,
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es decir éramos capaces de encontrar una primitiva por simple inspeccién. Sin embargo en el
caso por ejemplo de e o =%, donde no éramos capaces de calcular la primitiva, nos haciamos
la pregunta de si tal primitiva existia o no. Este teorema nos dice que si, es decir la primitiva de
funciones continuas siempre existe independientemente de si somos o no capaces de calcularla
por inspeccion.

En el caso en que la primitiva de una funcién continua se conozca a priori, este teorema permite
también calcular las integrales. Este resultado aparece como el siguiente corolario.

Corolario 9.1 (del Primer Teorema del Calculo). Si la funcion F, continua en I, es una
primitiva de f en I, entonces:

Va,be I, /bf: F(b) — F(a).

xT

DEMOSTRACION. Dados a,b € I. Sea G(z) = / f. En virtud del Primer Teorema Fundamental
del Calculo se sabe que G’ = f sobre I, luego existe C' € R tal que G(z) = F(x) 4+ C. Pero como

G(a) = 0 entonces esta constante vale C' = —F(a) y luego G(z) = F(z) — F(a) por lo tanto
0= [ 1= F@. 0
Ejemplo 9.1.

/ senzdr = (—cosm) — (—cos0) =2
0

Ejemplo 9.2.

! 13 12 0% 02 11
2 Nde=—+—+1) - =+ = =
/O(x—i-x—i-):c (3+2+) (3+2+0) 5

Notacién: En los ejemplos aparece la expresion F'(b) — F'(a). Para no escribir dos veces la funcion
F' (sobre todo cuando su expresion es larga) se acostumbra a anotar




Teorema 9.3 (Segundo Teorema Fundamental del Calculo). Sea f integrable en [a,b]. Si
existe una funcion F continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que F' = f en (a,b), entonces:

b
| 1=F0) - F

Observacion: El Segundo Teorema fundamental del calculo es idéntico en contenido al coro-
lario del Primer T.F.C., solo la hipotesis es mas amplia, ya que solo pide que f sea integrable
y no necesariamente continua.

DEMOSTRACION. Sean f_ y f. funciones escalonadas arbitrarias en [a, b], tales que

Vo€ (b, f-(1) < F(@) < [ (2). (9.3
Sea P = {xo,...,x,} una particion comin a f_ y f;, de modo que
f-(@)=fi [i(x)=F;, Vo€ (vi,2),Vie{l,... n} (9.4)
donde para cada i € {1,...,n}, f; y F; son constantes.

En cada intervalo [z;_1, z;] la funcion F(x) satisface las hipotesis del teorema del valor medio, por
lo que 3¢; € (z;_1, ;) tal que

Fa;) = Faim) = F'(&) (x5 — 2im1).
Como: F'(z) = f(z) Vx € (a,b), entonces F'(§;) = f(&), ademas combinando y se tiene

que,

fi<fl&) < F

Luego, multiplicando por Ax; se tiene
filzi —xim1) < f(&) (20 — 2im1) < Fi(wy — @i-1),

0 sea
filw; —ximq) < F(a;) — F(ai—) < Fi(w — 2i-1).

Sumando desde ¢ = 1 hasta 7 = n, se obtiene:

[ r<ro-ras< [ 1.

Esta ultima desigualdad es véalida para cualquier par de funciones escalonadas en [a, b] que satis-
fagan (9.3), luego, tomando supremo e infimo, respectivamente, se tiene que:

L(f) < F(b) = F(a) < I.(f),

donde I_(f) e I.(f) denotan respectivamente a la integral inferior e integral superior de f en [a, b],
definidas en ([7.4). Finalmente, como f es integrable en [a, ], las integrales anteriores son iguales,
por lo tanto resulta que:

b
| 1=F0) - Fa) _
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Férmula de Integracion por Partes

Recordamos que si f y g son dos funciones continuas en [a, b] y derivables en (a,b) se tiene que:

(fg) = fag+ fd.

Si ademaés alguna de las funciones f’g o f¢’' fuera integrable, la otra también lo seria y se tendria

que
/ (o) = / N / 't
b b
fg}ZZ/a f’g+/a fq'

Con esto se ha demostrado el teorema siguiente

es decir,

Teorema 9.4. Sean f y g dos funciones continuas en un intervalo I y derivables en int (I). Sean
a,beint (I). Si f" y ¢ son continuas entonces

/abfg’Z fglz—/abf’g

Integraciéon por Sustitucién o Cambio de Variable

Teorema 9.5. Sea g una funcion continua en un intervalo I y derivable en int(I), con ¢’ continua.
Sean a,b € int (I), con a <b. Sea f una funcion continua en g([a,b]), entonces:

b g(b)
/ (fog)g = f

g(a)

DEMOSTRACION. Sea F' una primitiva de f (la que existe por ser f continua), por el Segundo
Teorema Fundamental del Calculo, se tiene que:

9(b)
[ £ = Fla) — Flgte) = oyl (0.5

Ademas: q
o Fe9)= (F'og)-g'=(fog)-g.

Luego F o g es una primitiva de (f o g) - ¢/, o sea

b
/(fog)g’= Fogl.

Comparando esta formula con (9.5)) resulta que:

/ (fog)d = / (()b) ; ]
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Material Extra

9.2 Teoremas del Valor Medio y Taylor para integrales.

Teoremas del Valor Medio

DEFINICION (VALOR MEDIO DE UNA FUNCION) Sea f una funciéon integrable en el inter-
valo [a,b]. Se llama valor medio de f en [a,b] al nimero real:

bia/abf'

A este real se le anota f o bien (f).

Teorema 9.6 (Valor Medio para integrales). Si f es continua en |a, b, entonces 3§ € (a, b)
tal que f(&) = (f), es decir:

b
/fzf@@-@-

DEMOSTRACION. Sea G(x) = / f(t)dt, entonces G es continua en [a, b] y derivables en (a,b),

luego por teorema del valor medcio para derivadas se sabe que 3¢ € (a,b) tal que
G(b) — G(a) = G'(§)(b - a),
es decir,

b
| 1=t@e-a .

Teorema 9.7 (Valor Medio generalizado para integrales). Si f es continua en [a,b] y g
es una funcion integrable en [a,b] que no cambia de signo, entonces 3¢ € [a,b] tal que

/abfng(f)/abg-

m = inf{f(z):x € [a,b]}, y
M = sup{f(x) : x € [a, ]}

DEMOSTRACION. Sean

Claramente
m < f(x) < M, Vx € [a,b],

entonces multiplicando por |g|(x) se tiene que

mlg|(x) < f(z)lgl(x) < Mlg|(x), V€ [a,b],

94



e integrando

b b b
m/MS/fMSM/mL

b b b
Si / lg|=0 = / flg| =0= / lgl, V& € [a,b] y por lo tanto el teorema es cierto.

/ gl >0 = m f /19 < M y como f es continua en [a,b] y m = min(f) y

T [l T

M = max(f), entonces por teorema del valor intermedio, 3¢ € [a, b] tal que:

12 flg]

o= S 1dl
y por lo tanto \ ,
[ sl = 1 [ lal. e € € fa.1 (9.6)
Como g(z) no cambia de signo en [a, b] entonces g = Alg| (A =1 o —1 dependiendo del signo de
g). Luego multiplicando por A se obtiene el resultado. O

Teorema de Taylor con Resto Integral

Sea I un intervalo abierto que contenga al intervalo cerrado de extremos xy y x. Consideremos
una funcién f de clase C™*+Y (1), entonces claramente

(f%ﬁﬁﬁzﬂ@—fu@

es decir, )
f(z) = f(zo) +/m f(t) dt. (9.7)
Ademas, si integramos por partes la dltima expresiézl usando:
u= f'(t) du = f"(t)dt
dv =dt v=t—uw
se obtiene

[ rwa=sou-of,+ [ @-oroa

Zo zo

= f'(xo)(x — xo) + /x(m —t)f"(t)dt.

o

Reemplazando esta integral en el valor de f(x) seria

ﬂwzf@@+fm@@—x@+/7x—wwmdt 9.8)

o

Notese que aqui se justifica plenamente el uso de la notacién de Leibniz para integrales, ya que
asi se distingue la variable de integracion ¢ de la constante x.
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Si integramos por partes nuevamente, del modo siguiente

u=f"(t) = f"(t)dt
(x — 1)
2

dv = (x —t)dt v=

se obtiene

[ orma - L=

zo

zo
/ f/// t

ﬂ@@@—wo /lﬂ, "

(Notese que en la primera linea se ha escrito —F'(¢ )|i° en lugar de F'(t )} . Este es un truco clésico
a usar cuando la primitiva tiene un signo menos en su definicion. Asi se evitan los repetidos signos
y las posibles fuentes de errores en los calculos). Reemplazando esta integral en la formula
se obtiene

f"(xo)(x — x
f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — o) + (zo)( o 0) 2' f”’ dt.
Si continuamos integrando por partes se obtendra la férmula siguiente

ﬂmzﬂm+$A?WWm%wwt

La demostracion se realiza por inducciéon, desarrollando por partes la ultima integral. El término:

Ram=7%/5wwwwm—w”w

se denomina resto integral del desarrollo de Taylor.

Observacion: Si en la expresion integral del resto se aplica el teorema del valor medio
generalizando para integrales se tiene que:

(n+1) x
R,(x) = f—(ﬁ)/ (x —t)"dt

n!
) [ ]
N n! { n+1 L

FODE) (@ — )+
(n+1)!

9

que corresponde a la expresion de Lagrange para el resto del desarrollo de Taylor.
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Guia de Ejercicios

atp p
. Sea f: R — R tal que f es periddica de periodo p. Pruebe que / f(x)dx = / f(x)dx
a 0
para todo a € R.

a
. Hacer una aseveracion general relativa a / f(z)dz para f una funcién impar y otra para
—a

f funcioén par.

b
. Demuestre que si f es una funcion continua en [a, b] y / f(z) = 0, entonces existe un ¢ en
a

la, ] tal que f(c) = 0.

b b b b
. Halle/ (/ f(x)g(y) dy) dz en términos de/ fy/ g.

. Halle F'(z) si F(z) = /xxf(t) dt.

. Demuestre que si f es continua entonces / fw)(z —u)du = / (/ f(t) dt) du.
0 0 0

. Suponga que f es integrable en [a,b]. Demuestre que existe un nimero x en [a,b] tal que

x

/ f= f. Demuestre, con un ejemplo, que no siempre es posible elegir = que esté en
a xX

(a,b).

. Calcule las derivadas de las siguientes funciones.
2

x x2 2 cos(z)
f(z) = /1 sen(tt)dt  f(z) = /f . i 5 dt  f(z) = /3 (z —t)sen(t?) dt

. Sea f una funcion tal que f(z) = /x(x — )2 f(t) dt. Muestre que f”(x) = 2f(z).
0

97



P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

Guia de Problemas

Sea f:[0,00) — [0,00) una funcién biyectiva y derivable en (0,00). Muestre que g(x) =

/ f(t dt—i—/ v f7(t) dt, satisface que ¢'(z) = f(z)+ f'(x)z. Concluya que g(z) = zf(z).

“ arctan
Considere la funcion g(z) definida por g(z) = / f() donde arcmn(t se define en cero
0

por continuidad.

1 1
(a) Demuestre que: / g(x)dz =g(1) — / arctan(t) dt
0 0

N ln(2)‘

1
(b) Utilizando lo anterior, muestre que : / g(x)dx =g(1) — % 5
0

Sea g: R — R una funcién biyectiva, derivable y tal que g(0) = 0. Sea f: R — (—1,1) una
funcion derivable. Suponga que f y g satisfacen:

/ g () dz + f(z).

(a) Pruebe que f(x) = tanh(g(z)).

3

(b) Calcule la integral / (tanh(t))* dt.
0
Indicacion: Observe que f(g~'(z)) = tanh(z).

Sea f(x) := / x In(tx) dt, definida en (0, +00).
1
(a) Encuentre / In(t) y calcule f(2).
(b) Demuestre que f'(x) = (4 — 1) In(z) para todo = € (0, +00).

Asumiendo que la funciéon g(t) = arcsen(arctan(t)) es continua en [0,tan(1)], encuentre la

tan(z)
derivada de la funcion f(z) = / arcsen(arctan(t)) dt para z € [0, 1].
0

Sea f: [a,b] — R acotada e integrable, verificando que f((a + b) — z) = f(x) para todo
z € [a,b].

(a) Pruebe que /abxf(x): a;—b/abf(x)

(b) Sea ahora g: [-1,1] — R continua. Pruebe que / zg(sen(z)) = / g(sen(x)).
0 0

™ 1 1
(c) Deduzca que/ _wsen(r) = z/
; 2/, 1

1 + cos?(z) + 22

ro |

y calcule el valor de la integral.
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SEMANA 10

Aplicacién de la Integral de Riemann e fom

10.1 Calculo de Areas

Sea f una funcién no negativa sobre [a,b] C R, queremos definir el area de las regiones del tipo:
R={(z,y) |z €la,b],y €0, f(z)]}.
Recordamos que las condiciones basica de la definicién de area son:
(i) ECF = area(F) < area(F)
(i) Si area(E N F) = 0 entonces area(E U F) = area(FE) + area(F)
(iii) Si £ es una region rectangular de lados a y b entonces area(E) = ab.

Si designamos el area de la region R por Af(f), entonces las propiedades anteriores se traducen en
que

(i) 0 < f(z) < g(2) Vo € [a,0] = Aq(f) < Al(9)
(11) Ag(f) = Ag(f) + Ag(f)v Ve e [(l, b]
(iii) A%(c) = c(b— a)

Probaremos a continuacién que si f es una funciéon Riemann integrable, entonces la tnica definicion
posible de area de la regiéon R es la dada por la Integral de Riemann. En efecto, sean f_ y fi
funciones escalonadas arbitrarias en |[a, b], tales que

Vo € [a,0], 0< f(2) < f(z) < fi(x), (10.1)
con una particion comin P = {zg, ..., z,}, de modo que
f-(zx)=fi filx)=F, Vre(rii,x),YVie{l,...,n}, (10.2)

donde para cada i € {1,...,n}, f; y F; son constantes.
Por la propiedad (i) se tiene que

Aq(f2) < AL(f) < Aq(f). (10.3)

Ademas por (ii) y (iii), se tiene que

n

n b
Ay =S am (f) =Y e = / I
=1 a

i=1

n n b
Af) =S A (f) =Y R = / ..
=1 =1 a
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Luego, reemplazando en ((10.3)) se tiene que

[ﬁs%msfﬁ-

Como esta desigualdad es cierta para cualquier par de funciones escalonadas que acotan f, tomando
supremo e infimo, respectivamente, se tiene que:

I_(f) < ANf) < I(f),

donde I_(f) e I (f) denotan respectivamente a la integral inferior e integral superior de f en [a, b],
definidas en ([7.4]). Por lo tanto si la funcién f es integrable entre a y b, para que el concepto de
area satisfaga las propiedades (i), (ii), (iii), la tinica definicion posible es:

irea(R) = AY() = [ f

Area de regiones definida por funciones no positivas

Si f es una funcion definida en [a, b] con valores negativos, entonces el area de la region R encerrada
sobre su grafico, y debajo del eje de las x se puede calcular facilmente como el area bajo la curva
y = —f(z). Luego se tendra que el area es

drea(R) = /ab(—f) = /ab |fl.

En general si f es una funciéon que cambia de signo en [a,b] un namero finito de veces y R es
la region comprendida entre el grafico de f (por sobre o bajo, segun corresponda) y el eje OX,
entonces el area de la region R se podra calcular como

= [ 1

Ejemplo 10.1.
Calculo de area encerrada por la curva y = senz entre 0 y 27.
Usando las férmulas anteriores se tiene que

2m
A%’T(senx):/ | sen x| dx
a

s 2m
—/ senxdx—/ sen x dx
0 s

= (—cosz)|] + (cosz)?™ = (1+1) + (1+1)
4.

) ) 2 ) ) )
Notese que de usar solamente la formula fo "sen z dz en el calculo del area se obtendria el resultado
cero. Lo cual significa que la parte positiva y la negativa de la funcién encierran las mismas areas
(y por eso la anulacion) pero no que el area buscada valga cero.
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Ejemplo 10.2.
Calcule el area encerrada entre las curvas y*> = z e y = 3(xz — 3).
Estas dos curvas se cortan en la soluciéon del sistema

2y = x—3
r = y?

Este sistema se resuelve facilmente reemplazando la segunda ecuacién en la primera, obteniéndose
asi la cuadratica
v —2y—3=0

cuyas raices son y = —1 e y = 3. Por lo tanto los puntos de interseccion de la pardbola y la recta
son P(1,—1) y Q(9,3).

El 4rea encerrada por estas dos curvas es

donde

Es decir el area es

a= [wi-cvmas [ {vE-te-a)a
:2/01\/§dx+/19(\/5—§+§>dx

4 27-2 81 27 2 1 3
_§+<T_Z+?>_(§_Z+§)
41 o

= 2 + 25(72 ;381 +15 ) — E(S—3+ 18)128
:ngZ—E:§(16+135—23):E
32

-2
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Otra Forma:

No siempre es necesario integrar a lo largo del eje OX. En algunos casos, como este, puede ser
conveniente integrar a lo largo del eje OY, de la siguiente forma

A= [ aty) - ma(w) dy

donde x5(y) =2y + 3y z1(y) = y?
De este modo,

3
A:/ (2y +3 —y*) dy

-1

v
= (¥’ +3y — %)

3 —1

1

:(9+9—9)—(1—3+§)
—=9+2 L]
N 3 3
32
3

Ejercicio 10.1:

1. Pruebe que el area de una elipse de semiejes a y b es mwab.

2. Calcule el area de un sector circular de radio R y angulo interno o (R. A = R;a).

3. Concluya que para una circunferencia, A = mR2.

10.2 Volimenes de Sélidos

Consideremos un sé6lido en el espacio. Nos interesa calcular el volumen V' de dicho soélido.

Para esto se traza un eje en el espacio, en una direcciéon conveniente, de modo que para cada
posicion x en dicho eje, se conozca el valor del area de la seccion perpendicular del sélido a dicho
eje. Denotemos por OX a este eje y por A(z) al area de la secciéon perpendicular al eje 0X del
solido. Supongamos que el solido se encuentra comprendido entre los planos x = a y x = b.
Aceptemos que el concepto de volumen satisface las condiciones siguientes (analogas a las del area).

(i) ACB = V(A) <V(B)
(i) V(AnB)=0 = V(AUB)=V(A)+V(B)
(iii) Si A es un cilindro recto de base B y altura h, entonces V(A) = B - h
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En la ultima propiedad entendemos por cilindro a todo conjunto en el espacio cuya base es un
conjunto plano (no necesariamente un circulo). Incluso es posible agregar conjuntos donde la seccion
transversal a una direcciéon dada es constante.

Usando esta propiedad deducimos que si A(x) = Cte, el volumen que buscamos es el de un cilindro,
que vale V(A) = Cte- (b—a). Ademés, si A fuese una funcion escalonada, el solido seria una unién
de cilindros y su volumen serfa V(A) = f; A.

Probaremos que si la funcion A(x) es integrable en [a,b], entonces el volumen del solido es

fab A(r)dx.
Sean A_ y A, funciones escalonadas arbitrarias en [a, b], tales que
Vo € [a,b], A_(z) < A(z) < Ay (2). (10.4)
Sea P = {xo,...,x,} una particion comin a A_ y A,, de modo que
A (x)=a; Ai(x)=A;, Vre (xig,x;),Vie{l,...,n}, (10.5)
donde para cada i € {1,...,n}, a; y A; son constantes.

Las funciones A_ y A, generan solidos que son uniones de cilindros, que van por dentro y por
fuera del so6lido en estudio. Por lo tanto,

/abA_ <V(0) < /abA+.

Luego, tomando supremo e infimo, respectivamente, se deduce que:
I_(A) < V(C) < L.(A),

donde I_(A) e I, (A) denotan respectivamente a la integral inferior e integral superior de A en
[a, b], definidas en (7.4]). Por lo tanto si A(z) es una funcion integrable, resulta que:

Ejemplo 10.3.
Calcule el volumen de un elipsoide de ecuacion

Aqui conviene usar como eje apropiado al propio eje OX. De este modo, dado un punto xg, la
interseccion del elipsoide con el plano x = z, son los pares ordenados (y, z) € R? que satisfacen

2 2 2
oy oz
g+b—2+c—2§1-

Esta ecuacion posee solucion no vacia solo si |zg| < a, es decir, el sélido se encuentra comprendido

entre los planos * = —a y = = a. En el caso en que xy € (—a,a) se puede escribir
2 2 2
) z Lo .
b—2+§§1— (;) , es decir,
2 2




Esto indica que la region transversal es una elipse de semiejes by/1 — (22)2 y ¢y/1 — (£2)2 por lo

tanto su area transversal vale )

A(zo) = mhe(1 — 20y,

a2
Claramente para xy = +a la seccion transversal es s6lo un punto, cuya area es nula. Luego la
formula anterior es valida para todo |z¢| < a. Con esto el calculo del volumen del elipsoide se
obtiene integrando del modo siguiente

vz/a A(z) de

—a

b a
= L; (a® — 2*)dx
a —a
e x3 ]
=27 (o)
0
2mbe | a’
PP (a _3)
4
= §7TCLbC.

Claramente en el caso particular de una esfera (a = b = ¢ = R) se obtiene la formula V' = %WR:S.

10.3 Calcule de un sélido de revolucion

Un solido de revolucion es la figura geométrica que se obtiene por la rotaciéon de un area plana en
torno a un eje fijo. Dos casos particulares se destacan y corresponden a los siguientes:

1. Rotacion de la region: R = {(z,y) € R} a <2 <b; 0 <y < f(z)} en torno al eje 0X. Este
caso corresponde a un caso particular de los solidos donde se conoce el area transversal a una
direccion dada. En efecto las secciones transversales al eje de rotacion son circulos de radio
f(z). Por esta razon, su volumen se calcula como

V= /abA@:) do = W/ab(f(a:))2 da.

2. Rotacion de la misma region en torno al eje OY (bajo el supuesto que 0 < a < b). En este
caso no es dificil probar que el volumen de dicho sélido se puede calcular mediante la integral

V:27r/bxf(:c)d:c

Ejemplo 10.4.

Calcule el volumen del solido generado por la rotacion en torno al eje OY de la regiéon limitada
por las curvas y = (z — 2)?, y =0y z = 5.

Mostraremos dos soluciones para este problema.
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Soluciéon (Método de la cascara).
Como se trata de una regiéon obtenida por rotacion en torno a eje OY, podemos usar la formula

b
V= 27r/ xf(z)dx
con a = 2, b = 5. De este modo tenemos que:
5
V= 27r/ (z — 2)%xdr
2

Para el célculo una posibilidad es desarrollar el cuadrado e integrar. Otra, la usada aqui, es
hacer un cambio de variable de modo que el cuadrado quede sobre un monomio y no un binomio

(esta técnica se adapta bien cuando el exponente sobre el binomio es grande). Es decir pongamos
u = x — 2 con lo cual du = dz y la integral queda

3
V:27T/ u*(u+2)du
0

3
= 27r/ (u® + 2u®) du
0

ut 203 P
=1 (— 4+ —
" (r 50|
3 2 227
—or.o7(2 Ly 220
T 7(4—1—3) 15 (9+8)7
27 9-.17 153
=— - 177 = ™= —T. .
6 2 2

Solucion (Método del disco).
Intercambiando los roles de = e y, este solido se puede interpretar como una rotacién en torno
al eje de integracion de una regién comprendida entre dos funciones. De este modo la férmula

V= /:A(x) dr — W/ab(f(x))2dx

puede ser reescrita en forma apropiada al problema como

V= /09A<y) dy = w/og(52 — A (y) dy

donde f(y) = 2+ ,/y. Usando este método el volumen queda

Vzw/o (25— (4+4y+vy))dy

3/2 2
Y Y
=71 (2ly— 42— — L
8 9
=921 —=-3—=
m9(21 - 3 5)
9 ™ 153
5 (26-9)=17-95 = —"n
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Notemos primeramente que ambos resultados coinciden (como tiene que ser).
Los nombres usados de la céscara y el disco provienen de la interpretacion geométrica de las dos
integrales calculadas. Recordando que

[ @ =Y f@a

cada vez que se integre una funcion f se puede buscar la interpretacion de f(z;)Ax; y asi tal vez
recordar mejor las numerosas féormulas de integracion que hemos ido obteniendo. En el primer
caso

5
V= 27r/ (r —2)%xdx
2
la expresion 27z f(z) Az se puede interpretar como el volumen de una pequena cascara de base

un anillo de radio = y espesor Ax, es decir area basal 2rxAxz y altura f(x).
En el segundo caso donde la integral era

v:wl<¥—ﬁw»@

la expresion (5% — f2(y))Ay se puede interpretar como el volumen de un disco perforado de
espesor Ay cuya base esta comprendida entre los circulos de radio f(y) y 5. Por esta razon el
area basal es m5% — 7 f2(y) es decir el area del circulo externo menos el area del circulo interno.
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Guia de Ejercicios

. (a) Pruebe que el area de una elipse de semiejes a y b es mab.

(b) Calcule el area de un sector circular de radio R y angulo interno o.
2
Respuesta: A = %.

(c) Concluya que para una circunferencia, A = 7 R2.
. Calcule el volumen de un toro de revolucion, es decir el sélido obtenido por la rotacion del
circulo de radio r centrado en (R,0) (donde R > r) en torno al eje OY.

. Halle el area de la region encerrada entre las parabolas y = I—; ey=4-— %mz.

. Determine el area del manto del solido engendrado al rotar, en torno al eje OY, el trozo de
2 .
la curva y = %-, comprendido entre 0 y 1.

. Halle el volumen del cuerpo formado por la rotaciéon en torno de la recta y = —1, de la regiéon
acotada por y =4 — 2% e y = 3.
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Guia de Problemas

Considere la curva cuyos puntos (z,y) satisfacen (1 + 2?)y* = 22(1 — 2?).

(a) Calcule el area de la region encerrada por esta curva.

(b) Calcule el volumen de revolucion generado por la rotacion de esta curva en torno al eje

0X.
Sea f(z) = zv1 — 2. Si
R={(z,y) eR*|0<2<1, 0<y< f(z)}.

(a) Encuentre el area de la region R.

(b) Encuentre el volumen del solido de revolucion que se obtiene al rotar la region R en
torno al eje OX.

Dada la elipse de ecuacion
2

T 2
il -1
2—|—y )

encuentre el area del manto generado al rotar esta elipse en torno al eje OX entre z = —1y
r =1

Sean f,g: [~1,1] — R las funciones dadas por f(z) =1 — 22y g(z) = v/3 — V1 — 22.

(a) Calcule el area encerrada entre ambas curvas y las rectas t = -1y x = 1.

(b) Determine el volumen del sélido generado por la rotacion de la region encerrada por el
eje OX y la curva h(z) = min{f(x), g(x)}, en torno a OX.

(a) La parabola f(z) = —6z*+5z+1 corta el eje Y en Py(0, 1). Considere sobre la parabola
el punto P(a, f(a)), a > 0. Demuestre que el area comprendida entre la parabola y el
segmento PP es igual a A = a3.

(b) Dadas las curvas y = mx y y = 2, considere la region limitada por ambas curvas y

encuentre el valor de m > 0, para que los volumenes de los solidos obtenidos al rotar la
region definida en torno al eje OX y al eje OY, sean iguales.
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SEMANA 11

Ingenlerla Matematlca
A r7 c m ‘;

Aplicaciones de la Integral (2)

11.1 Longitud de un Arco de Curva (Rectificacion)

Sea y = f(x) la ecuacién de una curva en el plano OXY, donde x € [a,b]. Nos interesa obtener
una expresion para el largo de esta curva.

Para calcular este largo, consideremos una particion Q = {xz¢...,z,} del intervalo [a,b]. En ca-
da intervalo [z;_1,x;] se aproxima la curva por el segmento recto que une los puntos P,_; =
(@i—1, f(@i1)) y Py = (@i, [(23)).

A falta de una definicién del concepto de longitud de una curva cualquiera, diremos que el largo
buscado es el limite del largo del poligono asi construido cuando la norma de la particion tiende a
cero. Es decir

1 P_.P,.
lQﬂfﬁoZ 1

Llamemos AL; al largo del trazo P,_1F;. Es claro que:

AL; = \/(% —xi1)? 4 (f(z5) = f(2i-1)?
Si suponemos que f es derivable, entonces:
flxi) = f(zioa) = f’(fi)(l’z’ — 1)

Por lo tanto:
AL; = \/1+ f2(&) (@ — zi21)

con lo cual el largo buscado seria

L2(f) Iglm Z L+ f2(&) - Az,

Este ultimo limite es bien conocido si la funcién /1 4+ f7 2(x) es continua y vale

:/ab\/1+f’2(x)da:

En consecuencia, diremos que esta tltima férmula define el concepto de longitud de curva cuando
f es una funcion continuamente derivable en un intervalo [a, b]. Incluso usaremos esta férmula en
el caso de funciones continuamente derivables por pedazos.
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11.2 Superficie del Manto de un Sé6lido de Revolucién

Sea y = f(z) la ecuacion de una curva en el plano OXY', donde f es continuamente derivable en
[a,b]. Nos interesa obtener una expresion para calcular el area del manto del solido generado por
la rotacion de la region bajo la curva y = f(x), en torno al eje 0.X.

Sea @ = {xo,...,%,} una particion del intervalo [a, b]. En cada intervalo [z;_1, z;], la rotacion del
trazo recto que une los puntos P, = (z;_1, f(z;-1)) v P = (x;, f(x;)) genera el manto de un
tronco de cono cuya area es

donde Z; es algin punto de [z;_1,x;]. Al igual que en el caso de la longitud de curva, diremos que
el drea del manto buscada es igual al limite cuando la norma de la particiéon tiende a cero de la
suma de estas areas conicas. Es decir,

=1
= éz“ﬁo; om (7)1 + (&) A,

El limite de la ultima suma no es el clésico limite de una suma de Riemann del tipo

Z f(ni)Az;

ya que en nuestro caso hay dos funciones evaluadas en puntos distintos. Por este motivo conviene
separar la suma en dos, usando el viejo “ni quita ni pone” del modo siguiente.

AL(F) = dim > 2 f(€)\1+ f7(&) A
1=1
+ ‘glglo 21 (f(2:) — f(&)) /1 + f(&) A,

i=1

Claramente la primera suma es del tipo Suma de Riemann y por lo tanto converge a

o / f@)VIT PR d,

la segunda suma se puede acotar superiormente en modulo, usando el teorema del valor medio,

por
|Q[2m { sup f’(l’)} { sup \/1+ f’%)} (b—a)

z€[a,b] z€[a,b]

y por lo tanto converge a cero.
Con esto entonces tenemos que

A(f) = 2n / f@)VIT P @)E de.
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11.3 Coordenadas Polares

DEFINICION Dado los reales r y ¢, se determina el punto P del plano de coordenadas (z,y)
mediante las formulas

X =17Coso

Yy = rsen .

El par (r, ¢) corresponde a las coordenadas polares del punto P.

Observacion: Un mismo punto P tiene més de un par de coordenadas polares, por ejemplo:
r=1,¢=0 = Plx=1,y=0)

Pero también
r=—-1,¢=n1m = Plx=1,y=0).

Una forma de resolver este “problema’” es restringir el rango de valores aceptados para r y ¢.
Por ejemplo 7 > 0y ¢ € [0,27). Pero incluso asi el problema queda en r = 0 donde ¢ puede
ser cualquiera. Se podria poner r > 0 pero el origen no tendria coordenada polar, etc, etc. En
ingenieria conviene dejar esta ambigiiedad de indeterminacion a las coordenadas polares ya que
tipicamente se buscan puntos del plano para coordenadas polares dadas. Si el problema fuera
el reciproco, muchas veces se pueden dar o bien todas las coordenadas polares de un punto, o
bien alguna de ellas.

Una aplicacion interesante de las coordenadas polares es estudiar conjuntos del plano definidos
mediante alguna relacién entre las variables r y ¢. Muchas de estas relaciones definen curvas o
regiones del plano con geometrias particulares. Veamos algunas de las curvas mas clasicas:

1. La relacion r = cte define una circunferencia con centro en 0
2. La relacién ¢ = cte define una recta que pasa por el origen de pendiente tan ¢.

3. r=a(l +esen¢) con € pequeno define una curva cercana a una circunferencia de radio a.

En efecto cuando ¢ = 0 la distancia del punto P = (7 cos ¢, 7 sen ¢) al origen es a. Cuando ¢
varia de 0 a /2 dicha distancia aumenta hasta a + <. De ahi la distancia decrece hasta a — ¢
(si ¢ varia de /2 a 37w /2) y posteriormente crece hasta a en ¢ = 2m. Este comportamiento se
repite periddicamente si ¢ € R. La curva asi obtenida se conoce con el nombre de cardioide.
Es interesante notar que el grafico de la cardioide se puede realizar aunque € no sea pequeno.
Por ejemplo si € = a en la direccion definida por ¢ = 37/2 se obtiene r = 0 y por lo tanto la
cardioide pasa por el origen. Si ademas € > a existen valores de r negativos.
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Ejercicio 11.1: Tratar de graficar la cardioide de ecuacién r = 1 + 2 sen ¢.

Area en Coordenadas Polares

Sea f: [a,b] — R una funcion integrable. Usando esta funcion se define la curva en coordenadas
polares cuya ecuacion es r = f(¢).

Supongamos ademas que la funcién f es no negativa y que b — a < 27. Con estos supuestos se
desea encontrar el area de la region R definida por

R ={(rcos¢,rseng): ¢ € [a,b],r € [0, f(¢)]}. (Vea la Figura )
Y

Figura 8: Region en coordenadas polares.

Si f fuese una funcion escalonada, asociada a la particion P = {¢q, ¢1, ..., ¢, } del intervalo [a, ],
la Region R seria la union de sectores circulares (Vea la Figura @ y por lo tanto su area se podria
calcular con la féormula

n n 1 b f2
drea(R) = 3 drea(R) = 3 A0, = / L (11.1)
=1 =1 a

Figura 9: Region en coordenadas polares para f escalonada.

Supongamos ahora que f > 0 es una funcién Rieman integrable. Sabemos que en ese caso, la
funcion auxiliar g(z) = f?(x)/2 también lo es. Si e_, e, son funciones escalonadas arbitrarias que
acotan a g, que estan asociadas a una particion P = {¢g, ¢1, ..., ¢, } del intervalo [a, b], de modo

que
e_(x)=e ey(x)=FE; Vre (ri_1,z;),Vie{l,...,n}, (11.2)
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donde para cada i € {1,...,n}, e; y E; son constantes que satisfacen
0<e <glx)=f2)/2< E;, Vz€& (v;_1,;), (11.3)
Claramente se tiene que
0 <2 < f(z) < V2E;, Va€ (ziy,x:),Vie{l,... n}, (11.4)

es decir, la regién R esta acotada inferior y superiormente por regiones R y R definidas por las
funciones escalonadas y/2e_ y y/2e, respectivamente. Por lo tanto

area(R) < drea(R) < édrea(R),

pero como Ry R son regiones definidas por funciones escalonadas, se cumple la relacion (11.1)), de

donde se obtiene que
b b
/ e_ < area(R) §/ ey

Esta ultima desigualdad es valida para cualquier par de funciones escalonadas en [a, b] que satis-
fagan (|11.3]), luego, tomando supremo e infimo, respectivamente, se tiene que:

1-(g) < drea(R) < I,.(9g),

donde I_(g) e I, (g) denotan respectivamente a la integral inferior e integral superior de g en [a, b,
definidas en (7.4)). Finalmente, como g es integrable en [a, b], las integrales anteriores son iguales,
por lo tanto resulta que:

frea(R) — / = : / " P (e)do.

Material Extra

11.4 Centro de Gravedad de una Superficie Plana

Introduccién

Considérese un plano ideal, sin peso, en el cual se encuentran localizadas n particulas puntuales
P, de masas m;, 1=1,...,n.

Si este plano se apoya sobre un eje recto horizontal, nos interesa estudiar la tendencia del plano
a rotar en torno a dicho eje accionado por el peso de las particulas.

Considerando un sistema ortogonal de ejes OXY en el plano, y la recta paralela al eje OY de
ecuacion L : x = x(, la tendencia a rotar del plano en torno de L se mide matematicamente
por el “Momento Estatico” que produce el peso de las particulas en torno de L, que, para una
particula aislada, resulta ser igual al producto del peso por la distancia al eje de rotaciéon. Es
decir, el momento estatico de la particula ¢ con respecto a la recta L es:

ML(JCZ) = (iUz - 330) ©Myg-.

Para el sistema de n particulas, el momento estatico total es igual a la suma de los M (x;), o

sea:
n

My, = Z(% - ZEo)mz’g-

i=1
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El sistema de particulas estara en equilibrio cuando su momento estético total sea nulo, es decir,
cuando:

n

Z(% — xg)m;g = 0.

=1

De esta ecuacion se despeja facilmente la posicion de la recta en torno a la cual no hay tendencia
a la rotacion. Su ecuaciéon seria
Do mum

=S
Anéalogamente si se considera ahora la tendencia del plano a rotar en torno a un eje paralelo a
0X, se llega a la expresion:

Zo

Yo = Zmiyi
0 —Z .
El punto de coordenadas (g, yo) se llama centro de gravedad del sistema. Tedricamente, el plano

queda en equilibrio sustentado de ese punto tinicamente.
Las ecuaciones anteriores se pueden escribir también asi:

(Coordenada del C.G) x (Masa Total) = Momento Estético.

Momento Estatico y Centro de Gravedad de un Area Plana

El concepto de momento y de centro de gravedad se extiende facilmente al caso en que la masa
total del sistema se encuentra uniformemente distribuida sobre una region plana. Para esto debe
tenerse presente que:

1. Si una region plana tiene un eje de simetria, su centro de gravedad debe estar sobre él. Es
el caso, por ejemplo, de un cuadrado, un rectangulo, de un circulo, etc.

2. La masa de cualquier region de area A es p - A, donde p es la densidad y la suponemos
contante.-

Sea R la region encerrada bajo el grafico de una funciéon no negativa e integrable. Es decir

R={(z,y) eR*z € [a,b], y €0, f(x)]}.

Calculemos los momentos estaticos Mox v Moy con respecto a los ejes OX y OY respectiva-
mente. Para ello consideremos una particion P = {xo, ..., z,} del intervalo [a,b] con |P| — 0.
En cada intervalo [z;_1,x;], se tiene una region “Casi Rectangular” de ancho Az; y altura f(&;)
con & € [x;_1, ;] cuyo centro de gravedad es el punto

XG,i = XT; + AIz/Q

Yo, = f(&)/2

Luego:

AMox = pf(&i)Axy - f(g)

AMoy = pf(&)Azr - (v; + Azi/2)
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En consecuencia

Claramente la masa total del sistema es

m = pérea(R)

Para el calculo de las coordenadas del centro de gravedad (X, Ys) usamos las reglas

Mox =Yg -m
Moy = Xg-m

de donde se deduce que
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Ejemplo 11.1.
Determine el centro de gravedad del area encerrada bajo la funcion sen(z) entre 0 y /2.

Solucion.
Podemos escribir que

/2
(i) A:/ senxda::(cosm)\?r/zzl
0

/2 2 1 /2 1 9
(ii) Mox :/0 sez T dr = Z/o (1 —cos2zx)dx = 1 (g - sen2 x)

w/2

T
0 8

/2 w/2
(iii) Moy = / rsenxdr = q:cos:c|9r/2 +/ cosxdx = senx|g/2 =1
0 0

En consecuencia se tiene que

Moy
Xg = =1
T4
MOX s
Yo = = —.
“T A4 T8

Por lo tanto el centro de gravedad tiene coordenadas C.G = (1,7/8).

116



f—t

P1.

P2.

P3.

P4.

. Calcule el largo de la curva c(t) = {

Guia de Ejercicios

Grafique el cardioide de ecuacion r = 1 4 2sen ¢.

(a) Calcule la longitud total de la curva y = 2(z%?2) — 1/2(z'/?) entre z = 1 y = = 4.

(b) Determine el volumen de un cono de revolucion de altura a cuya base es de radio b.

(a) Calcule la longitud de la curva p = a(1l — sen(#)).

(b) Calcule el area de la region comprendida entre la curva dada en la parte anterior y
p = a.

e bt sio<t<1
edlt=D=b ¢ 1 <t <2,

. Dada la curva (£)%/® + (¥)%/3 = 1, calcular su longitud de arco en el primer cuadrante.

Determine el centro de masa de la region encerrada entre las curvas 2?+y% = a® y /o + VY=
V/a. Suponga densidad constante.

Guia de Problemas
Sea f: [0,00[— R tal que f(0) =0 y la longitud de la curva y = f(z) entre 0 y z es igual a
22 + 2z — f(2).
(a) Determine f.
(b) Calcule el area bajo la curva y = f(x) y su longitud entre z =0y x = 1.
Considere la espiral de ecuacion paramétrica z(t) = e* cos(t), y(t) = e* sen(t).

(a) Encuentre el largo L, de la curva obtenida al variar el pardmetro t, desde 0 hasta 2.

(b) Encuentre ¢, tal que, la longitud de la curva obtenida al variar el parametro ¢, desde 0

a tg sea igual a la mitad del largo L, obtenido en la parte anterior.
Considere la curva C' definida por z2/3 + ¢?/3 = ¢?/3, a > 0. Demuestre que la longitud de
arco de la curva C' en el primer cuadrante esta dada por:

¢ dz
_ ,1/3
S=a /0 pyEL

2
Pruebe que el largo de la elipse de ecuacion x? + % = 1 es igual al largo de la sinusoide

y =senx, entre 0 y 2.
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SEMANA 12

fcfm Ingenler\a Matem' 'ca

Integrales Impropias

12.1 Introducciéon

En la definiciéon de la integral de Riemann se impusieron dos condiciones fundamentales que son:
1. Se define en el intervalo cerrado y acotado [a,b],a < b
2. Se define para funciones acotadas en [a, b]

El proposito de esta seccion, es extender la nociéon de integral al caso de intervalo no acotados, y
al caso de funciones no acotadas sobre un intervalo acotado. Estas dos extensiones dan origen a
las llamadas integrales impropias de primera y segunda especie respectivamente. Partamos por la
definiciéon del primer tipo de éstas:

DEFINICION (INTEGRAL IMPROPIA DE PRIMERA ESPECIE (INTERVALO NO ACOTADO))
Sea f: [a,4+00) — R diremos que f es integrable en [a, +00) si se cumple que:

(i) Vz € (a,+00), f es integrable en [a, 2] y ademas

T
lim f
x—Too [,

(ii) Existe el limite definido por

Notacion: Si una funcién es integrable en el intervalo [a,00), entonces al valor del limite se
le llama integral impropia de primera especie de f y se le denota

+o0 T
f= lim f.
a T—00 a
Observacion:
xr
1. Si el limite lim f existe, se dice que la integral impropia es convergente y si no existe

T—r00
se dice que la integral impropia es divergente.

2. De una manera analoga se definen las integrales de 1° especie siguiente

/ r= i [ y
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/ f= / f+ / f donde la constante ¢ € R puede ser cualquiera. En esta

tltima definicién es importante que las dos integrables de la derecha existan o que
sean convergente. Si alguna de estas integrales no converge entonces la integral de
la izquierda tampoco .

Ejemplo 12.1.

oo dr
Dado a > 0, estudiar la convergencia de la integral / —.
a x

Claramente f(z) = % es integrable en [a, b] para cualquier b > a. Veamos el limite

“+oo T
/ T i [ Y i (Y,

T z—oo [, t T—00 a

Este limite lo existe. Por lo tanto, se trata de una integral divergente.

Ejemplo 12.2. +00 dp
Dado a > 0y a # 1, estudiar la convergencia de la integral / —

a xa
Nuevamente basta con estudiar el limite:

T dx , T dt , 1 1
— = lim — = lim —

T z—oo [, te T—00 (]_ — Oé) ta—l1 “

. 1 1 1
—= 11m - .
oo (1 —a) \xz1  ao7!

Este limite es igual a ﬁa;_}l cuando a > 1, y no existe si @ < 1. Por lo tanto, esta integral
impropia es convergente cuando a > 1 y divergente si a < 1.
Juntando estos dos ejemplos podemos resumir diciendo que

T

xOL

/ T dg convergente si a > 1
— s
a divergente sia < 1.

DEFINICION (INTEGRAL IMPROPIA DE SEGUNDA ESPECIE (FUNCIONES NO ACOTADAS))
Sea f: [a,b) — R una funcion no acotada, diremos que f es integrable en [a,b) si y solo si:

(i) Yz € (a,b)f es integrable en [a, z]

(ii) EI limite hm / f existe.
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Observacion:

z—b~
no existe se dice que la integral impropia diverge.

w -]

3) La primera condicion de integrabilidad de este tipo de funciones exige, entre otras cosas,
que la funcion f debe ser acotada en todo intervalo (a, x), es decir, este tipo de funciones
se caracterizan por tener una asintota vertical en x = b.

xr
1) Cuando el limite 1lim / f existe, se dice que la integral impropia converge, y cuando
a

2) Se anota

4) En forma anéloga se definen las integrales impropias siguiente:

(i) /;flegg/:f
(i) /aifz/aier/cbf, ¢ € (a,b)

En esta ultima definicion la integral entre a™ y b~ converge si y solo si las dos integrales
de la derecha convergen por separado.

Ejemplo 12.3. -
Estudie la convergencia de la integral impropia f:
Caso a = 1. En este caso se tiene:

dx
=g

para diversos valores de a € R.

b~ b—e
d
/ o _ o T = lim —In(b— )"

b—x e=01 J, b—x e—0t @

= lim {In(b — a) — Ine}.

e—0t

Este limite no existe, por lo que, en este caso, la integral impropia es divergente.
Caso a # 1. En este caso los célculos son

o dx , b= dx i 1 b=e
— = lim —— = lim
o (
b _

b—1x)* ot (b—x)* ot (a b—x)et

—1)(
= b (ail) <ga1—1 T 2)a—1>

Este limite es igual a =1~ -——— si @ < 1, y no existe si a > 1.
(1—a) (b—a)

Juntando estos dos ejemplos podemos resumir diciendo que

/ v dx convergente si o <1
———— s
o (b—x) divergente  si a > 1.

a a
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DEFINICION (INTEGRAL IMPROPIA DE TERCERA ESPECIE O MIXTA) Se obtienen combi-
nando integrales impropias de 1° y 2° especie. Por ejemplo

/+°°d:1: / / /+°°d:1:
-1 2 1 o+ 2?2

Este tipo de integral serd convergente si y solo si cada una de sus componentes es una integral
convergente.

12.2 Algunos criterios de convergencia para integrales impropias

Nos dedicaremos primeramente a establecer algunos criterios de convergencia para integrales im-
propias de funciones no negativas.

Observacién:

1. Si F' es una funcion creciente en [a,+00), entonces, cuando z — +oo, F(x) - L € R o
bien F(z) — +o0.

2. Si F es una funcion creciente en [a,b), entonces cuando z — b~; F(z) — L € R o bien
F(x) = +o0.

Lo anterior surge del hecho de que F' puede ser acotada, o no, en los intervalos conside-
rados.

Teorema 12.1 (Criterio de Comparacién). Sean f y g funciones continuas en [a,+00) tales
que:
(3b>a)(Vz >b) 0 < f(x) < g(z)

entonces:
+o0

+oo
Si/ g converge entonces f converge .
a a

+oo +o0
Reciprocamente st / f diverge — / g diverge

DEMOSTRACION. Como las funciones f y g son continuas, entonces son integrables en [a, z| para

todo = > a. Ademéas / / f+ (lo mismo para g) por lo tanto es claro que

o0

/ f converge si y solo si / f converge y / g converge si y solo si / g converge.

Luego, para demostrar el teorema basta con estudiar las integrales impropias en [b, +00).
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T

Sean: F(z) = / fyG(x)= / g. Entonces, como se sabe que (V¢ € [b, z]) se tiene 0 < f(t) < g(t)
b b
entonces integrando de b a x se obtiene que
F(z) < G(x), Vz € b, +00).

Como ademaés las funciones F'y GG son crecientes, el resultado del teorema se obtiene directamente
., . . “+o00
de la observacion anterior. En efecto, si fb g converge entonces G(x) es acotada, y entonces

también F'(x) lo es con lo cual existe HIJP F(x) o sea, la integral impropia fb+°° f es convergente.O
T—>+00

-
Observacion: Para integrales impropias del tipo / el enunciado del teorema es anélogo y
a

tiene la misma demostracion. Se propone como ejercicio, enunciar dicho teorema y demostrarlo.

Ejemplo 12.4. +°° | sen g

Estudie la integral / ——dz.
1 T

Claramente se tiene que

1
|senz] —, Vo>l
Xz

0<

T2

+oo
Luego como la integral / - es conocidamente Convergente, Se Concluye directamente que la
1 X

+00

) sen .

integral / | 5 | dx es también convergente.
1 x

Teorema 12.2 (Criterio del cuociente de funciones). Parab > a, sean f y g funciones con-
tinuas en [a,+00) y no negativas en [b, +00). Suponga ademds que:

iGN
i 9(x) L#0.

400 —+00
Entonces las integrales impropias / fu / g son ambas convergentes o ambas divergentes.
a a

Observacion: el mismo criterio se ocupa para las integrales de segunda especie.
Muchas veces se usa el teorema anterior para estudiar la convergencia de una integral impropia,
comparandola con las integrales de la forma

o bien
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cuyos comportamientos son ya bien conocidos en funcién de «. Cuando esta comparacion es
posible, el comportamiento de la integral impropia en estudio se puede resumir en las siguientes
reglas:

“+o00

1. () dx converge si h’rf x*f(x) =L >0, con a > 1.
T—r—+00

T—r—+00

b
2. / f(z)dx converge si lim z“f(—x) =L >0 con a > 1.

3. / f(z)dz converge si lim (b —x)*f(z) =L >0 con o < 1.

r—b—

z—at

b
4. / f(z)dz converge si lim (z —a)®f(x) =L >0 con a < 1.
at

12.3 Convergencia absoluta

Revisaremos ahora la nocién de convergencia absoluta de integrales impropias. Trataremos sélo el
caso de integrales de primera especie, sin embargo puede extenderse a los demas tipos de integrales
impropias. Es un buen ejercicio llevar a cabo con detalle esta extension.

—+oco
DEFINICION (CONVERGENCIA ABSOLUTA) Sea f: [a,+00) — R, diremos que f es ab-
0o a
solutamente convergente si / | f | converge.
a
“+o00
Notar que en un principio la definicion no dice nada acerca de la convergencia de f. Sin

a
embargo el siguiente teorema muestra la relacién entre la convergencia absoluta y la convergencia.

Teorema 12.3. Sea f: [a,+00) — R, se tiene que

+oo +oo
/ f converge absolutamente —> f converge.
a a

DEMOSTRACION. Es claro que

— ISl /HIf
— 0 fHIfI<2f|.

+oo
Luego, por el Criterio de Comparacion, como por hipotesis / | f| converge entonces
a

+oo
f +|f| converge.
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Ademas, para = € [a, +00)

z) +[f1(x)) = [f](2)

:>/ /f+|f| - [

Haciendo x — 400 y gracias a que ambos limites a la derecha existen, se concluye el resultado. O

Observacion: La reciproca del Teorema anterior no es necesariamente cierto.

+oo +00
f converge =4 f converge absolutamente.
a

Ejemplo 12.5.

) sen x
Consideremos f(z) =

, entonces / f(z) dz converge, pero no asi / |f(z)| dz.
1 1
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Guia de Ejercicios

1. Estudie la convergencia de las siguientes integrales:

@ [y @) e O [

o [ ® [ W [ ﬂ_%
© [ © [ Vi) W [

(d) /Oooexln(l—i—ex). (h) /Olln(ll_—_”f) ) /Omm

2. Calcule, si existe, el area comprendida entre la curva y = ﬁ y el eje OX.

"

3. Determine para cuales valores de n € N la integral I, = fol crem

es convergente y

establezca una forma recursiva para la sucesion {1, },en.
us

2
4. Muestre que la integral I = / In(sen(x)) dx verifica la relacion:
0

I- /0 * (cos(e)) di = - /0 " (% sen(2x)) do

Deduzca el valor de I.

»
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Guia de Problemas

2 da 2 dx
P1. (a) Pruebe que las integrales /1 IRYSER /1 wo1e divergen.

o 1 1
(b) Pruebe que /1 (az(ln ) — = 1)2) dx converge y encuentre su valor.

1
1
(c) Encuentre los valores de o > 0 para lo cuales / =D dx converge.
xa —X

"1 > 1
Indicacion: El comportamiento de / —y / — se considera conocido.
(I 1 X

P2. Sea f: R — R definida por f(z) =1 (l— 1 )parax;éOyf(O) = k.

T senh(z)

(a) Encuentre el valor de k de modo que f sea continua en todo R .

1 00 00 00
(b) Estudie la convergencia de las integrales / f, / f, / fy / f.
0 1 0 —00

P3. Dada la funcion f(z) = ex (1 — 1). Se pide :

(a) Estudiela completamente indicando dominio, ceros, limites importantes, asintotas, con-
tinuidad, crecimiento, concavidades, grafico e imagen.

(b) Determine si el area de las siguientes regiones es o no finita. En caso afirmativo, dé su
valor.

Indicacion: Ni ew ni - tienen primitivas explicitamente calculables, sin embargo, f si
la tiene.

P4. (a) Aplicando la definicion de integral impropia, calcule:

In(2) 1
/_OO er +4e~*

(b) Analice la convergencia de la integral:

3
2z
/0 sen(z)

(c) Analice la convergencia de las areas de las superficies engendradas al rotar la funcion
|In(z)|: ]0,1] — R en torno al eje OX y en torno al eje OY.
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SEMANA 13

fcfm Ingenieria Matematica

Series numéricas

13.1 Definicién y ejemplos basicos

En esta parte estudiaremos la nocién intuitiva de sumas infinitas que llamaremos series. A modo
que ejemplo supongamos que queremos saber cuanto vale la suma o serie S de todos los ntimeros
en el conjunto A = {2% ckeN }, es decir deseamos darle sentido a la expresion

S:Zx

r€A

Abordamos el problema numerando los elementos de A mediante la sucesion a; = 2% y calculando
la suma parcial de los primeros términos en éste orden. Esta suma parcial serd una aproximacion
de S que esperariamos converja a éste cuando hacemos que el nimero de términos tienda a infinito.
En este caso la suma parcial queda dada por

n

1 1 1 1
L=l = -
s ottt kzzoyc

1
Esta es una suma geométrica de razon % que se calcula por s, = 13"; L de modo que la sucesion
2

(s,) de las sumas parciales posee limite que vale 2.

Es licito preguntarse si este valor no dependera de la manera como se ordenaron los elementos
de A. Veremos més adelante que el orden de los términos es relevante, pues el valor asociado a
un cierto orden podria ser diferente a aquel correspondiente a otro, inclusive podria no existir.
Ademés, este proceso solo tiene sentido si A es numerable o finito.

DEFINICION (SERIE) Una serie es un par ordenado (A, (a,,)) donde A es un subconjunto de R
numerable y (a,),~, € una numeracion (ordenamiento) del conjunto A.

La sucesion (a,) se llama el término general de la serie. A partir de (a,,) definimos la sucesion
(s5,) de las sumas parciales por s, = Y ,_ ax. El valor de la serie existe cuando la sucesion (s,,)
posee limite. En tal caso decimos que la serie es convergente y su valor es el limite de (s,,).

Por razones de comodidad permitiremos que (a,) no esta definido para algunos n’s. Si kg es el
menor entero a partir del cual a,, esta definida, el valor de la serie se denotara por

o0
E ag, E ay o simplemente E ak
k=ko k>ko
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Ejemplo 13.1.
1. Consideremos la serie de término general a,, = ¢", conocida como la serie geométrica. Se

tiene que

n

1 _ qn+1
— k _

k=0
Cuando 0 < |g| < 1 la sucesion (s,,) converge a ﬁ. En este caso
I

l—q

k>0

Ademas, para ¢ > 1 la sucesion (s,) > n razon por la cual diverge a infinito. En esta
situacion diremos que la serie diverge y lo denotaremos por ., ar = +00.

2. Consideremos la serie ) | m La n-ésima suma parcial es

- 1 /1 1 1
- = . ) =1=
;k(lﬂ—i—l) ;(k k+1) n+1

Entonces la serie converge y su valor es 1.

13.2 Condiciones para la convergencia

El teorema siguiente nos da una condicién necesario para la convergencia de series
Teorema 13.1. Si la serie Y ap converge entonces la sucesion (a,) — 0.

DEMOSTRACION. Si la serie converge entonces las sucesiones (S,41) y (s,) convergen y lo hacen
al mismo limite. Como s, 11 = S, + a,+1 se concluye que (a,) — 0. a

Ejemplo 13.2.

1. La serie Zkiﬂ diverge pues la sucesion (n_-H) no converge a cero.

2. La serie 3 (—1)" diverge pues la sucesion ((—1)") diverge.

3. Para ¢ < —1 la serie >_ ¢* diverge debido a que la sucesion (¢") diverge.

Cuidado: No es cierto que si (a,) — 0 entonces la serie ) a; converja.

Ejemplo 13.3.

Veamos un ejemplo de una serie ) a; divergente con (a,) — 0. Consideremos la sucesion
(an =1In (1 + %)) Tenemos (ln (1 + %)) — In(1) = 0. Sin embargo, la sucesion de las sumas par-
ciales diverge a infinito. En efecto, s, = > 7 In(1+ ) =3, In(k+1) —In(k) =In(n+1)
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que sabemos diverge a més infinito. Observe que el ejemplo es valido para logaritmos en cualquier
base a > 1.

13.3 Algebra de series

Dado que el valor de las series se ha definido como un limite de sucesiones, es claro que el algebra
de limites se puede traducir en un algebra de series.

Teorema 13.2. Sean ) ar y Y. by dos series convergentes. Entonces

1. > (ag + by) es convergente y su valor es (> ai) + (O by).

2. Para todo A € R, >~ (Aag) es convergente y su valor es A (D ay).

DEMOSTRACION. Como Zszo (ar +br) = D gy W+ D pig Ok Y Dy (Aak) = AD 5 ax es
posible aplicar adlgebra de sucesiones y concluir las propiedades. a

Ejemplo 13.4.
La serie Y 2 6_,;3 tiene un término general que se descompone en

ok — 3k 1 1
6k 3k 2k

Las series ) 3%, > Qik convergen y sus valores son % y 2, respectivamente. Luego, la serie original
1

converge y su valor es 3

13.4 Criterios para analizar convergencia de series de términos no
negativos

Las series de términos no negativos son mas manejables que las series en general pues sus sumas
parciales son no decrecientes: 5,11 = S, + Api1 > Sp.

Teorema 13.3. Una serie de términos no negativos converge si y solo si las sumas parciales son
acotadas superiormente.

DEMOSTRACION. Como las sumas parciales forman una sucesiéon monoétona, podemos aplicar el
Teorema de las sucesiones monoétonas. Eso nos garantiza que las sumas parciales convergen si y
solo si son acotadas. O

Ahora presentamos algunos criterios para determinar cuando una serie de términos no negativos
es convergente.
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Ejemplo 13.5.
1

Un ejemplo muy relevante de serie divergente es la serie armdnica con término general a, = .

Para mostrar esto, veremos que sus sumas parciales no son acotadas superiormente. En efecto,
notemos que sumando desde el tercero hasta el cuarto término, desde el quinto hasta el octavo
término y desde el noveno hasta el décimo sexto término se obtiene un resultado de al menos %:

1+1+1+1+1+1+1+1 1+1+1+1+1+1+1+1_1
9 10 11 12 13 14 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 2

En general, si n € N\ {0}, sumando desde el (2"7! + 1)-ésimo hasta el 2"-ésimo término se

obtiene al menos %:

1 n 1 n 1 n +1>1+1+1+ +1>1
2n—1_|_1 2n—1+2 2n—1+3 omn —2n omn omn in— 2'

De este modo:

2™ 2m 4 8 16 AL
Lo 1 1 1 1 1 1
n Z Z=14= Z Z Z ... Z
52 s =1+ Zk +2+Zk+zk+ Tt .
k=1 k=3 k=3 k=5 k=9 k=2n—141
S VR VR S S Ak
-2 2 2 2 2

Vv
n — 1 veces

con lo que vemos que la sucesion de sumas parciales (s,) no es acotada superiormente.
También es posible demostrar que esta serie diverge usando el criterio de la integral impropia
(Teorema |13.8)), que se verd mas adelante. Esto se deja como ejercicio.

Mayoracion de series

Teorema 13.4. Sean (a,) y (b,) dos sucesiones no negativas de modo que existen ng y o > 0
tales que, para todo n > ng, a, < ab,. Se tiene que si »_ by < +00 entonces Y aj < +00.

DEMOSTRACION. La suma parcial (s,) de Y a se escribe para n > ng como

n no—1 n
E ap = E Qg + E Qg
k>ko k>ko k=nq
Por la hipotesis se tiene que
nog—1 ng—1 n
n < E ar + E ab, = E k—abk)—i‘OéE by,
k>ko k=ng k>ko k>ko
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El primer término del lado derecho es independiente de n y el segundo término del lado derecho
es acotado superiormente pues la serie ) by converge. Entonces, la suma parcial (s,) es acotada
superiormente lo que equivale a decir que la serie ) ay converge. O

Observacion: La contrarreciproca de este criterio nos dice que si Y a; diverge lo mismo le
ocurre a Y by.

Ejemplo 13.6.
Usaremos la observacion anterior para demostrar que la serie Y | k% con o < 1 diverge. Tenemos
que para todon > 1, -= > 1. Como )_ 1 diverge concluimos que Y 7 diverge para o < 1.

ne —

Comparacién por cuociente

Teorema 13.5. Sean (a,) y (b,) dos sucesiones tales que, para todo n > 0, 0 < ap,b, y su-
pPONGamos que ¢ = h’m‘;—: existe. Se tienen las siguientes afirmaciones dependiendo del valor de
c.

1. Caso c=0. Si Y b, < 400 entonces Y ap < +o0.

2. Caso ¢ > 0. Se tiene que Y by < +00 si y solo si Yy ap < +00.

DEMOSTRACION. 1. Alser c =01y, a, y b, positivos, se tiene que existe ng tal que para todo
n > ng, a, < b,. Aplicando el criterio de mayoracién obtenemos la conclusion.

2. Al igual que el caso anterior, si ¢ > 0y, a, y b, son positivos, se tiene que existe ng tal que
para todo n > ny, %cbn < a, < %cbn. Entonces es posible aplicar dos veces el criterio de
mayoraciéon usando las desigualdades b,, < %an y a, < %cbn y obtener la equivalencia. O

Ejemplo 13.7.
1. Queremos probar que la serie Y -5 es convergente. Vamos a comparar el término 75 con
: p q 5 vergente. P 5

1
, 72 , k(k+1 . . .
— L Tenemos que lim —5— = Ifm #¥3) — 1. Entonces el criterio nos dice que %
R(hT1) - % 2
converge pues ya sabemos que ) m converge.

sen

—~

x)

2. Deseamos ver que la serie Y sen (%) diverge. Sabemos que — 1y que la serie Z%

1
n

diverge. Luego > sen (%) diverge.
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Criterio del cuociente

Teorema 13.6. Sea (a,) una sucesion de términos positivos y supongamos que r := lim 2t

existe. Dependiendo del valor de r se tienen las siguientes conclusiones.

n

1. Sir <1 entonces ) ay converge.

2. Sir>1o0r=-+oo entonces ) ay diverge.

Si r = 1 entonces el teorema no nos da informacioén. Por ejemplo, con a;, = 1/k, tenemos una serie

divergente que cumpla limy_, apy1/ar = 1. Por otro lado, con a; = 1/(k(k + 1)) tenemos una

serie convergente donde se cumple limg_, o agi1/ar = 1.

DEMOSTRACION. 1. Sir < 1 tenemos que existen ng y f = 1—;” con 1 > > 0 tal que para
todo n > ng, = < Bap—1 < P ™ay,, = 5“;%3. Tomando a = ;%g >0y

= " podemos aplicar el criterio de mayoracion pues la serie Y 5" es convergente.

2. Sir > 1 podemos proceder de modo anélogo y concluir que existe ngy tal que para todo
n > ng, a, >y"0 con 6 = 2 y v tal que = - > > 1 Como la serie Y ~™ es divergente el
contrarreciproco del criterlo de mayora(non nos dice que lo mismo ocurre con la serie ) ay.
El caso r = +00 se propone como ejercicio. O

Ejemplo 13.8.

Veamos que la serie ) -converge. Para ello veamos que r = lfim 2+t

existe y es menor que uno.

<n+1)

r = lim —lm(H)*hmnH*O

nl

Observacion: El limite lfm “2+ = podria no existir y la serie > ay, ser convergente. Por ejemplo,

si

1 .
on S1 €S par
1

ap = . .
s sin es impar

el limite lfm 2+ no existe sin embargo a, < 2,%1 por lo cual > ay es convergente.

Criterio de la Raiz n-ésima

Teorema 13.7. Sea (a,) una sucesion de términos no negativos y supongamos que el limite r :=

L : . :
lim (a,,) ™ existe. Se tienen las siguientes conclusiones.

1. Sir <1 entonces Y aj converge.

2. Sir>1o0r=-+oo entonces Y ay diverge.
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De nuevo, si 7 = 1 entonces Y a; puede converger o divergir, es decir, en este caso el criterio no

1
nos ayuda a determinar la convergencia de la serie. Por ejemplo, sabemos que (%) " — 1y que
1

1
(n(n+1)> — 1 sin embargo la serie > 1 % no converge y la serie ) i k+1) converge.

DEMOSTRACION. 1. Si r < 1 entonces existe ng y un real § = 1” 1 > B > 0 tal que para
1
todo n > ng, (a,)™ < . Entonces, a, < §". Tomando o =1y bn = (" podemos aplicar el
criterio de mayoracion pues la serie > 5™ es convergente.

2. La segunda alternativa se propone como ejercicio. O

Ejemplo 13.9.

. . k . . . ; ., .
Consideremos la serie Y i—k El criterio pide calcular hm% = 0. La conclusién es que la serie
converge.

Observacion: Es posible probar como un ejercicio de sucesiones que si lim a”“ existe entonces

lim (an)" también existe y ambos tienen el mismo valor. En otras palabras, el criterio de la
raiz es més poderoso que el criterio del cuociente ya que hay casos en los cuales el tltimo de
ellos existe sin que el primero exista. Por ejemplo,

1 .
on S1 N es par

ap = 1 .
5T Sin es mpar

1
Por otra parte, la serie )  ay podria converger y el limite lim (a,)" no existir. Como ejemplo

considerar
1
_ )
b, = |
3n

si n es par

si m es impar
Se tiene que

si n es par

~~
=
3
SN—
3=
Il
Wl N

si n es impar

que no converge, sin embargo b, < 2% y por lo tanto la serie > b, converge.

Criterio de la integral impropia
Teorema 13.8. Sea f: [1,+00) = RT una funcion decreciente. Se tiene que ), -, f (n) < 400

siy solo si [ f(x)dw < +o0.

DEMOSTRACION. La integral impropia es el limite de la sucesion s, = f1 x)dz que a su vez es
la suma parcial de la serie de término general a,, = f:fl f(z)dz. Como la func1on es no negativa
y decreciente se tiene que f (n) < a, < f(n — 1), lo que muestra la equivalencia. O
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Ejemplo 13.10.
Probemos que la serie > k%, «a > 1 converge. La funciéon gﬁ%, para o > 1 estéa definida en [1, +00)
y es estrictamente decreciente. La integral impropia

/001_ I
oz (a—1Dae |, a-—1

El criterio nos dice que la serie Y 7~ converge.

13.5 Series de signo arbitrario

DEFINICION (CONVERGENCIA ABSOLUTA) Sea Y a; una serie con (ag) una sucesion cual-
quiera. Decimos que la serie es absolutamente convergente si Y |ax| < +oc.

Las series de términos positivos y convergentes son obviamente absolutamente convergentes, pero
no todas las series convergentes son absolutamente convergentes. La siguiente es una caracterizacion
de las series absolutamente convergentes

Teorema 13.9. Toda serie absolutamente convergente es convergente. Ademds, una serie es abso-
lutamente convergente si y solo si las series de sus términos negativos y la de sus términos positivos
son convergentes.

DEMOSTRACION. La serie ) a; es absolutamente convergente cuando Y |ax| es convergente de
modo que debe satisfacer el criterio de Cauchy, es decir,

m m
Ve >0,IN e NyVn,m > N, m >n = Z]ak\ :Z]ak|<e
n+1 n+1

Siempre se tiene que |>", ax| < 30" |ax|. Entonces, Y- ay, satisface el criterio de Cauchy y por
ende es convergente.

Para probar la segunda parte definamos d = méax {ax,0} y ¢, = —min{ag, 0}, es decir, dj, vale
ay, para a, > 0 y cero en otro caso, y ¢ vale -a; para a; < 0y cero en otro caso. Ademaés, se tiene
que |ag| = di + ¢ ¥y que ay, = dy — ¢ lo que implica que

dy, = (lax| — ax)

N | —

1
B (lar| + ar) y e =
Cuando la serie > a; es absolutamente convergente sabemos que las series Y |ag| v D a son
convergentes entonces por algebra de series concluimos que las series > dj, v > ¢ son convergentes
(absolutamente). Reciprocamente, si las series > d v Y ¢ son convergentes entonces otra vez el
algebra de series garantiza que la serie ) |ag| = > di + > ¢ es convergente. O
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Observacion: Sea ) a; una serie con (a,) una sucesion cualquiera y supongamos que apli-

An41
an

camos el criterio del cuociente a (|a,|). Si r = lim es menor que 1 jpodemos decir algo

acerca de la convergencia de la serie > a,?. Por supuesto, pues estariamos en presencia de una
serie absolutamente convergente, en particular la serie ) aj serfa convergente. jy si r > 1,
podemos afirmar algo de ) a;? La respuesta es si, en este caso la serie diverge. Para ver esto
hay que recordar que cuando r > 1 se tenia que |a,| > "0, con v > 1 y 6 > 0. Entonces la
sucesion (a,) no converge a cero de modo que la serie Y a; diverge. Como ejercicio verifique

1 . :
que si 7 = lim|a,|™ es mayor que 1 la serie ) a; diverge.

13.6 Criterio de Leibniz

Para mostrar ejemplos de series convergentes que no son absolutamente convergentes (se les llama
condicionalmente convergentes) vamos a probar el siguiente teorema.

Teorema 13.10. Sea (a,) una sucesion decreciente y convergente a cero (luego (a,) €s no nega-
tiva). Entonces la serie Y (—1)" a,, es convergente.

DEMOSTRACION. Vamos a probar que la suma parcial (s,) satisface, para todo n € N,
San—1 < Sont1 < Sant2 < Sap (13.1)

En efecto, dado que

Sop+1 = Sop—1 1 Q2 — A2p41

con dag, > Ag,y1, Se obtiene que Sg,11 > So,—1. Asimismo,

Sopt2 = Sop — A2pt1 + G2pgo

CoN Agpi2 < G241 1UCEO S512 < Sop,. Por otra parte, Sonqo = Sopy1 + Aong2 > Sopy1. De se
concluye que (sg,) es no creciente y acotada inferiormente mientras que (sg,+1) es no decreciente
y acotada superiormente. En consecuencia ambas sucesiones convergen. Para demostrar que (s,)
converge basta verificar que (S2,41) v (S2,) convergen al mismo limite, lo cual resulta del hecho
que Sop41 — S2n = Aop41 — 0.

Observar que el valor de la serie s debe estar comprendido entre ss, 11 ¥ So,12 que estan a distancia
A2n12 Y €NLTE So,13 Y Sonio que estan a distancia ag, 3. Entonces para todo n se tiene que |s,, — s| <
Qan, ([

Ejemplo 13.11.

. k 1 .
La serie ) (—1)" ¢ converge pues ; es positiva y decrece a cero.

1
k
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13.7 Multiplicaciéon de series

La ultima propiedad acerca de las series condicionalmente convergentes es hermosa pero muy
molesta al momento de multiplicar series pues el producto de dos series Y ax y > bg, que uno
quisiera que fuese ) > a;b;, puede depender del orden en el cual se sumen los productos a;b;.
Sin embargo, el proximo teorema asegura que las series absolutamente convergentes pueden
multiplicarse y su resultado es la serie de los términos a;b; sumados en cualquier orden.

Teorema 13.11. Sean > ap y > by dos series absolutamente convergentes entonces
O ar) (O br) es igual a > ¢ donde (ci) es cualquier sucesion que contiene exactamente una
vez cada uno de los productos a;b;, por ejemplo ¢, = Zf:o arb_y;.

() (Zw) - () (Zm)

dado € > 0 existe ny tal que para todo n’ > ny,

b ‘(Z'O <Z |bj;> - (ZH) (;w)

En esta diferencia estan todos los términos a;b; con i > n' o j > n'. Por otra parte, como

() () (52) ()

dado € > 0 existe ng tal que para todo n” > ng,

() (20 () ()

Sea N = méax {ng,n)} entonces se tiene que Ay + By < €. Ademas, existe ny tal que para
n > ng, la suma Y ,_, ¢x contiene todos los productos a;b; para i,j € {1,...,N}. Sea Cy =

DEMOSTRACION. Como

€
<

DO |

An” = <

€
2

(ZK N ai) (Z <N bj). Claramente, la diferencia entre >, ¢, y Cy so6lo contiene productos

a;bj con i > N o j > N de donde se deduce que |>"}_; ¢, — Cn| < By < 5
Entonces, dado € > 0 existe ng tal que para todo n > ny,

S (g) (5)| <[go-ele-(5+) ()
k=1 i>1 j>1 k=1 i>1 j=1
< E + E —€ O
2 2



Guia de Ejercicios

. Calcule el valor de las siguientes series.

(a) ¥ @
2k+1
(b) X waie

VETTVE
(©) 2 Uve

. Demuestre que las siguientes series divergen.

(a) Y k2 (c) Y ksen(3).
(b) Y kln(1+1). (d) Paraa e R, Y (1+9)".

. Aplique el algebra de series para estudiar la convergencia de las siguientes series.
(@) 32 (55 + 3t)-

(b) ¥ (F+55).

. Estudie la convergencia de las siguientes series.

(a) 3o 2t () X f5

) ¥ty (@) ¥

. Sea (a,) una sucesion de términos positivos y tales que ) a; converge. Demuestre que la
serie Y aj converge.

. Estudie la convergencia de las series
(a) Yosen (7). (c) > m
(b) LIn (55). (d) Y tan (5). ) S (VIETF— k).

. Sea ) a; una serie convergente con a; = 0y a # 1. Demuestre que las series ) 17—y

>~ 72%-son convergentes.

. Estudie la convergencia de las series

(a) ¥ A

(b) X ¢*k* paraa >0y g € (0,1).
ak

(c) X%

. Pruebe que las siguientes series son absolutamente convergentes.

(a) 3 ) (b) X (—1) e cona>1. () 3 (~1)F &
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10. Determine para que valores de a la serie Y a*k%s absolutamente convergente. las series

ay \/‘a|
_kyZTk

T son absolutamente convergentes
k

11. Estudie la convergencia de las siguientes series.

(@) ¥ e
(b) > (—1)"sen (}).
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Guia de Problemas

P1. (a) Analice la convergencia de la siguiente serie; en caso de ser convergente, calcule su valor
o0
1

— k(k+1)(k+2)

1 1 1 1

Indicacion: la i i = 5L '
ndicacton: Use la identidad k(k+1)(k+2) 2k + E+1 + 2(k+2)

% oy
(b) Use el Criterio de la Integral para analizar la convergencia de la integral / — dy.
1y

(c) Analice la convergencia absoluta y condicional de la serie Z(—l)
k=1

p 2k +1
k(k+1)

o0
ePm
P2. (a)(al) Demuestre que para todo namero real p, la serie — converge .
n!

n=1

1+ 32
(a2) Estudie la convergencia de la serie Z g

(b) Considere la funcion
f(z) = g — arctan(z), x> 0.

(b1) Demuestre que la serie Z a, de término a, = (—1)" f(n) converge.

n=0
oo

(b2) Calcule h’r+n x f(z) y utilice este resultado para demostrar que la serie Zan
T—>+00

n=0
definida en (b2) no converge absolutamente.

P3. Estudie la convergencia de las siguientes series:

0% (k%)k?

(b)z 11+ f)

para o > 1.

1
(c) Z arctan ( Th T k2) (Ind: demuestre que arctanz <z Va > 0)
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SEMANA 14

fcfm Ingenieria Matematica

Series de potencias

DEFINICION (SERIE DE POTENCIAS) Una serie de potencias es una serie en donde el término
general es de la forma ay, (z — o)".

No es dificil notar que la convergencia de estas series depende fuertemente del valor de x. Nosotros
nos concentraremos en el caso de series de potencias centradas en cero, es decir, consideraremos
solamente el caso o = 0.

Ejemplo 14.1.

Consideremos la serie de potencias > x*. Esta serie corresponde a una serie geométrica con razén
x. Sabemos que si |z| < 1 esta serie converge absolutamente y que si |z| > 1 diverge. Esto quiere
decir que en el intervalo (—1,1) podemos definir la funcién g (z) = >~ 2*. En este caso podemos
calcular el valor de la serie de modo que g (z) = 7= para z € (—1,1).

Al analizar el ejemplo anterior parece natural que si la serie converge para xy lo haga también para
x con |x| < |zo| y reciprocamente, que si diverge para xy también lo haga para valores de x con
|zo| < |z|.

La siguiente proposicién nos acerca a la respuesta.

Proposicion 14.1. Si la serie > apzk converge, se tiene que para cada a € (0, |xo|) y para todo
x € [—a,a] la serie Y azz® converge absolutamente.

DEMOSTRACION. Para x € [—a,a] y r =

n
anl @ < lan] l2o]" (| 2])" = laul lrol"

El término |a,z| es acotado (converge a cero) pues Y. aprh es convergente. Entonces, |a,z"| <
Mr™. El lado derecho es una constante por el término general de una serie geométrica con razéon
r < 1. Usando el criterio de mayoracién concluimos que la serie > apz® converge para todo
T € [—a,al. 0

=| la sucesion (|a,z"|) es mayorada por |a,z"| <
a
zo

14.1 Radio e intervalo de convergencia

Notar que la Proposicién nos dice que si > izt diverge entonces también diverge la serie
> aga® para |z| > |zo|. Definamos

R = sup {xo : Zakxlg < —i—oo}.

Este valor es finito si existe algiin x para el cual la serie Y aiz* diverge y vale +00 en otro caso.
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DEFINICION (RADIO DE CONVERGENCIA) Al valor R lo llamaremos el radio de convergencia

de la serie de potencias Y apz*.

La Proposicion nos asegura que para todo z € (—R, R) la serie converge y para todo x ¢
(—R, R) la serie diverge. Si aplicamos el criterio del la raiz n-ésima a la serie > azz* obtenemos

r = |z|lim |an|%.

1
Entonces, p = lim|a,|" es igual a % cuando R # 0 y vale cero cuando R = +o0, con lo que

tenemos una manera de calcular R basada solamente en (a,).

DEFINICION (INTERVALO DE CONVERGENCIA) Llamamos intervalo de convergencia I al con-
junto de reales = para los cuales la serie > az* converge. Tenemos que (=R, R) C I C [-R, R).

Ejemplo 14.2.
Dependiendo de la serie se puede tener que I = (-R,R), [ = (-R,R], [l = [-R,R) o I =
[—R, R].

Caso. I = (=R, R). 3 (—1)"z*. Para = € (—1,1) podemos aplicar el criterio de Leibniz y
concluir que la serie converge. En x = 1 la serie diverge y lo mismo ocurre para r = —1.
Entonces, el radio de convergencia de la serie es R = 1 y su intervalo de convergencia es (—1,1).

Caso I = (=R, R]. 3 (—1)*" % Para © = —1 la serie es > —+ que diverge. Para z = 1 la
serie es » (—1)k+1% que converge. Luego el radio de convergencia es R = 1 y el intervalo de
convergencia es (—1,1].

Caso [ = [-R,R). >, % Hacerlo como ejercicio. R =1, I = [—1,1).

Caso I =[-R,R]. >_ ﬁ—z Para x > 1 la serie diverge pues la sucesion fl—z diverge a infinito. Para
x = 1 la serie converge por lo que su radio de convergencia es R = 1. Ademas para x = —1 la
serie S (=1)" & converge absolutamente.

14.2 Series de potencias, integracion y derivaciéon

Dada una serie de potencias > azz* con intervalo de convergencia I, es posible definir naturalmente
la funcion

f:I—-R
(o] n
T — E apz” = lim g apz®
n—oo
k=0 k=0

Mostraremos a continuaciéon que esta funcion es integrable y derivable, y de manera facil a partir
de la serie de potencias original.
Veamos primero el siguiente teorema:
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Teorema 14.2. Sea Zakzk una serie de potencias con radio de convergencia mayor que cero.
Definiendo la funcion f como en (14.2)), se tiene que ella es continua en int(Dom f).

DEMOSTRACION. Como Dom f es un intervalo, entonces probar que f es continua en int(Dom f)
es equivalente a probar que

Vg € int(Dom(f)) NRY, f es continua en(—g,q).

Sea entonces ¢ € int(Dom f) NRY%. Definimos, para n € N, la funcion:

n

fulz) = Z apx”.

k=0

Luego

n n n n
@) £ Jona = D laellel* < D Janla = D Jana'].
k=0 k=0 k=0 k=0
n

Sean S, = Zaqu yS = Z laxg”|. Para n,m € N tales que n > m y x € [—q, g, se tiene

k=0 k=0
|fm(x) - fn(x)‘ = Z akxk
k=n+1

A
(]
5
5

En resumen, hemos probado que
Vo € [—q,q], Vn e N, Ym > n, |fm(x) — fulz)] < Sp — Sy
Haciendo m — oo, se deduce que
Vo € [—q,q], Vn €N, |f(z) — fu(z)| <S5 = S,. (14.1)
Usando esto probemos que f es continua en zy € (—¢, q), es decir
Ve >0, 30 >0, Ve € (—q,q) |r—x0] <0 = |f(z) — f(xg)] <e.
Veamos que para cualquier n € N,

[f (@) = fzo)| = [f(2) = ful@) + fu(2) = fulzo) + fulzo) — f(20)]
< [f(@) = fal)] + [fulz) = fulzo)| + | fulzo) — f(0)|
<S5 = Sul + [fulw) = fulwo)| + 15 = Sl
< 2[5 = Sul + [ fulz) = fu(wo)|
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Sea entonces ng € N tal que |S —5,,| < £, luego

17(2) = @) € %+ |fanle) ~ fuo(wo)]

Ahora, como f,,(x) es un polinomio de grado < ny, entonces f,,(x) es continua en xy, por lo tanto

>0, Ve R, |z—x0| <6 = |fulz) — fulz0)| < %
Con este § > 0, se tiene lo buscado, es decir
Vo € (—q,q), |v—x0/ <0 = [f(z)— f(zo)| <e. m

Gracias a este teorema, tenemos que la funcion definida por la serie de potencias es integrable en
int(7). Para ver que ademés es facil integrarla, debemos probar el siguiente resultado:

Proposicién 14.3. Sea >~ apx® una serie de potencias de radio de convergencia R > 0. Entonces
para todo p € Z, la serie S kPapa® tiene radio de convergencia R.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € (0, R), luego Y axq® converge absolutamente. Gracias al Teorema [13.9]
la sucesion (apq®) esta acotada, digamos |apg®| < C.
Luego para cualquier = € (—q, q),

k k
x x
|kPaya®| = |kPapg"—| < CkP |~
k
q q
Consideremos entonces la serie Y kPz*, llamando z = ‘§| Usando el criterio de la raiz n-ésima,

tenemos

Vipzk = 2 <W>p LNy
Es decir, si |z| < 1 entonces Y kPz* converge. Por lo tanto, > kPa,z® converge absolutamente si
z € (—q,q).
Como la serie Y kPagz® converge para todo = € (0, R), luego si el radio de convergencia de esta
serie es R*, entonces R* > R.
Aplicando el mismo razonamiento, a la serie de potencias Y. k7P - kPapa® = > k7Pa,z* (con
ar = kPay), obtenemos que R > R*. De donde se concluye el resultado. O

k

Observacion: Gracias a este ultimo resultado, si Y azz” tiene radio de convergencia R > 0,

k+1 . .. . .
=~ tiene también radio de convergencia R > 0.
1

Lo mismo sucede para la serie de potencias Y, -, kazz" 1.

entonces »

Probemos entonces que para integrar la funciéon definida por una serie de potencias, basta integrar
el término general de la serie.

Teorema 14.4. Sea ) apx® una serie de potencias, con radio de convergencia R > 0. Entonces
la funcion f definida como en (14.2)), es integrable en (—R, R) y

Vz € (—R, R), /Omf(t)dt:/ox(Zaktk)dt: agil.

k+1
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DEMOSTRACION. Gracias al Teorema [14.2] f es integrable.
Definimos, para n € N, como en el Teorema [14.2}

n
= E ak$k.
k=0

Se tiene que
k41

z r M n k+1
(1) dt = Fyar = S UL noe et
/of() /o<,§a’“ ) 2T 2T

Esto gracias a la observacion de la Proposicion [14.3]
Sea entonces x € (—R, R) y veamos

Oxf(t) dt—/;fn(t) dt‘ <

(1)~ o) dt\

/ £ |dt\

Y usando (|14.1)) en la demostracion del Teorema [14.2]

s]/ |s—sn|dt\s|x|rs—sn|%o.
0

Luego,

/fn dt—>/f ydt y /fn dt—)Zagil

y por unicidad del limite,
akx
t)dt =
JRCLE Y ==+ ;

Ademas, gracias a este ultimo teorema, se tiene la misma propiedad para el caso de la derivada.

Teorema 14.5. Sea > apz* una serie de potencias, con radio de convergencia R > 0. Entonces
la funcion f definida como en (14.2)), es derivable en (—R, R) y

Vo e (—R,R), f/( Zkakx

k>1

DEMOSTRACION. Gracias al Teorema m, la serie de potencias Zkzl kaiz*' es integrable en
(=R, R) y para todo z € (—R, R).

/ (Zkaktk 1) dt = Zakk_ S ot = f(x) o

k>1 k>1 k>1

fi(a ( / (Z agkt* 1) dt) > kaat ]

k>1 k>1

Luego
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Los resultados anteriores nos dicen que el radio de convergencia de una serie y el de la serie derivada
son iguales. Mas atin, lo mismo es cierto para la serie derivada por lo que también sera cierto para
las derivadas de cualquier orden. Entonces la funcion f (z) que se obtiene de la serie de potencias
es infinitamente derivable y todas sus derivadas tienen el mismo radio de convergencia.
Ademés se tiene que

fO )= k(k=1)-- (k= j) apa,

k>j

es decir, la serie que se obtiene al derivar término a término la serie de la funcién f representa la

derivada de orden j de f. De aqui que, fU) (0) = a;j!, y entonces el término a; de la serie que

f(j)(o)
7!

representa a f debe ser , es decir, aquel de la serie de Taylor para f en torno a cero.

Ejemplo 14.3.
1. Consideremos f (z) = e®. Sabemos que f9 (0) = ¢ = 1 para todo j > 0. Entonces

la serie candidata es ;- %. Dado cualquier 2y € R se tiene que » 2 7% existe pues
kE+1
k! : : . e :
(Zil)'zk = 735 — 0. Esto dice que el radio de convergencia es infinito y entonces la serie
0

converge para todo x € R. Utilizando las formulas del residuo para el desarrollo de Taylor
. k
es posible probar que para todo x € R, ¢* = )  77. De modo que no es novedoso que la

. . xk—l . :Ek
serie derivada ) | k%5~ sea igual a ) 7.

2. Busquemos una serie que represente a la funcion f (z) = /1 + z. Se tiene que f'(z) =
1 3
1(1+z) 2, f"(z) =—23 (14 2) 2 y en general

J’+111§...M(1+@—2€i

79 (@) = (-1 552

~ _ J41 1:3-+(2j—1) P _ J41 1:3-(25—1) . ;
Luego fU)(0) = (—1)"" =222 y el término a; = (—1) — ;- La serie }_ a;a’
1-3---(2j5+1)
13(25+1)
converge para |r| < 1 pues ;g |z =
27 51
convergencia es R = 1y el intervalo es [ = (—1, 1) pues la sucesion a no converge a cero.

(2j+1)
2(j+1)

|| — |z|. De modo que el radio de

Material Extra

14.3 Algebra de series de potencias

Las series de potencias se pueden sumar y multiplicar y los radios de convergencia de las series
resultantes estaran determinados por aquellos de las series originales.

Teorema 14.6. Dadas dos series de potencias > apx® y > bra* convergentes para xy. Entonces
la serie Y (ag + by) x* converge para todo x € (—|zo|, |zo]) y se tiene que Y (ay + by) 2% =
S apth 4+ e, Ademds, sicp = 5" a;be_; la serie . ca¥ converge para todo = € (— |zl |zo|)
y se tiene que Y cpat = (3 apz®) (3 bex).

DEMOSTRACION. Se deja como ejercicio. a
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Ejemplo 14.4.
Calculemos el producto <Z %’:) (Z %) El coeficiente ¢, = Zk% 1,. = Qk—]T Entonces,

Saat =3 (%CL,)IG = ¢?*. Natural.
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Guia de Ejercicios
1. Para cada una de las siguientes series se pide encontrar el radio y el intervalo de convergencia.

(a) X5 () ¥ g (i) 3okl
®) X g O gl

zk
(c) Zxkg}ﬁ (8) X5 con a>b>0.
k sen(k
(d) b (1+ )" (h) 3 ok tsenlt),
oo
2. (a) Determine la funcion e intervalo de convergencia asociada a la serie Z(—l)kx%.
k=0
— (DF
(b) Pruebe que arctan(x) = Z o 1” en (—1,1).
k=0

(c) Deduzca una serie para calcular 7.

> cos(t) = 2k
3. Demuestre que /0 fppye—Ty dt = kZ:O TR lz] < 1.

o si x| < 1.

NE

Indicacion: Recuerde que 1

il

0
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P1.

P2.

P3.

P4.

Guia de Problemas

(a) Para la serie de potencias

ab b
4 — 1)k
E (k+k2)(:v )¥ 0<b<a,

k=0

encuentre: Radio de convergencia e intervalo de convergencia. Estudie ademas la con-
vergencia en los extremos derecho e izquierdo del intervalo.

(b) Demuestre que

1 1 > & a’n
——dt = -1 .
/0 1+ a?t? §( )Qn—l—l

[e.9]

(a) Determine el intervalo de convergencia para la serie de potencias E Ea:k No olvide
. . k:1
analizar los extremos del intervalo.

T

=1
(b) Encuentre los valores de « € R para los cuales la serie Z z ( ) converge.
k=1

l1—2z

00 k
(c) Sea f: C CR — R la funcién definida por f(z) = Z% ( ’ > :

1—=z
k=1
1
(1—2)(1—2x)
(c2) Integrando, encuentre una expresion explicita para f(z).

(c1) Demuestre que f'(x) =

. . . (—1)k 1
(a) Analice la convergencia de las series N :
; kIn(k) ; K n(k)

xkz

kn(k)’

(b) Calcule el radio de convergencia de la serie Z
k>2

k
(c)(cl) Calcule el radio de convergencia R de la serie f(z) = Z k(kI+ S

k>1

(c2) Demuestre que para todo x € (—R, R) se tiene que (zf(x))" = =

1-z°
(c3) Demuestre que para todo z € (—R, R) \ {0} se tiene
1+ (1—2)(In(l —x) —1)
flx) = :
x
oo
(a) Determine la funcién e intervalo de convergencia asociada a la serie Z(—l)”x%.

n=0
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o _1 n
(b) Pruebe que arctan(x) = Z 2( +) 1
n

n=0

r* 1 en (—1,1).

(c) Deduzca una serie para calcular 7.

P5. Encuentre el desarrollo en serie potencias de las siguientes funciones y determine radio e
intervalo de convergencia.

(@) () = 5.

(b) fz) = 1—2)1+22)
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