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[e y observar]

. 1\"
Usando que en INTRO. AL CALCULO se estudié que, para n — oo, <1 + ) — ey que ﬂ% —1,si8 > 0
n

1 n
a) Calcule lim <1+2) :
n

n—oo

1 n
b) Demuestre que la sucesion (u,,) definida por u, := <1 + > no es acotada.

NG

c) Sear = Pe Q un namero racional (es decir, p,q € N con ¢ # 0). Asumiendo que la sucesion (¢,) definida
q

r\n
por t, = (1 + —) converge, demuestre que la subsucesion (tyy), = (tp,t2p, ) converge a e’.
n

[Reminiscencias]
Estudie la convergencia de las siguientes sucesiones, y/o sus subsucesiones:

n 5n
a) s, = arctan (nle” cos (n?)) b) u, = sin (%) +95 €) vn = <_1 T :L) d) m = 2?527;

[{Herencia?]|
Considere (u,) una secuencia de nameros reales.

a) (propuesto) Demuestre que si (ug2,) v (u2p+1) convergen al mismo limite, entonces (u,,) también converge.

b) Muestre que si las (ugy), (u2n+1) ¥ (usn) son convergentes, entonces (uy,) también lo es.

[Continuidad]
Utilizando la definiciéon de continuidad por limite, resuelva los siguientes problemas:

a) Demuestre que f(z) = \/x es continua para = € (0, 400).

b) (propuesto) Una funcion f es L-Lipschitz si existe una constante L > 0 tal que

[f(z) = f(y)| < Llz —y|

para todos x,y en el dominio. Muestre que toda funciéon Lipschitz es continua.
c) Justifique que f(x) = \/z es continua en x = 0 pero que no es Lipschitz en [0, 1].

d) Muestre que algunaﬂ de las siguientes funciones es continua, con f, g continuas:

i) j(z) =22 i) k(z)=1+ % iii) I(x) = 321 iv) M(z) = max(f,g)(x) v) m(x)=min(f,g)(x)

'iv) y v) quedan propuestas...
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P5. [Cerca]
Utilizando la caracterizacién de continuidad de una funcién con sucesiones:

142z, z < 1

. i.f es continua en z =17
2—z,z2>1

a) Considere la funcion f(z) = {

3 5 5
b) (propuesto) Si g(x) = % definida en R, muestre que g es continua.

P6. [Reparando ando]

a) Estudie la continuidad de las siguientes funcionesﬂ y reparelas en caso de tengan discontinuidades reparables
(es decir, que en un punto el limite exista, pero la funcién no esta definida o bien no coincide con el limite).
Para esto, primero defina el dominio de cada funcién, e identifique los puntos donde hay discontinuidades:

i) flz) = xa;hi(wl) ii) g(x) = 1+ zex iii)h(z) = mamrl(x)
" — n(l —z
V)F(2) = ln S v) G(z) = {1 ~ ) Vi)H(z) = + —

n—oo 12" + 1 In(1+ x) x  sin(x)

b) Determine el valor de las constantes a,b € R para cada funciénEl, de modo que sean continuas:

ebe_l
ba?, x <1 22 < x e <0
. - .e , L a
i) M(z)=qsin(a(z-1) _ H)J@)=qz+a iii)T(z) = {1, =0
@) 2 a2 sinzar)
T )

P7. [Acercamiento]
Sean a,b € R,a <b, f: [a,b] — R funcion continua, y (a,) sucesion en [a, b], no necesariamente convergente.

a) Si 1£>m f (an) =1, muestre que existe un xy € [a, b tal que f(xg) =1l

b) (propuesto) Si ademas (V x € [a,b] \ {zo}) : f(z) # [, concluya que (ay) converge a xo.

P8. [Buenas cotas|

Sea f: R — R una funcién continua, con un minimo global tinico en el punto T que satisface 11’1;1 f(z) = +o0.
T—>T 00

1
Si (z,) es una sucesion que tiene la propiedad (Vn € N) : f(z,) < f(Z) + —, entonces:
n

a) Pruebe que si la subsucesion Ty(n) converge a | € R, entonces [ =T.

b) (propuesto) Muestre que (z,,) tiene alguna subsucesion que converge a .

2Solo estudiaremos una, a eleccion de ustedes 8)
3Lo haremos solo para una de las tres opciones 0.0
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P9. [Constante]| (propuesto)
Sea f: R — R una funcion continua en 0 que satisface f(x) = f(2z) (V x € R). Muestre que f es constante.

P10. [Mas consecuencias| (propuesto)
Sea h: (0,+00) — R una funcién que satisface la relacion h(zy) = h(x) + h(y) (V 2,y € (0, +00)). Demuestre
que si h es continua en 1, entonces es continua en todo su dominio.

P11. [Naturalmente| (propuesto)
Sean f: R - Ry g: R — R dos funciones tales que (Vz € R) : |f(x)| < |g(x)| v g es continua en z = 0 con
9(0) = 0. Demuestre que f es continua en 0.

P12. [Cauchy] (muy propuesto)
Una sucesion de numeros reales se dice de Cauchy si y solo si:

Ve >0@3NeN)(Vm,n > N) = |sp, —sm| < €

El objetivo de este problema sera probar que una sucesion es de Cauchy si y solo si es convergente.

a) Demuestre que una sucesion convergente es de Cauchy.
b) Demuestre que las sucesiones de Cauchy son acotadas.
c) Demuestre que si una sucesion de Cauchy tiene subsucesion convergente, entonces la sucesion converge.

d) Concluya que las sucesiones de Cauchy son convergentes.

1
e) Si (z,) es una sucesion de niameros reales tales que |, — Tpy1| < on (Vn >1), i(z,) converge? Argumente.

Principales definiciones, propiedades y teoremas

Sucesion

N - R

., s:
Es una funcién de la forma .
n— s(n) = sy

Se puede entender como una lista ordenada de elemen-
tos, denominados términos, indexados en los nimeros
naturales, que siguen una regla especifica.

Otras formas de denotarla son: (s,), (Sn),, (Sn)pen
(Sn)nro © (Sn),>0, O también usando {}.

La imagen de n € N por s, es decir, s,, se denomina
término n-ésimo de la sucesion; por eso se utiliza la
escritura (s,) C R. Se acepta que una cantidad fini-
ta de términos de la sucesién no estén definidos, o sea,
que el dominio no sea exactamente N (esto ocurre, por
eiemplo. para evitar la division por cero u otro tino de
indefinicion).

Convergencia

Si una sucesion (s,) converge a un valor [ € R se escribe
sp — 1 y equivale a:

(Ve > 0)(TngeN) (Y > ng): |sn— 1| <e

O sea, que una sucesién converge a un valor si y so-
lo si para cualquier tolerancia, por pequena que sea,
se puede encontrar un punto en la sucesién a partir del
cual todos los términos que siguen son lo suficientemen-
te similares al valor (similitud es una interpretacion de
“estar cerca” o que la distancia en valor absoluto sea
pequena).
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Sucesion acotada

Una sucesion (s,) es acotada si y solo si
(IM>0)(VneN):|s,| <M.

O sea, una sucesion es acotada si crece de forma con-
trolada: todos los valores de la sucesiéon se mantienen
dentro de una banda fija, independiente de n.

Notacioén para funcién

f: A CR — R denota una funcién real f definida en
un dominio 4 C R.

Continuidad en un punto

Subsucesion

Sean (s;) una sucesiéon y ¢: N — N una funcion estric-
tamente creciente. Una subsucesion de (s,,), generada
por la funcién ¢, corresponde a la sucesion (s,(,))-

O sea, una subsucesién es una sucesion que toma ele-
mentos de una sucesion de forma ordenada y ascenden-
te.

Sean f: ACR — Ry a € A un punto fijo en el domi-
nio. Entonces f es continua en el punto « ssi:

(V (zn) CA) i zy —a = f(zn) — f(a)

O sea, una funcion es continua en un punto si la conver-
gencia de todas las sucesiones a valores en el dominio
con el punto como limite se preserva a través de la fun-
cion.

Herencia de convergencia a subsucesiones

Sean (s;,) sucesion y | € R. Entonces s, — [ si y solo si
todas las subsucesiones de (s;,) convergen a [.

O sea, el limite de una sucesion debe ser el mismo de
cada una de las subsucesiones, y el limite de cada una
de las sucesiones debe ser a lo mas el limite de la suce-
sidn, en caso de convergencia; méas fuerte atn: si alguna
de las subsucesiones tienen limites distintos, entonces
la sucesion no converge.

Continuidad en un conjunto

Teorema de Bolzano-Weierstrass

= Siuna funcién es continua en cada uno de los pun-
tos de un subconjunto del dominio, se dice que la
funcién es continua en el conjunto.

= Si dicho subconjunto es todo el dominio, se dice
que la funcion es continua (a secas).

Es importante hacer esta diferencia en el lenguaje por-
que la continuidad es una nocién puntual.

Toda sucesion acotada posee al menos una subsucesion
convergente.

Este teorema da una condicién para caracterizar el con-
trol de una sucesion: si no existe una subsucesién con-
vergente, la sucesién no es acotada; o bien, asegura que
si la sucesion no convergiese, en la medida que esté con-
trolada, se podré hallar una parte que si converge.

Caracterizacion epsilon-delta de continuidad (en
un punto)

Convergencia y acotamiento de una sucesiéon

» convergente —> acotada es V (por la definicion
de convergencia).

» acotada = convergente es F (por ejemplo, la
sucesion (—1)" es acotada pero no converge por-

que las subsucesiones son tal que (—1)2" — 1y
(=1 = —1, y 1#1).

= acotada = alguna subsucesién converge es V
(por el teorema de Bolzano-Weierstrass).

Sean f: ACR — Ry a € A un punto fijo en el domi-
nio. Entonces f es continua en el punto « ssi:

Ve > 0)(3d=0d() > 0)(VaeeA):
[z —a[ <6 = |f(z) - fla)| < e
— lim /(@) = f(a)

= lin f(z)= f(a) = lim_f(z)

Algebra y composicion de funciones continuas

Sean f: ACR — Ryg: BCR — R funciones conti-
nuas en z € ANB. Entonces, son continuas las funciones
ﬁ-fcon/BeR,f:l:g,f-gygcong(z);é(),ylacom—
posicion g o f (siempre que g sea continua en f(a), y
que f(A) C B).




