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1.1

electrostdtico

Cargas eléctricas. Aislantes y conductores

Entre las interacciones fundamentales existentes en la naturaleza, la primera en haber sido descu-
bierta y estudiada cuantitativamente fue la interaccion gravitacional, responsable de la mayoria de
los fendmenos que se observan a escala macroscopica.

Los movimientos de los planetas, asi como de cualquier cuerpo, estdn sujetos a la ley de Newton,
la cual se escribe en modulo como:

mymy
F=G—3s (1.1)

dos cuerpos con masas m; y mjy, puestos a una distancia r muy grande en comparacion a las
dimensiones de los mismos, interactiian con una fuerza cuya intensidad es proporcional al producto
de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia; donde las masas de los
cuerpos, de la cual depende la interaccion, pueden ser consideradas iguales a las masas inerciales, o
sea, aquellas que aparecen en la segunda ley de Newton: F=ma, G corresponde a la constante de
gravitacién universal, con médulo G = 6.67 - 10~'!N m? /Kg?.

Otra interaccién fundamental, que juega un papel esencial en la constitucién de la materia,
es la interaccion electromagnética, cuyas leyes fueron formuladas de manera cuantitativa entre
finales del siglo XVIII y la primera mitad del siglo XIX. Un aspecto particular de la interaccién
electromagnética es la fuerza eléctrica: cuyas propiedades se hablardn en los siguientes capitulos.

Las observaciones de los fendmenos eléctricos empezaron en el siglo VII a.C., cuando se
descubri6 que algunos materiales, como el &mbar y la ebonite, adquieren propiedades de atraer
objetos livianos al ser fregados. Estas observaciones fueron retomadas por W. Gilbert en el siglo
XVII, el cual, a través de un andlisis sistemadtico, encontrd y categoriz6 una serie de materiales que
presentan los mismos comportamientos. El 1lamé electrizados a los materiales que adquieren la
propiedad de atraer cuerpos livianos y fuerza eléctrica a la fuerza que se manifiesta (basandose en
el término electrén, que es el nombre griego del 4mbar).
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Hoy en dia, usamos el término de cargas eléctricas, las cuales constituyen los cuerpos, pasan
de un cuerpo a otro mediante roces y definen las fuerzas. Definimos:
* Aislantes: todos los cuerpos capaces de mantener la carga eléctrica.
* Conductores: todos los cuerpos que no mantienen la carga eléctrica. Ejemplos de estos
materiales son los metales y el cuerpo humano.
Después de las experiencias de Gilbert, se dedujo que existen dos tipos de cargas eléctricas: positiva
y negativa. Podemos por lo tanto resumir los resultados experimentales diciendo:
* Dos cuerpos aislantes ambos cargados con la misma carga (dos positivas o dos negativas) se
repelen.
* Dos cuerpos aislantes con cargas opuestas (positiva y negativa respectivamente), se atraen.
* En el proceso de roce entre dos materiales, existe un traspaso de cargas de un material a otro.

Electroscopio de panes

El electroscopio de panes es el primer instrumento construido para detectar y reconocer el estado
de carga. Consiste en dos hojas metélicas muy finas, de oro o aluminio, suspendidas por una varilla
metdlica. Para proteger las hojas de los movimientos del aire que alterarian su posicion, las hojas
estan contenidas en una campana de vidrio; la varilla sale de la campana a través de una tapa de
material aislante, por ejemplo, el &mbar.

Si se toca el extremo de la varilla con otra varilla cargada, las
dos hojas adquieren una carga determinada del mismo signo de
la varilla, por lo que tienden a divergir. El equilibrio estatico de
cada hoja (figura 1.1), caracterizado por un determinado dngulo
de flexién a, se alcanza cuando la resultante de las fuerzas que
actian sobre la hoja es nula. El instrumento puede completarse
con una escala graduada para la medicion del dngulo «. El
electroscopio permite reconocer el signo relativo de la carga de los IEHERS Cargado
cuerpos. Si, por ejemplo, tocamos el electroscopio previamente
cargado con una carga de un signo determinado con una varilla
cargada con el mismo signo la desviacion de las hojas aumenta, Figure 1.1: Esquema del elec-
mientras que si la carga de la varilla es de signo contrario la troscopio neutro y cargado.
desviacién disminuye.

Ejercicio 1.1 Dos esferas conductoras iguales, de masa m y carga ¢, estan suspendidas cada
una por un hilo largo /; en equilibrio los hilos estdn puestos de manera simétrica con la vertical,
cada uno con un dngulo . Calcular la relacién entre g y & y extender el resultado al caso en
equilibrio del electroscopio.

Solucion: Porque las esferas tienen masa, el prob-
lema nos estd indicando que tenemos que balancear
la fuerza peso de las esferas con la fuerza eléctrica
debido a las cargas. Como mostrado en figura, la
relacion entre la dos fuerza y el angulo o es

I3 2 7
tana = = = = ——
e Amer-mg  Amey (2lsina)” mg

Y

donde hemos utilizado r = 2/ sin @ la distancia entre las dos esferas. La relacién entre carga y
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angulo de separacion es

g=2lsina\/4wegymgtan. (1.2)

La relacién no es lineal, tampoco por dngulos pequefios g ~ a3/2. El resultado puede extenderse,
en una primera aproximacion, a las hojas de un electroscopio si se imagina que la carga de cada
hoja se concentre en el centro, a una distancia / del punto de suspension (en realidad la carga se
distribuye por toda la superficie de la hoja).

La sensibilidad no es alta: si se considera una sensibilidad de 0.1°, se comete un error rel-
ativo del 1%, que para una carga de 10~ C (valor tipico de este experimento) significa 10~° C.
El valor minimo de carga que se puede medir también es de este orden de magnitud. u

T
P T

¥

A

Figure 1.2: Electroscopio de panes de oro o pozo de Faraday.

Estructura de la materia

Los fendmenos descritos se explican de manera coherente con la hipétesis de la preexistencia de
las cargas eléctricas en los cuerpos; como sabemos la materia estd formada por tres constituyentes
elementales: el protén, el neutrén y el electrén. La carga eléctrica del electrén es la mas pequefia
observada en el laboratorio y se define como carga elemental —e (el signo pone en evidencia el
hecho que la carga es negativa). Todas las demds cargas son multiplos de —e. Esta situacién nos
dice que la carga eléctrica es una cantidad cuantizada.

Los tres constituyentes de la materia se unen para formar los dfomos. Precisamente, los
protones y los neutrones constituyen el nicleo (por la interaccion fuerte, otro tipo de interaccién
fundamental), el cual estard cargado positivamente; alrededor del niicleo se mueve un cierto nimero
de electrones producto de la fuerza eléctrica atractiva ejercitada por el niicleo. La configuracién de
los electrones estd determinada por las leyes de la mecédnica cudntica.

La composicién de un dtomo estd descrita por dos nimeros:

- numero atémico Z el cual proporciona el numero de protones de un dtomo;

- numero de masa A = Z + N, suma del numero de protones (Z) y el numero de neutrones (N).
En un atomo neutro, la carga eléctrica total debe ser 0, por lo tanto, el nimero de protones y
electrones debe ser igual.
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Las propiedades de la masa de un dtomo estdn representadas por su nimero de masa A; de
hecho, mas del 99,9% de la masa de un atomo se concentra en el nicleo. El tamafio de los ndcleos
oscila entre 10~ m (ntcleos ligeros) y 10~'* m para los niicleos mas pesados.

Los electrones de un dtomo, sobre todo aquellos més lejanos al nicleo, estdn levemente atraidos
por el nicleo, y por lo tanto faciles de quitar, esto crea la diferencia fundamental entre materiales
aislantes y conductores.

Las propiedades eléctricas del 4&tomo, por otra parte, se describen mediante el nimero atémico
Z; en particular, la configuracion de los electrones Z alrededor del niicleo determina la capacidad
de un 4tomo para unirse a otros 4tomos y, por lo tanto, sus propiedades quimicas.

En los materiales aislantes, los electrones estan fuertemente atados al niicleo, por lo que no se
pueden desplazar en el cuerpo. Esto produce que sea dificil transportar la carga eléctrica por un
aislante. A través de una particular accion local, como por ejemplo un roce con un lienzo de lana,
es posible dejar pasar desde un cuerpo C; a otro (3, en los puntos de contacto, un numero N de
electrones, y por lo tanto, una carga —q = N e; de esta manera, C, quedara cargado negativamente
en los punto de contacto con una carga —g = N e , mientras que C; estard cargado positivamente
con una carga g = Ne.

Como veremos en los capitulos siguientes, en un conductor aislado la carga se distribuye en
toda la superficie, con lo cual, el conductor se queda cargado. Cuando un conductor no se encuentra
aislado, por ejemplo, cuando estd conectado al suelo a través de la persona que lo sostiene en su
mano, la carga sigue distribuyéndose en toda la superficie del conductor disponible, pero como
la superficie de la tierra es mucho mas grande, la carga se distribuye en la tierra, por lo cual, el
conductor queda descargado (de facto muy levemente cargado).

Una caracteristica importante de un proceso eléctrico es que las cargas sélo se desplazan de un
cuerpo a otro, pero nunca se pierden, lo cual es llamado como principio de conservacion de la carga.
Este fenémeno estd verificado a cualquier nivel, ya sea macroscopico, atdmico o sub-atémico.
Podemos enunciar este principio de la siguiente manera:

Definiciéon 1.1.1 — Conservacion de la carga. En un sistema eléctricamente aislado, la
suma algebraica de todas las cargas se mantiene constante en el tiempo, o sea, se conserva.

Cuando a un 4tomo se le afiaden o se le quitan electrones se forma un ion negativo o ion positivo
respectivamente; en particular, el fenémeno de substraccion de electrones se llama ionizacion. Los
atomos de los metales tienen las propiedad de ser facilmente ionizables: uno o mds electrones en
los orbitales mds externos se portan como electrones libres; las propiedades conductoras de los
metales son consecuencia directa de estos electrones, que llamaremos electrones de conduccion.

Ley de Coulomb

La formulacién completa de la fuerza eléctrica se la debemos a Coulomb, quien efectud una serie
de mediciones sistemadticas en el afio 1785 para establecer la dependencia de la fuerza entre dos
cargas g y g» puestas a una distancia r. Coulomb establecié que tal fuerza eléctrica tiene médulo
igual a:

q192
2’

Fo—k (1.3)

enunciando que:
Definicion 1.2.1 — Fuerza de Coulomb. La fuerza eléctrica es directamente proporcional al
producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre las cargas.

La constante k que aparece en la ecuacién (1.3) depende de las unidades de medidas y del medio en
el cual estdn puestas las cargas, normalmente llamado dieléctrico.
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Las unidades de medidas de las cantidades vistas hasta ahora, segtin el sistema internacional,
llegan de la definicién del ampere [A] (unidad de la corriente eléctrica), puramente por razones de
precision de las mediciones. Para la carga eléctrica definimos el Coulomb, cuyo simbolo es [C], y
es igual a la carga transportada por una corriente de 1A en 1 segundo; la constante k serd

Nm?
k=8.98-10° — .
C2
Por razones précticas, que serdn aclaradas mds en adelante, es conveniente expresar la constante k
de la siguiente manera:

1

= 1.4
47 &y (1.4

donde la constante & serd denominada como la constante dielectrica del vacio con magnitudo
g =8.85-10712C2 / Nm?. De esta manera, la ecuacién (1.3) se escribe como:

I q1q
= . 1.5
¢ 4T ey r? (1.5)

La carga elemental tiene magnitud de e = 1.6022 - 10~'° C y por lo tanto 1C de carga equivale a
6.24-10'8 electrones (1 C dividido por la carga del electrén). En la tabla 5 se encuentran los valores
de las cargas y masas de: electron, protén y neutrdn.

Cargas y masas de los constituyentes fundamentales
Carga (O) Masa (kg)
electréon e | —1.60277335-101° | 9.10938975- 103!
protén p | +1.60277335-101% | 1.67262311-10~%’
neutrén n 0 1.67492866 - 10~%7

Table 1.1: Cargas y masas de las cargas de un dtomo

La forma vectorial de la ley de Coulomb se puede escribir como:

B L aa, (1.6)

¢ Ameg r?

donde r es la distancia entre las cargas y #, el versor direccion o sea el vector unitario (vector de
moédulo 1) en la direccion de r: sea i, = 7/r.

Si las cargas tienen el mismo signo, la fuerza tiene el
mismo sentido de i, y es repulsiva; si las cargas tienen
signos opuestos la fuerza tiene el sentido opuesto a i, y
es atractiva. La distancia r entre las dos cargas se expresa
en coordinadas cartesianas como:

r= \/(XO—X)2+(yo—y)2+(zO—z)2

mientras las componentes de i,, o sea los cosenos direc-
tores del vector 7, son:

Figure 1.3: Forma vectorial de la ley de
il Y=y DTz Coulomb
r ) r ) r )
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Campo electrostatico

Recordemos que las fuerzas que actian sobre una carga go debido a las cargas circundantes son de
carécter vectorial, por lo tanto, rige el principio de superposicion, también llamado principio de
independencia de las fuerzas simultdneas. Por lo tanto, la fuerza total sobre una carga corresponde

a la suma de todas las fuerzas eléctricas sobre la carga.

Para comprobarlo consideremos tres cargas puntuales, g1, g2 y go. La carga g ejerce separada-
mente una fuerza F; sobre la carga qo 1 mientras que la carga ¢, ejerce la fuerza F>; la fuerza total en
qo estd dada por la suma vectorial de F y Fs. Aplicando a cada fuerza la ecuacién (1.6) obtenemos:

I qiqo0 . 1 290 ,

F=F+F=
T T ane 2 dney 2

Generalizando la férmula anterior para un sistema de N cargas, tenemos

=

1 giqo . S 1ogi

F=
dmey r?

'MZ
i

i=1

Desde la férmula anterior, hemos puesto en evidencia que la fuerza resultante sobre gg es propor-

cional a gg, lo que nos permite definir otro vector

E=

S [

(1.7)

A este nuevo vector lo llamaremos campo electrostdtico y lo enunciaremos de la siguiente man-

cra:

Definicion 1.3.1 — Campo electrostdatico. El campo electrostitico E generado en un punto
en el espacio por un sistema de cargas en reposo es definido como la fuerza eléctrica F' que actda
sobre una carga de prueba g positiva puesta en aquel punto dividida por la carga go misma.

En los casos concretos, la carga de prueba go puede perturbar la
distribucién original, ya que ésta no puede estar formada por cargas
exactamente puntuales, o sea, sin estructura. Si por ejemplo las
cargas g; estdn distribuidas en esferas conductoras, gg puede alterar
la distribucion de cargas en la superficie de las esferas a través del
fenémeno de induccidn electrostatica. Si las esferas que llevan
las g; son de material aislante, gg no puede alterar la distribucién
de estas cargas, pero si puede producir un micro-desplazamiento
local a través del fenémeno de polarizacién de los dieléctricos (lo
estudiaremos mas adelante).

Por lo tanto, podemos escribir el campo eléctrico generado por

un sistema discreto de cargas, como:
E(x,y,2) = % %
l

HMz

Lo anterior nos dice que, fijando un sistema de cargas, se puede
asociar en cada punto P(x,y,z) del espacio un valor del campo
electrostdtico E (x,y,2), independiente de la presencia de una carga
de prueba gg. Cuando gg viene puesta en el punto P, ésta siente
una fuerza

F(x,,2) = qoE(x,,2) (1.8)

Y0)

+q

®
@g, ©

Figure 1.4: Suma de campos
eléctricos producidos por dos
cargas .
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Lo anterior puede ser interpretado como que el sistema de cargas es la fuente del campo elec-
trostdtico E ; la carga go interactia con el campo, aumentando la fuerza F ; la accién eléctrica entre
cargas que interactian a distancia, ocurre por interaccién del campo (la misma interpretacion viene
dada por la accién de la atraccion gravitacional con la introduccion del campo gravitacional G). En
figura 1.4 se muestra la suma vectorial de los campos eléctricos producidos por dos cargas sobre
una carga de prueba (nétense que campo electrico y fuerza electrica se suman de la misma manera
por la ecuacion (1.8)).

Unidades 1.3.1 — Campo eléctrico. La unidad de medida del campo eléctrico es claramente
newton/coulomb (N/C). Mas adelante veremos una unidad de medida equivalente mas utilizada
en la préctica.

Cdlculo del campo eléctrico por una carga puntual

El campo eléctrico producido por una carga puntual ¢; en el punto P(x, y, z) estd dado, en coorde-
nadas cartesianas, por

1 q1,

Ej=— 1.9
! 47'[8() r]2 tr ( )

cuyas las componentes cartesianas son

1 q
E.=———i 1.10
x, 1 47[801”%’/‘)6’ ( )
1 q
E,i=—=10 1.11
1 47r80r12”y7 ( )
L q
= — =1 1.12
z,1 4758()]"%141’ ( )

y donde r; = \/ (x—x1)>+ (y—y1)?>+ (z—z1)%. Acordamos que el versor #,, es un vector unitario
con direccidn igual a la direccion del vector 7;; por lo tanto, sus componentes serdn los cosenos
directores del vector 7

~ 7 ~ X—X — 71—z
iy, =L, um:{ LYon ‘} (1.13)

E producido por una distribucién continua

En la mayoria de los casos reales, las cargas eléctricas no estin localizadas en un dnico punto del
espacio, sino que estin distribuidas en una regién extendida. Estas distribuciones espaciales de
cargas son fuentes de un campo electrostatico; en las aplicaciones cotidianas no estamos interesados
en conocer el campo local que existe entre cada carga (tal campo no seria calculable por el gran
numero de contribuciones, ni tampoco medible experimentalmente), sino que estamos interesados
en el campo medio existente en puntos distantes de las cargas, puntos desde los cuales la distribucién
de carga estd vista como una distribucion continua. La distancia en cuestién, que puede ser también
pequeiia desde el punto de vista macroscépico, tiene que ser muy grande con respecto a la distancia
media entre las cargas elementales, la cual es del orden de 107! m.

Si la carga estd distribuida en un cuerpo C que tiene un volumen 7; se define la densidad
espacial de carga p(¥',y,7') a través de:

dg=p(x',y .7 )dt
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donde dt = dx'dy’dz’ es el volumen elemental alrededor del punto (x,y’,7')!. La carga total serd
q= /P(X’,y’,z’)df
T

extendido en todo el volumen; en general la densidad puede ser variable de punto a punto.
La forma diferencial del campo electrostatico, producido por la carga dg es

A

dq pdr_, (1.14)

dE = —
(x:3:2) 4megr? “r 47r£0r2u

donde ii, es el vector unitario desde dg y el punto P corresponde al punto donde se quiere calcular
el campo.

El campo resultante en el punto P(x,y,z) se calcula utilizando el principio de superposicion;
pero como la suma se extiende a un nimero infinito de contribuciones infinitesimales, se reduce a
una integral vectorial extendida a todo el volumen 7:

E(x,y,z)zél;&)/flgcﬁr, (1.15)
cuyas componentes estardn dadas utilizando los cosenos directores.

La (1.15) es una férmula general que, al menos en principio, permite calcular el campo en cada
punto P(x,y,z), dada la distribucion de carga caracterizada por la densidad p (x',y’,7’). Observamos
que en la integracion el punto P debe considerarse fijo: las variables de integracién son las
coordenadas x’,y’,7’ de los puntos donde se encuentra la carga. Como hemos mencionado en
los parrafos anteriores y como explicaremos mas adelante, en algunos cuerpos la carga tiende a
transportarse en la superficie ocupando una fina regién de espesor despreciable, del orden de las
dimensiones atomicas. En este caso y en otros andlogos la distribucién de la carga puede verse,
para el cédlculo del campo, como una distribucién superficial de la carga o(x’,y’,7') o hablaremos
de densidad de carga lineal A (x',y’,7’), si las cargas se distribuyen en una linea. Las cargas serdn
en cada caso:

dg = G(xlayl7zl)dz q:/c;(x/?y/?Z/)dZ
X

dg = AW g= [AYDae
¢
(1.16)
donde dX es el drea de la superficie infinitesimal al alrededor del punto de coordenadas (x',y’,7’),
sobre la cual estd distribuida la carga dg.
En el caso mds general, las densidades p, ¢, A son funciones del punto, es decir, no son

constantes dentro del dominio de integracién. Cuando son constantes hablamos de distribuciones
uniformes 'y se aplican las férmulas mads sencillas

g=pT; g=0L; qg=AL.

donde 7 es el volumen, X es la superficie y £ es la longitud del material cargado.

Unidades 1.4.1 Las unidades de medidas de las densidades de cargas son claramente: C/m?,
C/m? y C/m, para p, 6 y A respectivamente.

lestamos en coordenadas cartesianas.
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Ejercicio 1.2 Un hilo de longitud 2¢, paralelo al eje x, tiene una carga g uniformemente dis-
tribuida a lo largo de toda su longitud. Calcular el campo electrostdtico E enlos puntos del eje
del cable (eje y). Deducir la expresién del campo también para un cable infinitamente largo y
uniformemente cargado.

Solucién: La densidad de carga lineal, constante en todo el cable, viene dada por A = ¢/2/.
Cada elemento del hilo dx tiene una carga dg = Adx, y produce en el punto P(0,y) del eje,
distante y del centro del hilo, el campo infinitesimal dado por la ecuacién (1.26):

= dg Adx
dE(0,y) = i, = i,
(0,) 4megr? “ 4megr? u

el elemento de carga simétrico a dg con respecto al centro del
hilo produce en P un campo igual en modulo y puesto especu-
larmente con respecto al campo producido por dg, por lo tanto
las componentes x se suman anuldndose y las componentes y
se suman dando el campo en P

2 Adx
47[7807'2

dE(0,y) = dEy(0, y)di, = cos 81,

el campo resultante es la suma de todas las contribuciones
infinitesimales, paralelas y concordes; ademads, valen las sigu-
ientes relaciones trigénometricas

de
rcos@ =y, x=ytan0, dx:yiz.
cos” 6

Por lo tanto el campo es

dE(0,y) = cos 8d6i,

2meyy

La integral se calcula entre 8 =0y 6 = 6; = arcsin(¢/+/y> + ¢?) con y constante y:

A A

) rd, O 2
E(0,y) = — / c0s 0d0 = —2_sin@,
2reyy Jo 2meyy

y substituyendo

AL . q .
u, = Uy .
dmeoy /Y2 L2 2megy /Y L2

El resultado es vélido en cualquier plano que pase por el eje x, es decir, existe una simetria
cilindrica. Es facil comprobar, para confirmar el razonamiento basado en la simetria, que la
componente dE,, en P debida al elemento de carga dg es —A sin6d6/(4meyy), por lo tanto
la integral extendida a todo el hilo es nula. Observamos que el campo (1.17) no presenta
la dependencia 1/r* tipica de la carga puntual, justamente porque estd producido por una

E(Ovy) =

(1.17)
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distribucioén extendida. Sin embargo, si nos alejamos mucho del hilo (y > ¢ ), la (1.17) se
convierte en

q9 .

y coincide con el campo generado por una carga puntual g colocada en el centro del hilo: a
medida que aumenta la distancia, el hilo parece cada vez mas pequeifio, hasta confundirse con
un punto. Cuando el hilo es infinitamente largo resulta £ > y, tenemos

E(0,y<l) = 2::Lsoyﬁy‘
El campo electrostatico generado por un alambre indefinido cargado uniformemente es perpen-
dicular al alambre y constante en todos los puntos de una superficie cilindrica de radio y con el
alambre como eje. Esta situacion ideal se realiza en la practica con un cable de longitud finita en
puntos cuya distancia desde el cable sea mucho menor que la longitud del mismo cable. Notase
que en ningtin caso las dimensiones del campo electrostatico cambia. n

Ejercicio 1.3 Una carga ¢ se distribuye uniformemente en un anillo delgado de radio R. Calcu-
lar el campo electrostético en el eje del anillo.

Solucién: La densidad de carga, constante en el anillo, es A = g/2nR. Considerando dos
elementos diametralmente opuestos del anillo, cada uno con carga dg = Ad/, en los puntos del
eje tenemos la situacidn ya vista: las componentes a lo largo del eje x de los campos elementales
debidos a las dos cargas son iguales y concordantes, mientras que las perpendiculares se eliden.

El campo resultante en los puntos del eje es paralelo
al eje x y se calcula integrando la componente x de
cada elemento d/:

Al variar de la posicién de d/ sobre el anillo todos los términos de esta expresion se quedan
constantes y

A

- Adiy cos 6
27RI, .
4megr? e

E(x) = 0 |dl=
9= o

Porque 72 = R> +x* y cos 0 = x/VR2 + x2,

A

= AR
Blx) = X q X

= 2en b = Iy . 1.1
(x) 280(R2—|—x2)3/2u 47:30(R2+x2)3/2“ (1.18)

El campo es paralelo y concordante con el eje del anillo para x > 0, es paralelo y discordante
para x < 0y es nulo para x = 0 (en el centro del anillo). Para x > R

q .

E(x»R):WMx.

como si fuera una carga puntual. u
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Ejercicio 1.4 Un disco delgado de radio R tiene una carga g uniformemente distribuida sobre
toda su superficie. Calcular el campo E en el eje del disco. Extender el resultado al caso R
tiende al infinito.

Solucién: La carga estd contenida en el disco cuyo grosor es despreciable; la densidad de
carga superficial, constante en todo el disco, es 6 = ¢/7R>.

Aislemos, idealmente, una corona circular entre
r'y r+dr, comparable a un anillo, de superficie
dX =2mrdry carga dg = 6dX = 27wo rdr. Esta dis-
tribucion anular produce en el eje, a una distancia x
del centro, el campo dado por la (1.18):

= oXx rdr .
EW = et
qx rdr

2mey R? (r2 +x2)3/2 o

El campo total se obtiene sumando todas las contribuciones de los infinitos anillos que componen
el disco, o sea integrando r desde O hasta R (y con x constante):

E(x) GxA/R rdr ° (4 X . (1.19)
X)=—1u _— = — e e— Uy . .
29 “Jo (rP+x2)32 2g V2t+R)

Esta es la expresion del campo para x > 0, donde el campo es paralelo y concordante con el eje
x; para x < 0 el médulo es el mismo, cambia sélo el sentido, por lo tanto escribimos

= o || . q |x] R
Ex)=&—[1—-—— =F3 1— . 1.20
(X) 2g) ( \/x2+R2> th 271780R2 < v/ x2 _|_R2 Ux ( )

Y, como antes, para x > R el disco se ve como una carga puntual.

Cuando x — 0 los limites derecho e izquierdo del campo son distintos y valen

- o = (0

E+:T%ﬁx, 7:—712)(.

Al cruzar el disco, el campo tiene una discontinuidad

5 o= o,
E+ —F_= — Uy
€
Si ahora hacemos que R tienda al infinito, manteniendo o constante, obtenemos un plano

indefinido uniformemente cargado; el campo electrostatico, calculado pasando al limite en
(1.20), vale

= o
E=+—1,.
280ux

Queremos concluir este apartado con algunas observaciones. Los resultados obtenidos en
los ejemplos son vélidos para distribuciones de carga positiva: si la carga fuera negativa, sélo
cambiaria la direccion del campo, pasando a ser entrante hacia las cargas en lugar de saliente. Una
caracteristica comtn de los ejemplos mostrados es que las distribuciones de carga son uniformes.
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Esta eleccion se ha hecho por razones de simplicidad analitica, pero en la practica no es facil de
realizar, excepto con geometrias particulares.

Lineas de fuerza de E

La introduccién del concepto de campo electrostatico subraya que

la presencia de un sistema de cargas, desde el caso mds simple de

una carga puntual hasta el caso mas general de una distribuciéon

espacial, modifica el espacio circundante en el sentido de que una 0
carga de prueba gg colocada en cualquier punto se ve afectada por
la fuerza F = qOE , atribuida a la interaccidn con el campo (1.14).
Partiendo de una posicidon genérica y moviéndose por sucesivos
tramos infinitesimales, cada uno paralelo y concordante al campo
electrostatico en ese punto dado, se obtiene una linea que se llama
linea de fuerza o linea de campo: por lo tanto en cada punto esta -0
linea por definicion es tangente al campo y su direccién indica la

direccion del campo. Si se trazan varias lineas de fuerza, se obtiene

una representacion grafica global del campo en todo el espacio,

como veremos en los siguientes ejemplos.

En el caso de una carga puntual, las lineas de fuerza tienen Fjgyre 1.5: Lineas de fuerza
direccion radial con origen en la carga y son salientes de ella sies  ge cargas separadas.
positiva, entrantes si es negativa. En la figura 1.5 se observa que
las lineas se hacen mds gruesas a medida que uno se acerca a la fuente del campo y esto indica que
la intensidad del campo estd aumentando.

Podemos definir las propiedades de las lineas de fuerza, las cuales son:

a) Una linea de fuerza en cada su punto es tangente y concorde al campo en aquel punto.

b) Las lineas de fuerzas se hacen mds densas donde la intensidad del campo es mayor.

¢) Las lineas de fuerza nunca se cruzan, esto porque en cada punto el campo esta definido
univocamente y no puede tener dos direcciones distintas.

d) Las lineas de fuerza tienen origen en las cargas positivas y terminan en las cargas negativas;
en el caso que existan s6lo cargas del mismo signo, entonces las lineas de fuerzas se cierran
al infinito.

e) En el caso de que se tengan cargas de signo opuesto, pero de igual mddulo, todas las lineas
que empiezan desde las cargas positivas se cierran en las cargas negativas, algunas pasando
eventualmente por el infinito; si las cargas no son iguales en modulo, algunas lineas terminan
o llegan desde el infinito;

Un campo uniforme estd representado por lineas paralelas
(direccion y sentido constante) y equidistantes (médulo
constante). Desde la propiedad a), la cual establece el
paralelismo entre el tramo infinitesimal d/ de la linea de
fuerza y el campo E, se desprende la condicién de propor-
ciorlalidad entre las componentes d/ y las componentes
de E:

SN

SIS
AL

dx _ dy _ dz (1.21)
Ex(x,y,z) Ey(xvyaz) Ez(x,y,z)
las cuales pueden ser consideradas como definicién
analitica de las lineas de fuerza. Las ultimas forman
un sistema de dos ecuaciones que, integrado, proporciona las relaciones entre x, y y z, las cuales
definen una familia de curvas.

Figure 1.6: Lineas de fuerza: cargas
iguales.
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Aplicando las ecuacién (1.21) a la situacién tridimen-
sional mds simple, o sea, una carga puntual, tenemos:

dx _ dy _ dz ’ (1.22)
X —X1 y—»n i—2

integrando las dltimas desde un punto (xz,y2,z2) hasta un
punto (x,y,z), tenemos
X—X1 Y= X—X1 Z

— T8 (123)
X2 — X1 Y2 —)V1 X2 — X1 2 —121

las cuales corresponden la ecuaciones de una recta en
el espacio que pasa por el punto (x1,y;,z;) donde se
encuentra la carga y el punto genérico (x2,y2,22).

En la figura 1.6 estdn dibujadas las lineas de fuerza
del campo eléctrico por dos cargas iguales en signo y
modulo. En la figura 1.7 estdn dibujadas las lineas de Figure 1.7: Lineas de fuerza para sis-
fuerza del campo eléctrico por un sistema de cargas de  (omas de cargas distintas.
dos cargas distintas en signo e igual en modulo y para un
sistema de cargas de dos cargas distintas .

Movimiento de una carga en un campo electrostatico: experimento de
Rutherford

Supongamos de introducir una carga puntual g en una zona de espacio en la que existe un campo
electrostatico generado por un sistema de cargas en reposo, que no son perturbadas de ninguna
manera por la presencia de la carga. Esta carga, de masa m, estd sometida a la fuerza (1.8) y la ley
de la dindmica de Newton, en condiciones no relativistas, se escribe
2=
GE—mi — a=%T_94p (1.24)
a2 m

Integrando la anterior, podemos determinar la posicién y la velocidad de la carga, si conocemos la
posicién y velocidad iniciales. El problema no es sencillo porque, aunque el campo E sea constante
en el tiempo, no lo es en el espacio y la carga, al pasar en instantes sucesivos por distintos puntos,
estd sometida a la accién de un campo variable. Por supuesto, la solucién es mas accesible si
la dependencia del campo de las coordenadas permite una integracién facil. Por ejemplo, si el
campo tiene una dependencia radial k7 y la carga es negativa, esta siente una fuerza —kg7, y con
condiciones iniciales apropiadas, describe un movimiento arménico simple. El caso més sencillo
es, sin duda, el del campo uniforme, que analizamos en el siguiente ejemplo.

Ejercicio 1.5 Una carga g de masa m inicialmente en quiete en la posicién x = 0 se encuentra en
una region de espacio donde existe un campo electrostatico uniforme E paralelo y concordante
con el eje x. Describir el movimiento de la carga.

Solucién: En un campo uniforme la aceleracion es constante; si la velocidad inicial tiene
direccion hacia el eje x, el movimiento de la carga es lineal uniformemente acelerado con
ecuaciones por el espacio y velocidad

1
x(t) = xo +vot + iatz; v(t) =vo+at; V() =vi+2a(x—x),



20 Chapter 1. Campo electrostdtico

donde a = g E /m es paralelo a E si g > 0y antiparalelo si ¢ < 0. En particular, xo =0y vo =0

qE , qE 2 2qE
x(t)=—t7; v(t)=—t; Vv(t)=—x.
=L vo=Lr P
Si, por el contrario, la velocidad inicial formara un cierto 4ngulo con el eje x, el movimiento
tiene una componente uniformemente acelerada a lo largo del eje x y una componente uniforme
ortogonal al eje x, de modo que la trayectoria es una pardbola.
La variacién de energia cinética es

AE; = %mvz(t) - %mv% =ma(x—x9) =qE (x—x0) = F (x—xp),
Igual al trabajo de la fuerza (constante), como debe ser; nétese que AE; no depende de la masa
de la carga (pero si de la velocidad). En el caso propuesto, la carga positiva parte de la posicién
x =0y llega a la posicién x después de un tiempo t = \/2mx/gE con velocidad v = \/2qE x/m
y energia cinética gE x . Si ponemos una particula de igual masa e igual carga, pero negativa,
con velocidad cero en la posicion x, llega al origen en el mismo tiempo y con la misma velocidad
en modulo; la energia cinética también es la misma y de hecho el trabajo de la fuerza eléctrica
es el mismo en los dos casos (si g hubiera tenido velocidad inicial vy, —g habria tenido —vy).
Este es el caso particular de un hecho general, que estd contenido en (1.24): un campo dado
acelera una carga ¢ y decelera una carga —g con las mismas condiciones iniciales, pero acelera
una carga —q que se mueve en la direccion opuesta. Una vez determinada la trayectoria de
una particula con carga positiva en un determinado campo, esa misma trayectoria puede ser
recorrida en sentido contrario y con la misma velocidad por una particula con la misma masa y
carga opuesta, siempre que se elijan adecuadamente las condiciones iniciales. u

El ejemplo que acabamos de ver demuestra el uso de campos electrostaticos para acelerar particulas
cargadas: histéricamente, este fue el primer método que funciond. Volveremos a tratar este tema
en capitulos siguientes. Un caso dindmico muy particular, pero extremadamente importante, es
el del movimiento relativo de dos cargas puntuales sometidas a su interaccién mutua, que, para
velocidades muy inferiores a la de la luz, viene dado por la ley de Coulomb. Si las cargas son de
signo contrario, la fuerza es atractiva y tenemos una situacion andloga a la de dos masas sometidas
a la interaccién gravitatoria, que retomaremos en el parrafo 2.3 para describir el primer modelo
atémico, el de Bohr (1913), y sus modificaciones debidas a Sommerfeld. El caso de las cargas del
mismo signo también tuvo una aplicacion histérica fundamental por parte de Rutherford (1911),
que describimos brevemente.

Experimento de Rutherford

En esa época, no se sabfa como se distribuian las cargas eléctricas en el 4tomo. Un modelo,
debido a Thomson, sugeria que las cargas negativas, los electrones, se distribuian dentro de una
esfera cargada con un radio igual al del 4tomo. Una consecuencia de esta estructura, que podemos
intuir cualitativamente, es que una carga lanzada contra a un atomo no debe ser muy desviada
de su direccién de incidencia debido a la interaccion eléctrica con los constituyentes atémicos.
Suponiendo que la masa de la particula cargada del proyectil sea mucho mayor que la del electrdn,
en las interacciones con este ultimo la carga experimenta aceleraciones casi despreciables, mientras
que en las interacciones con los constituyentes positivos los efectos de muchas interacciones
sucesivas se compensan por término medio con el resultado de que suelen provocar pequefias
desviaciones y practicamente nunca desviaciones importantes (la desviacién global resulta del
hecho de que las aceleraciones debidas a las interacciones individuales no son en general paralelas
a la velocidad). Por lo tanto, al cruzar un espesor finito de material, el efecto global deberia ser
pequeno.
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Una primera comprobacion experimental se realizé bombardeando 1dminas metélicas sutiles,
oro, plata, cobre, con un espesor del orden de 0.1 um = 10~7m, con particulas ¢, con carga 2e
y masa unas cuatro veces la del protén, emitidas con una determinada energia cinética desde
una fuente radiactiva y debidamente colimadas en direccién (hoy sabemos que la particula o
estd compuesta por dos protones y dos neutrones y es idéntica al nicleo del d&tomo de helio). Se
comprobd que las desviaciones eran, en promedio, de aproximadamente 1°, pero que un cierto
nimero de particulas ¢, muy superior al esperado, sufria desviaciones considerables, incluso
superiores a 90°.

Para explicar los resultados experimentales
que iban en contra del modelo de Thomson,

Rutherford propuso un nuevo modelo en el que

la carga positiva (ntcleo), en lugar de estar dis- Y

tribuida por todo el volumen del 4tomo, se acu- Vo
mulaba en el centro, practicamente en forma /
de punto, mientras que la carga negativa trans- / ol

portada por los electrones ocupaba todo el vol-
umen del 4&tomo. En la mayoria de los casos,
las particulas que atraviesan la ldmina pasan
lejos de los nicleos y sufren pequefias desvia-
ciones, pero si la trayectoria pasa muy cerca de
un nucleo, debido a la fuerza de Coulomb, la
interaccién puede ser muy violenta y provocar
una gran desviacién. Cuantitativamente, con-
sideremos una particula ¢ con energia cinética
E; = 1/2mv? que inicialmente se mueve a lo
largo de un eje paralelo al eje x: en la figura 1.8 se muestran tres instantes particulares, cuando la
particula estd a una distancia —oo, cuando estd cerca del nicleo, cuando estd a una distancia +co. La
desviacién es causada por la fuerza eléctrica repulsiva que vale en médulo F = 2Ze? /4megr?, si Ze
es la carga positiva del nicleo. Esta fuerza central es conservativa y, por lo tanto, el momento angu-
lar (con respecto al centro de la fuerza) y la energia mecdnica se conservan durante el movimiento,
que tiene lugar en un plano. En el instante inicial la energia coincide con E} y es positiva: estamos
en el caso en el que la trayectoria es una “hipérbola”. Supongamos que el nicleo tiene una masa
mucho mayor que la de la particula, por lo que puede considerarse estacionario durante el proceso
(en caso contrario, aplicaremos el concepto de masa reducida).

Figure 1.8: Experimento de Rutherford

La conservacion del momento angular conlleva la igualdad

de

2

mvob = mr-—
0 dr ’

donde en el segundo miembro tenemos la expresién genérica del médulo del momento angular de

un punto que describe un movimiento plano; mvob es el momento angular inicial y b es el pardmetro

de impacto.

La ecuacion del movimiento en el eje y es

dvy ) 2Ze?
mng‘y:FCOSO/:FSIHGZW

sin 6,
y expresando 72

dv, 2Ze* . d6
—— = ———5in6—
dr dregmvob dr
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Podemos eliminar el df e integrar

Vo sin ¢ 2702 [0}
dvyy=—— in6do,
/0 vy 477.780171\/0[9 /n st

de hecho, a lo largo del eje y, la velocidad inicial es nula y la velocidad final es la componente y de
vo (podemos decir esto porque la energia mecénica final es toda cinética y coincide con la inicial:
la velocidad de la particula & es la misma en médulo): el 4ngulo polar 6, medido con respecto al
eje positivo de x varia de 7 a ¢ pasando de —eo a +oo. Por lo tanto

276>

— (1
dregmvob (1+cosg)

vosing =

y por la identidad trigonométrica

sing (¢
1 +cos¢ _tan<2>

tenemos

0 2Ze* 1
tan| - | = ————.
2 47t80mv(2) b

que conecta el pardmetro de impacto b con el dngulo de difusién ¢ en el choque de la particula o
con el nicleo de carga Ze y masa mucha mds grande. Se puede notar que si b es muy pequefio, es
posible encontrar valores muy grande de ¢; al limite de b — 0, ¢ — 7, la particula & vuelva atrés.

El pardmetro de impacto de cada choque no es controlable experimentalmente, pero no es dificil
calcular la probabilidad de desviacién que es proporcional al producto ns, si n es el nimero de
4tomos por unidad de volumen de la hoja de espesor s, a la cantidad (2Ze?/ 47180mv(2))2 y ala funcién
1/ sin* ¢ /2; eso quiere decir que la fraccién de particulas o desviadas de un dngulo ¢, a paridad de
caracteristicas del objetivo y a paridad de energia cinética, es proporcional a [sin*(¢ /2)] .

Todas estas predicciones del modelo de Rutherford fueron verificadas con precision por Geiger
y Marsden en 1913, encontrando plena concordancia con los resultados experimentales. El experi-
mento de Rutherford tiene una importancia capital en la historia de la fisica moderna, no sélo por el
descubrimiento de la estructura nuclear del d4tomo, sino también porque ha dado origen a un método
de investigacién todavia tnico, que consiste en estudiar las estructuras nucleares y subnucleares y
las interacciones entre sus constituyentes a través de las colisiones entre un proyectil y un objetivo:
de las caracteristicas de estos procesos de difusién (o dispersién, como se llaman en inglés) se ha
derivado practicamente toda la informacién que poseemos sobre los fenémenos subatémicos.

En 1919, el propio Rutherford provoco las primeras reacciones nucleares artificiales utilizando
particulas o como proyectiles. En aquellos afios, se comprendié no sélo que era importante disponer
de diferentes tipos de proyectiles y objetivos, sino también que era necesario operar con energias
variables y controlables, lo que impulsé el desarrollo de aceleradores de particulas, cuyos primeros
ejemplos, basados en la utilizacién de campos electrostaticos, entraron en funcionamiento alrededor
de 1930.

Experimento de Millikan
En los parrafos anteriores hemos dicho que una de las propiedades de la carga eléctrica es de estar
cuantizada, es decir que es siempre multiplo entero de un determinado valor minimo, llamada carga
elemental, que corresponde a la carga que llevan el electrén y el protén.

Las mediciones realizadas por Millikan entre 1909 y 1917 han permitido determinar el valor de
la carga elemental; a partir de ésta, y conocida por otros métodos que discutiremos mds adelante la
relacién e/m entre carga y masa del electron, se ha podido derivar el valor de la masa del electrén.
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En la figura 1.9 se muestra esquemdticamente la instrumentacién. Entre dos discos A 'y B
es posible establecer un campo eléctrico, del orden de 10° N /C, dirigido, por ejemplo, de arriba
abajo y uniforme en la zona central (la distancia entre los discos es unas diez veces menor que el
didmetro). Las gotas de aceite, rociadas con un atomizador (pulverizador), pasan a través de un
orificio en la placa superior A, algunas de las cuales se cargan, normalmente de forma negativa, al
rozar con la boquilla del pulverizador. El espacio entre los discos estd convenientemente iluminado
y el movimiento vertical de las gotas, que se produce en el aire, se observa con un microscopio
equipado con un ocular micrométrico: asi es posible medir el espacio cubierto por una gota en un
tiempo determinado y, por lo tanto, su velocidad de caida. Todo estd controlado termostaticamente
para evitar movimientos convectivos en el aire debido a los gradientes de temperatura.

En ausencia de campo eléctrico la ecuacién
de movimiento es

/
ma=mg—6mnrv;
Atomizador

para producir
gotas de aceite

Gotas de aceite
donde m es la masa del gota, m'g es la fuerza :
peso que actda sobre la gota, corregida por el

Rayos X

empuje hidrostatico lonzanelaire | g — >

(+)

Cargas (-) quedan
en las gotas . Microscopio

Gota roja

4
m/g = (p - pa) gﬂ:r?’g, (IL’ \ / en observacion

con p la densidad del aceite, p, densidad del
aire, r radio de la gota. El término proporcional
a la velocidad representa la resistencia del aire,
cuya viscosidad es 1 (ley de Stokes). A régi-
men, cuando la resistencia iguala la fuerza peso,
el movimiento es lineal uniforme con la veloci-
dad

Figure 1.9: Experimento de Millikan.

_ m'g _2(p—pa)sr’
6mnr 9n ’

Vo

desde la medicion de vy se puede calcular el radio de la gota; valores tipicos son vo ~ 1 mm/s,
re~lum=10"%m.
Cuando se aplica un campo eléctrico la ley del movimiento es

ma=m'g—qE —6mnrv,

si la carga es negativa y el campo va hacia abajo (como mencionado); a régimen la velocidad de
caida es

b= m'g—qE - qE
6nnr 6nnr’

(1.25)

menor que el anterior porque en la situacién descrita la fuerza eléctrica frena el movimiento; con el
valor mencionado del campo, v; ~ 0.1vg ~ 10~ m/s =0.1mm/s.

Hay que observar que variando el valor del campo se puede hacer bajar mas o menos ripida-
mente la gota o mantenerla firme o hacerla subir; asi se pueden ejecutar con la misma gota mads
medidas de velocidad y por lo tanto de la carga que posee la gota, segtin la ecuacién (1.25).

Si se irradia el aire con la radiacién emitida por una fuente radiactiva o con rayos X, se produce
el fenémeno de la ionizacion y en el aire se forman iones positivos (dtomos que han perdido
electrones a causa de la radiacién) e iones negativos (dtomos que han capturado los electrones
liberados por la radiacién, normalmente iones de oxigeno).
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Observando el movimiento de las gotas, se ven ocasionalmente cambios bruscos en la velocidad
v1, que pueden atribuirse a cambios en la carga de la gota que ha capturado algunos iones en su
movimiento. O bien, si la gota estd equilibrada, es decir, estd en equilibrio estético, se observa que
a veces empieza a moverse repentinamente hacia arriba o hacia abajo, siempre por la captura de
uno o varios iones. En ambos casos, desde la ecuacion (1.25), se deduce que, en médulo

AV] =

67N rAq ’

En particular, en el caso de las gotas en equilibrio, la medicién del cambio de velocidad da el valor de
la carga de los iones capturados, independientemente de la carga preexistente de la gota. Haciendo
un gran ndmero de mediciones en una determinada gota y repitiendo la experiencia con otras varias
gotas, Millikan descubri6 que la velocidad siempre variaba de forma discreta, indicando cambios
discretos en la carga, y que las cantidades calculadas Av; eran siempre expresables como pequefios
multiplos enteros de un valor preciso, es decir como Ag=neconn==+1,+2,.... Ademas también
las cargas de las gotas, medidas en ausencia de radiacién, siempre fueron mdltiplos de la misma
cantidad y con n mayor (10 = 100). Estas mediciones se realizaron también con gotas de glicerina
y mercurio y todas dieron el mismo resultado. En conclusién, tanto las cargas de los iones como las
que se forman por rozamiento en materiales aislantes o conductores, ya sean positivas o negativas,
son siempre multiplos de una carga elemental.

En el curso de sus mediciones, Millikan descubri6 que la ley de Stokes en su forma habitual
no se aplica si el radio de la gota es tan pequefio que se aproxima al camino libre medio de las
moléculas, que en el aire a presién atmosférica es de ~ 10~" m, es decir, si el medio no parece
continuo para la gota que cae. Obtuvo datos consistentes sustituyendo

v
vV — H_j )

rp
la velocidad de caida se corrige en términos del radio de la gota y de la presion del aire; k es una
contante que se determina experimentalmente. El valor actual de e es solamente 0.6% mayor del
valor medido con el método descrito. La diferencia ha sido atribuida al valor de la viscosidad del
aire utilizada por Millikan.

Comentarios conclusivos

En este parrafo haremos algunos comentarios sobre los temas tratados.

El primer concepto nuevo que hemos encontrado es el de carga eléctrica. Podemos decir que
la carga de un cuerpo caracteriza la intensidad de la interaccion eléctrica sufrida por el cuerpo
y en este sentido seria espontdnea la comparacién con la masa, que caracteriza la intensidad de
la interaccidn gravitatoria: el comportamiento de un cuerpo con respecto a las dos interacciones
diferentes depende de la masa y de la carga. Sin embargo, hay otra caracteristica conectada a
la masa que es independiente del tipo de interaccion: segun la ley de la dindmica de Newton, la
masa expresa la respuesta de un cuerpo a cualquier fuerza, es decir, la inercia del cuerpo. Sélo
experimentalmente se comprueba que la masa inercial es igual a la masa gravitatoria. El papel de la
masa parece, por lo tanto, doble al de la carga.

Las propiedades especificas de ambas cantidades son muy diferentes. La carga eléctrica tiene
dos signos, estd cuantizada, se conserva y es invariante relativista, es decir, tiene el mismo valor en
cualquier sistema de referencia. La masa sélo tiene un signo. No estd cuantizada y no se conserva:
al igual que la carga, es invariante relativista (una particula tiene la misma masa en cualquier sistema
de referencia). Sin embargo, hay que destacar que algunas de estas propiedades s6lo se manifiestan
claramente en los fendmenos microscépicos. Si consideramos, por ejemplo, la cuantizacién de
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la carga, ésta es evidente a nivel atémico y subatémico, pero se vuelve inaplicable cuando el
valor de la carga es tal que no se pueden medir variaciones del orden de la carga elemental (en el
experimento de Millikan el limite estaba cerca de 200¢). De consecuencia, en los experimentos
electrostaticos normales, las cargas usadas no muestran su naturaleza discreta. Por otra parte, la
conservacion de la carga se manifiesta siempre, tanto en los procesos elementales, como en los
fenémenos macroscdpicos, en los que, dentro de los errores de medicidn, la carga total de todos los
cuerpos participantes permanece constante.

En el caso de la masa, la no conservacidn es evidente sélo cuando pueden tener lugar trans-
formaciones de masa en energia: por ejemplo, se realizan facilmente reacciones entre nicleos o
entre particulas subnucleares en las que en el estado final hay componentes diferentes de las que
aparecen en el estado inicial y la masa total no es la misma. Sin embargo, cuando se consideran los
fendmenos macroscépicos ordinarios, como en el estudio de la dindmica de los cuerpos sélidos o
de las propiedades de los fluidos, no se dan las condiciones para las transformaciones de masa en
energia o viceversa (tipicas de los fenémenos nucleares y subnucleares) y, por lo tanto, la masa
se conserva: esta conservacion se observa para cuerpos individuales o, si se producen cambios de
fase o reacciones quimicas, para todo el sistema. El hecho de que la masa no esté cuantizada es, en
cambio, una caracteristica que se manifiesta a cualquier nivel.

Un concepto fundamental en el estudio del electromagnetismo es el de campo, introducido por
el momento como campo estatico debido a una distribucién de cargas. En esta fase inicial, el campo
aparece como una cantidad formal, ttil para separar en la férmula de la fuerza la contribucién
de la fuente (el campo) y, por lo tanto, para escribir la fuerza como interaccién de una carga
con un campo. De hecho, en los casos estdticos o lentamente variables, el campo es inseparable
de la fuente: veremos mds adelante que, en cambio, en el caso de los fendmenos rapidamente
variables que implican la emisién de ondas electromagnéticas, un campo que se propaga adquiere
una realidad fisica independiente de la fuente.

La presencia del campo es detectable exclusivamente a través de una interaccién, por ejemplo
la fuerza subida por una carga, y esta es una nocién basica, vélida tanto para el campo elec-
trostatico como para el campo magnetostitico que se introducird més adelante, y para los campos
electromagnéticos variables en el tiempo.

La ley que expresa la fuerza eléctrica entre cargas estacionarias o que se mueven con baja
velocidad es la ley de Coulomb, de la que ahora queremos destacar dos aspectos interesantes. La
dependencia ~ 1/r? implica que para r — 0 la fuerza tiende al infinito, lo que no tiene sentido
fisico: esto significa que la carga verdaderamente puntual no es un objeto real. No tenemos ninguna
dificultad en admitir esto para los cuerpos macroscépicos, que obviamente nunca son puntuales.
Sin embargo, en la naturaleza existe el electrén cuyas dimensiones son inferiores a 10~'" m y que
lleva la carga elemental e: es por definicién un objeto puntual cargado. Esta dificultad conceptual,
insuperable en la fisica cldsica, sélo se ha resuelto en la electrodindmica cudntica.

Otra caracteristica tipica de la ley de Coulomb, asi como de la ley de gravitaciéon de Newton,
es la llamada accién a distancia: la interaccion tiene lugar sin ningtin contacto entre los cuerpos
(piénsese, por ejemplo, en el experimento de Rutherford, pero también en las fuerzas de atraccién
o repulsién entre dos cuerpos cargados distantes o en la atraccién entre cuerpos celestes). Esta
propiedad parece muy diferente de las de otras fuerzas que se estudian en mecénica, como las
fuerzas que empujan o tiran los cuerpos, o las fuerzas de rozamiento, o viscosas, que son todas
fuerzas que no se manifiestan a distancia. En realidad, esto se debe a que la materia es neutra, pero
cuando, por ejemplo, se empuja un cuerpo, las distribuciones electrénicas de los atomos del objeto
que empuja y del cuerpo tienden a acercarse mucho y se crean fuerzas eléctricas repulsivas que dan
lugar a la fuerza realmente observada. Este es el sentido del contacto a nivel macroscépico, que es
una accién a muy corta distancia.

Una tltima observacion: en los experimentos electrostaticos descritos anteriormente y en los de
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los capitulos siguientes, se hace generalmente referencia a los cuerpos sélidos, y la experimentacién
con éstos es realmente més facil: en particular, los conductores son tipicamente metales en fase
s6lida. No es fécil experimentar con fluidos (aparte del caso muy especial del experimento de
Millikan) y, por otra parte, en las aplicaciones practicas, las cargas suelen ser transportadas por
metales, mientras que los fluidos se utilizan principalmente como aislantes. De hecho, desde el
punto de vista de la subdivision en aislantes y conductores, los liquidos, con la notable excepcién
del mercurio, son aislantes (tan buenos como algunos aceites o no tan buenos como el agua) y lo
mismo para los gases. Tanto los liquidos como los gases pueden convertirse en conductores por
electrolisis e ionizacion, respectivamente.

Ejercicio 1.6 Un hombre de masa 70Kg, aislado de la tierra, posee una carga —q que, en este
ejemplo, estd concentrada en un punto a distancia »r = 1m del suelo. Se deposita en el suelo una
carga g de manera que la distancia de la carga a —q sea de r. Calcular el valor de g de manera
que la fuerza eléctrica entre las cargas sea igual al peso del hombre.

Solucién: Tenemos que calcular la carga g estableciendo la igualdad entre la fuerza peso
y la fuerza eléctrica

1 4
mg=-—-—
d 4mey r?
por lo tanto, despejando g se obtiene que ¢ = \/4meymgr? = 2.76 x 10~*C. Como la carga
negativa es producto de los electrones, el cuerpo del hombre presenta un exceso de electrones,
los cuales poseen una masa. Calculando la cantidad de electrones que posee el hombre se tiene:

2.76-1074
N=T1_

e 16-10-19 = 1.73 - 10Pelectrones

Por lo tanto, la masa de los electrones en exceso es de Nm, = 1.58- 10~ kg, lo cual es
completamente despreciable con respecto a la masa del hombre!

El ejemplo, que es debidamente paraddjico, indica que si los cuerpos no fueran neutros,
sino que tuvieran un exceso de carga (aunque extremadamente pequefio), la fuerza eléctrica
cancelaria completamente la fuerza gravitacional. De hecho, la fuerza gravitacional, responsable
de la formacién de estructuras de las galaxias, estrellas y planetas, ha podido manifestarse
solamente cuando la fuerza eléctrica ha disminuido, o sea cuando los protones, electrones y
neutrones se unieron para formar los 4tomos neutros. u



La expresion

F =qE

que expresa la fuerza sobre una carga de prueba g en un campo eléctrico, es valida cuando las
cargas que generan el campo estdn en reposo y son constantes y cuando la carga gg estd también en
reposo o se mueve sin perturbar la distribucion de las fuentes. El término electrostético se utiliza
para evidenciar esta situacién de inmutabilidad.

Mas adelante veremos que cuando en una carga ¢gg actia
una fuerza F de cualquier naturaleza, no necesariamente elec-

trostatica, siempre podemos definir un campo eléctrico E, que F=aqE B E
se llamara campo electromotor, dado siempre como la razén

entre la fuerza y la carga de prueba. Por lo tanto, en toda gener- ds

alidad podemos decir que la fuerza que actiia sobre una carga

(y por eso se seguird llamando fuerza eléctrica) se expresa ”

siempre como el producto de la carga qo por un determinado
campo, o sea, valdré siempre la expresién F = goE.

El trabajo de la fuerza F por un desplazamiento elemental
ds (es un elemento de linea) de la carga ¢q esta dado por

dW; = F -d5' = goE - d5 = qoE cos 0 ds
Figure 2.1: Trabajo de una fuerza

donde 6 es el angulo entre el campo E y el desplazamiento eléctrica.

ds, véase la figura 2.1. Por un desplazamiento finito desde el
punto A hasta el punto B en el camino Cj, el trabajo estd dado por

W1 = dW1 = ﬁdfz q0 Edf (2.1)
C C G
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correspondiente a la integral de linea del campo EenC). Esta integral, o sea la razén W, /o entre
trabajo y carga de prueba, define la tension eléctrica entre los puntos A y B relativa al camino Cy:

Ti(A—BenCy)= | E-ds.
(&
Si se considera otro camino C;, se encuentra en general un trabajo distinto y por lo tanto un distinto
valor de la tension eléctrica, también, si A y B son iguales, se tiene:

Ti(A—BenC;) #Ti(A— Ben(,).

Por un camino cerrado C compuesto, por ejemplo, por C; de A a By de —C, de B a A, el trabajo es
W:fﬁd&':/ E-di+ [ E-ds= [ E-d5— [ E-ds=w,—W,
c Ci -G G G
donde hemos utilizado de la propiedad de la integral de linea de cambiar solamente el signo si se

cambia el sentido a lo largo de la linea.
En general el trabajo en un camino cerrado es distinto que cero:

W:fﬁ-dszqofﬁ-dfzqog. 2.2)
C C

El trabajo para desplazar una carga a lo largo del camino C estd dado por el producto de la carga
por la circulacion del campo eléctrico en C. La integral

& = fﬁ.dy 2.3)
C

se llama fuerza electromotriz (f.e.m.) relativa al camino C. Esta es en general distinta de cero y
depende de las caracteristicas del campo y del camino C pero no de la carga de prueba gg; a pesar
del nombre, & no es una fuerza.

En mecdnica se vieron una categoria de fuerzas, llamadas conservativas, por las cuales el trabajo
cumplido en el desplazamiento de A a B es una funcién solamente de la posicién inicial y final, y
no del camino elegido:

W(C) =W(C) =...= W(C) = .. W(Cy)

cualquier sea C;, lo importante es que empiecen de A y acaben en B. Consecutivamente obtenemos
que el trabajo en cualquier camino cerrado es nulo, o sea, que la circulaciéon de una fuerza
conservativa es nula.

En la naturaleza no todas las fuerzas eléctricas son conservativas, pero si lo es para el caso
de la fuerza electrostética, por lo tanto, decimos que el campo electrostdtico es conservativo. No
dependiendo del camino, la integral desde el punto A hasta el punto B se puede expresar como una
diferencia de los valores de una funcién en aquellos puntos:

B
/A E-ds= f(B)— f(A). 2.4
Esta funcién se llama potencial electrostdtico del campo E, el cual se define como
B =d
VA—VB:/ E-ds. (2.5)
A

En la realidad, es la diferencia de potencial (d.d.p) entre el punto A y el punto B a ser definida por
la ecuacién (2.5). Si insertamos la dltima en la ecuacion del trabajo dada por la ecuacién (2.1),
tenemos

Wap = qo (Va — V) = —qoAV : (2.6)
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Definiciéon 2.0.1 — Trabajo electrostdtico. El trabajo hecho por la fuerza eléctrica para
desplazar una carga g desde el punto A hasta el punto B estd dado por el producto de gg por el
opuesto aditivo de la d.d.p entre el punto inicial y el punto final.

Recordemos que a cada fuerza conservativa tiene asociada una determinada energia potencial y que
el trabajo de la fuerza conservativa es igual al opuesto aditivo de la variacién de la correspondiente
energia potencial. En el caso electrostdtico tenemos

Wap = —AU, =U,(A) —U,(B). 2.7
Comparando la ecuacién (2.7) con la ecuacién (2.6) encontramos
AU, = qoAV U.=qoV . (2.8)

Una carga gg puesta en un campo eléctrico posee una energia potencial proporcional al potencial.
Ademds, desde la definicion de la fuerza conservativa y observando que la d.d.p. es nula cuando
A = B, entonces tenemos, para un recorrido cerrado

@(":fﬁ-s:o, W =¢qoé& =0.

Definiciéon 2.0.2 — Compo electrostatico conservativo. En un campo electrostatico la
fuerza electromotriz es siempre igual a 0, y por lo tanto, el trabajo realizado por la fuerza
eléctrica para llevar una carga de su posicién inicial a la misma posicién inicial es siempre igual
a 0 para cualquier camino.

Calculo del campo electrostatico

Repasemos brevemente los resultados del parrafo anterior: el trabajo de una fuerza eléctrica puede
expresarse siempre a través de la integral de linea del campo eléctrico a lo largo de la trayectoria
seguida por la carga y, en general, depende de la trayectoria. Si, por el contrario, el campo es
electrostatico, hemos afirmado que es conservativo y, por lo tanto, el trabajo es independiente
de la trayectoria: esto nos lleva a la definicién de potencial y de energia potencial. En esta
seccién mostramos que el campo electrostatico de cualquier distribucion de carga es conservstivo y
derivamos las expresiones explicitas de V' y U,. A

Empecemos con el caso mds sencillo, o sea, de un campo
generado por una carga puntual. El trabajo de la fuerza F por un
desplazamiento elemental ds de la carga ¢gg en el campo de la carga
g, fijada en O, estéd dado por, véase figura 2.2

qoq 4,-ds _ qoq dr

dW = qoE -d5 = = —
90 s 4r & r 2 4 & r 2
por lo tanto
- q dy-ds
E.-ds=—— it
g dmey r? u$
La cantidad dr =i, - d5 = ds cos 0, proyeccion de ds en la direccion q

i, del campo, representa de cuanto varié la distancia r entre g y ¢
debido al desplazamiento ds. La cantidad integrada dependera sola-
mente de la coordenada r, y se obtiene que para un desplazamiento
entre A y B, caracterizados por las distancias r4 y rg desde el punto
O:

Figure 2.2: Trabajo por un
campo eléctrico generado por
una carga puntual.

B, "8 d 1 1
S q r q 4q
E-ds=—- —_—=— 2.9
/A s 471'8() /VA I’2 471'8() ra 471'80 e ( )



30 Chapter 2. Trabajo eléctrico

El trabajo correspondiente es, véase figura 2.3

B
Y 1Y 1 1
W= E-d§s=—-———|.
0 /A y 4me < YA IB >
Hemos asi verificado que el trabajo no depende del camino elegido.
Claramente el resultado es banal ya que la fuerza es de tipo central
y su modulo depende sélo de la distancia r, pero el cdlculo nos

proporciona las expresiones de la d.d.p. y la variacién de la energia
potencial en el campo de una carga puntual; tendremos

q 1 1 Figure 2.3: Trabajo de una
Va—Vp= 47 — ] £ £opt .
TE \ra B uerza eléctrica en un camino
finito.
qoqg (1 1

Es importante mencionar que el potencial y la energia potencial estdn definidos, pero sin considerar
la constante aditiva (por la definicién de una integral), por lo tanto es posible considerar

0
V(r) te,  Udn)= 4jfrgzr

= + C2
4r &r
las cuales proporcionan respectivamente el potencial en un punto a distancia r desde la carga g y la
energia potencial de gg a una distancia r de gq.
El hecho que la fuerza entre dos cargas decrezca con la distancia sugiere que para cargas muy
lejanas entre ellas la fuerza sea despreciable. Por limite, de distancias infinitas, es licito pensar que:

E(oo):()7 F(e0) =0, V(oo):()a Ue(o0) = 0.

Por lo tanto podemos calcular el potencial y la energia potencial en un punto distante r simplemente
tomando el limite de B — o y tendremos

/rmEds“:V(r)—V(oo) — V()= o

Tz - 409
Ur) =qoV (1) =g | E-d5= oL
En fin, observamos que el potencial es constante en todos los puntos de la superficie esférica de
radio r con centro q.
Los resultado encontrados se extienden sin dificultades al caso de un campo eléctrico generado
por un numero cualquiera de cargas puntuales, gracias al principio de superposicion. El trabajo por
un desplazamiento finito A y B de la carga gg es

B _ B _, B _,
W:/ F-dE’:qo/ E-d§:q02/ E;-ds.
A A T JA

Cada integral lleva a un resultado como en la ecuacién (2.9), por lo tanto, podemos definir la d.d.p
y el trabajo para un sistema de cargas puntuales

qi qi
Va—Vp= - 2.11
ATTE Zl: 4megra i Zl: 4meyrp i @1
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q04i q04i
W = qo(Vy — Vi) = - = Al
q0(Va — V) ;47“/0%[ ~ ATeyrp,; ‘

Finalmente, si las cargas estdn distribuidas de manera continua con densidad lineal A, superficial &
o espacial p, el campo electrostatico es todavia conservativo y, para el calculo del potencial y de la
energia potencial basta substituir las sumas de las cargas por las densidades, o sea

Vo) = I/W / ,yz)de

1 cdX ,yz)dE
V() = / / .
47580 r 47580 (=2 4+ —y)+(z—7)

pdt x',y'7)dr
V() = / / ) .
47[8() 47[8() \/x x y y) +(Z—ZI)

Las anteriores ofrecen las reglas por el calculo del potencial generado por un sistema de cargas. En
el hacer las operaciones de suma o de integral las coordenadas x, y, z estdn fijas mientras que son
variables las coordenadas de las fuentes, como en figura 2.4.

Resumiendo, hemos visto que el potencial y la energia
potencial estan conectadas entre si a través de

Ue(xay7z) = qu(x,y,Z) .

El potencial electrostético, en todas las situaciones descritas,
resulta ser una funcién univoca del punto, continua y derivable,
la cual puede ser calculada una vez que tengamos la distribu- Figure 2.4: Distribucion continua
cién de cargas (discreta o continua) independientemente de la  de carga.

presencia de la carga de prueba. Como en el caso del campo E

se habla de campo vectorial, asi por el potencial electrostatico

se puede hablar de campo escalar. A diferencia del campo eléctrico, no es el valor del potencial a
ser significativo, sino que sus variaciones, o sea la d.d.p..

Unidades 2.1.1 Ya que la diferencia de potencial es trabajo partido por una carga, la unidad de
media en el SI es joule/coulomb [J/C], la cual define una nueva unidad muy importante que es el
volt [V], por lo tanto V=J/C.

Lad.d.p. de 1V es aquella que crea un trabajo de 1J para transportar una carga de 1C. Con
la introduccién de esta nueva unidad de medida podemos expresar el campo eléctrico (definido
como [N/C]) como

N Nm J 'V

C Cm Cm m’
La unidad V/m (volt/metro) es aquella usada mas frecuentemente. Es importante notar que el
volt es también la unidad de medida de las tensiones eléctricas y de las fuerzas electromotrices.

Energia potencial electrostatica

Hemos verificado que la fuerza electrostatica es conservativa y hemos determinado la expresion de
la energia potencial correspondiente por una carga gqo. Analicemos mds en detalle el significado
de la formula U,(r) = qoq/4meyr: ésta puede ser escrita como U, (r) — U,(e0) y por lo tanto al
trabajo W de la fuerza eléctrica para llevar las cargas desde una distancia r a la distancia infinita, en
acuerdo con W = —AU,.
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Si las cargas son del mismo signo, y por lo tanto, se repelen, la energia potencial U,(r) es
positiva y el trabajo eléctrico es también positivo: de hecho, la fuerza repulsiva quiere alejar las
cargas. En el proceso de alejamiento, la energia potencial disminuye y viene dando trabajo al
exterior. Si se quisiera construir el sistema de dos cargas del mismo signo inicialmente a distancia
infinita y al final a distancia r, es necesario gastar trabajo externo contra la fuerza repulsiva y
encontramos este trabajo bajo forma de energia potencial U,(r), la cual aumenta a medida que se
acercan las cargas.

Por otro lado, si tenemos dos cargas de signo opuesto, y por lo tanto se atraen, la energia
potencial y el trabajo eléctrico para separar las cargas son negativos: la fuerza atractiva en el
alejamiento cumple trabajo negativo. El alejamiento puede ocurrir sélo por efecto de una fuerza
exterior que cumple trabajo positivo y encontramos este trabajo en la energia potencial que aumenta
(se hace menos negativa) en el proceso. Cuando dos cargas de signo opuestos se acercan desde el
infinito hasta una distancia r, la energia potencial disminuye y viene dado trabajo desde el exterior.

Por lo tanto, el sistema de dos cargas de mismo signo evoluciona espontdneamente hacia la
distancia infinita y para contrarestauralo necesitamos gastar un trabajo igual a U,(r), el sistema de
dos cargas de signo opuesto evoluciona hacia la situacién de distancia minima y para separarlo
necesitamos gastar el trabajo —U,(r). Observamos que en ningidn caso es posible mantener dos
cargas en reposo a distancia finita sin la intervencion de otras fuerzas que contrabalanceen la fuerza
eléctrica.

Siendo el potencial igual a la energia potencial dividida por la carga gy podemos afirmar
que:

Definicién 2.2.1 el potencial en un punto es igual al trabajo que la fuerza eléctrica cumple para
desplaza una carga positiva unitaria desde aquel punto hasta el infinito.

Las mismas consideraciones se aplican a un sistema de cargas discreto y continuo.

Un examen critico del argumento muestra una asimetria: la carga go ha sido considerada
separada del sistema de cargas fijas que generan el campo. Pero este sistema posee su energia
potencial porque las cargas que lo componen, y las cuales estdn a distancias finitas entre ellas,
ejercen entre ellas fuerzas electrostaticas. La energia potencial electrostética total deberia de ser
escrita

U,(tot) = U, + U,(sistema) :

el hecho es que U, (sistema) es constante durante los procesos descritos, o sea, por desplazamientos
de la carga g de una posicién a otra, y, por lo tanto, las variaciones de la energia potencial total
coinciden con AU,(qo).

De todos modos, resolvemos ahora el problema del calculo de energia potencial de un sistema
de cargas fijas utilizando los resultados obtenidos hasta ahora por gg.

Cada carga estd en el campo eléctrico de las otras cargas y tiene una determinada energia
potencial, la cual depende de las distancias relativas y de los valores de las cargas. La energia total
es la suma de todos los términos, que escribimos explicitamente en la tabla.

q1 9 . qn
4192 _4q14n__
ql 0 471'80}’12 : 471780"1,,,
9291 q29n
92 47'[801’211 0 : 4megry n
_4nq1  _9n92
qn 471'8()",,11 471'80}’,,2 : O

El elemento i, j es la energia potencial de la pareja de cargas g;, q;; escribiendo cero para los
elementos 7, i asumimos que una carga no sienta el propio campo. Ya que r; ; = r; ;, resulta evidente
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notar que cada contribucién aparece dos veces en la tabla y, por lo tanto, el resultado es

qi4j
47'[8()7','7]‘ '

1
U, (sistema) = 3 Z
i#j

Llamando V;; al potencial que genera la carga g; en el punto donde se encuentra la carga g;, lo
anterior se escribe como:

) 1
U, (sistema) = 3 Zq[VN- .
i#]j
Las expresiones para una distribucién de cargas continuas es conceptualmente andlogas.

Ejercicio 2.1 Desde el curso de mecédnica, sabemos que si una fuerza es conservativa, se define
una energia potencial aquella funcién escalar del espacio U (x, y, x) = U(r) que satisface:

B"‘ —
W:/A F.d5=U,(A)—U,(B) = —AU. 2.12)

Si la energfa potencial aumenta (Up > Uy ), entonces el trabajo es negativo W < 0 y no se puede
extraer trabajo de la fuerza durante el proceso y serd necesario dar trabajo.

Si la energia potencial disminuye (Up < U, ), entonces el trabajo es positivo W > 0 y el trabajo
se puede utilizar en el proceso.

Por el trabajo de las fuerza conservativas, tenemos también el teorema de la energia cinética (o
teorema de las fuerzas vivas)

BB Bdy B 1 1,
W:/ F~ds:m/ a-ds= —-ds:/ V-dv = —mvp — —mvy.
A A A dr A

o sea el trabajo es igual a la variacion de la energia cinética.
W =E.B)—E.(A) (2.13)
Igualando las ecuaciones (2.12) y (2.13) obtenemos el principio de conservacion de la energia

E.(A)+U,(A) = E.(B)+U,(B) = const (2.14)

Movimiento de una carga. Conservacion de la energia

Supongamos de tener una carga puntual gg que se mueve en un campo E; cuando la carga gg de
masa m se mueve desde la posicion A hacia la posicién B su energia cinética cambia en acuerdo
con el teorema de la energia:

1 1
AE, = Emv% — Emvf\ =W;
de otro lado, ya que la carga se encuentra en una regién donde actia un campo electrostatico, el
trabajo hecho por la fuerza eléctrica sera:
W = —AU, = U.(A) — Ue(B) = qoVa — qoVs.
Igualando y ordenando los términos tenemos

1 1
Emvf\ +qoVa = Emvlz; +q0Vs. (2.15)
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que expresa la conservacion de la energia
1 2
E:Ec—l—Ue:Emv +qoV . (2.16)

Durante el movimiento de la carga la energia total (suma de la energia cinética y de la energia
potencial) se mantiene constante.

En la ecuacién (2.15) se considerd sélo el término electrostatico; si actian otras fuerzas
conservativas, como la fuerza peso y fuerzas eldsticas, hay que afiadir los términos correspondientes.
Durante el movimiento los distintos términos cambian y hay transformaciones de una forma de
energia a otra, pero la suma es siempre constante.

La ecuacién (2.15) muestra que, eligiendo oportunamente el signo de la d.d.p., es posible
acelerar la carga, transformando la energia potencial en energia cinética.

Una carga positiva es acelerada si V4 > Vp mientras que una carga negativa es acelerada
si V4 < Vp. Lo dicho hasta ahora estd a la base de la aceleraciéon de particulas con campos
electrostéticos. Si V4 = Vp no existe ningtin efecto global; esto no quiere decir que entre A y B no
exista un campo, sino que en el camino A — B hay zonas en las cuales la particula aceler6 y en
otra decelerd. Un ejemplo de V4 = Vp es cuando A = B: al final de un camino cerrado la energia
cinética es la misma que al principio, la velocidad puede cambiar de direccién pero no en médulo.

Unidades 2.2.1 Cuando una carga elemental viene acelerada por la d.d.p. de 1V, ésta adquiere
una energia cinética

eAV=1.6-10°C-1Vv=16-10""7.

Esta unidad de energia, que es ttil para describir las energias de los fendmenos en escalas
atomicas, define la unidad de medida electronvolt, cuyo simbolo es eV.

Ejercicio 2.2 Separador electrostatico. Osciloscopio
Se inyecta un electrén con velocidad inicial vp en una regién limitada en la que actiia un campo
electrostatico uniforme perpendicular a vg. Al salir de la regién, el electrén choca con una
pantalla S en el punto C. Calcular el dngulo de desviacién «, la energia cinética final y la
velocidad del electrén y la distancia d del punto C al eje x.
Solucién: El electrén estd sometido a una aceleracion a = eE /m dirigida hacia el eje y cuando
pasa por la regiéon donde hay un campo eléctrico. El movimiento a lo largo de x es lineal
uniforme con

leE ,

x:V()t, yzi;t

La trayectoria es un arco de parabola de ecuacién

_ 1 eE x*

y=z—- 7 ©
2 mvg
Se trata del mismo movimiento descrito por un cuerpo de masa m bajo la accion de la fuerza

peso mg. El dngulo de desviacion se calcula (véase figura)
dy eE /¢
tano = | — =
an <dx>

—=
x={ m vy
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y la distancia h vale

leE (?
h=y(l)==-——. 2.17
La energia cinética en el punto B se obtiene con la conservacion de la energia
1 1 1 1 2 E? (2
Emvzz Emv%—i—eEh: Emv(z)—l—ETV—%, (2.18)

acordando que en el potencial en el punto A, fuera de la zona del campo eléctrico es zero, y el
potencial en el punto B es Vp = Eh. La velocidad final es:
252 p2
= —— = 2ah.
v VO =+ mz v(z) VO +2a

Fuera del campo, el electrén describe una trayectoria lineal y

E¢ (7

d:h+Ltanoc:ez<+L>. (2.19)
mvy \2

Dados los parametros geométricos ¢y L, el valor del campo y la velocidad inicial, se puede

determinar la relacién e/m para los electrones simplemente midiendo d. Para tener una idea

cuantitativa de d, asumiendo conocido el valor e/m = 1.76 - 10! C/Kg, una velocidad inicial
vo=3-10"m/s, un campo E = 10*V/my ¢ = L = 10cm: se obtiene 7 = 0.98cmy d =2.93cm.

Y C
+ + + + 4+ + + + + + + + v d
oL L
T :
T
14 L

La ecuacién (2.19) permite también, si se conoce todo excepto el campo, determinar su valor
midiendo d: ya que el valor del campo esté relacionado con el d.d.p. entre los planos cargados
distantes /g desde AV = E hg, la medida de d proporciona la d.d.p. aplicada y también el signo
desde la orientacién de la desviacion.

Veamos algunas aplicaciones del dispositivo descrito. Si las particulas con la misma carga
y diferentes masas entran a lo largo del eje x, chocan con la pantalla en diferentes puntos:
con un diafragma adecuado, sélo las que tienen masas dentro de un rango determinado por la
anchura del diafragma pueden seguir pasando la pantalla. El sistema se denomina separador de
electrdlisis. Un instrumento muy utilizado en el que se adoptan dos pares de placas de deflexién
como las descritas es el osciloscopio, cuyo elemento principal, el tubo de rayos catédicos, se
muestra en la figura. Su funcionamiento puede entenderse ya desde ahora, aunque se utiliza
principalmente para mediciones de d.d.p. variables en el tiempo. Dentro de una envoltura
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de vidrio en la que se hace el vacio se encuentran una fuente que emite a lo largo del eje x
un haz colimado de electrones, un par de placas verticales de desviacién, un par de placas
deflectoras horizontales y una pantalla S formada por material fluorescente depositado en el
interior de la pared extrema: la remision de luz de la pantalla en el punto en el que incide el haz
de electrones permite visualizar la posicion del haz (un tubo de rayos catédicos es también el
elemento esencial de los televisores y los terminales de ordenador cldsicos: el nombre de rayos
catodicos es el que se dio a los electrones en el momento de su descubrimiento).

citodo

filamenta —
calentador

\ partaita
/. Muprescente

L canénde electrongs—! — placas de desviaciin

Ejercicio 2.3 En el model de Bohr del 4tomo de hidrégeno el electrén cumple una 6rbita
circular de radio » = 0.53 - 10~ 'm alrededor del protén. Calcular la energia de enlace del
hidrégeno.

Solucion: El potencial eléctrico del proton, puntual con respecto a las dimensiones del dtomo, a
una distancia r, es

e
V=
dregr

=272V,

y la energfa potencial del electrén en el campo del protdn es

2

Up=—eV =—— = 272eV=—-435-10"8].
dmeyr

Sobre el electrén actia la fuerza dada por la ley de Coulomb vy, por la ley de Newton,

V2 82
ma=m—=-——
r  4megr?’

la fuerza coulmbiana es la fuerza centripeta que mantiene el electrén en la 6rbita circular. La
energia cinética del electrén es

1, 1 &

2™ T 2 amer

y resulta v = 2.19-10m/s y su energia total es

1 2
U=E,+U,— —54:gor — _13.6eV=-21.8-10"1°7T.

La energia total es negativa porque la energia potencial en médulo es mayor que la energia
cinética; por lo tanto, el sistema estd ligado con una energia de enlace de —13.6eV. Si se quiere
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separar el electrén del protén llevdndolo al infinito, el minimo gasto de energia se produce
cuando el electrén llega al infinito con velocidad cero. Su energia final es cero y, por lo tanto,
también lo es su energia inicial: por lo tanto, al principio debe ser

U+U' =0 = —13.6eV+U' =0 = U’ =13.6eV (2.20)

Es llamada energia de ionizacion del atomo de hidrégeno. Recordemos que la ionizacién es
el proceso de separacion de electrones de un d&tomo, como resultado del cual se forma un ion
positivo (el d&tomo que carece de uno o mds electrones) y electrones libres; otros 4tomos pueden
capturar estos electrones y convertirse en iones negativos. Obsérvese que la energia de enlace
no es la energfa potencial: esto seria cierto si ambas cargas estuvieran en reposo (E. = 0); sin
embargo, hemos observado que este sistema no es estable eléctricamente, mientras que el 4tomo
es estable. De hecho, la estabilidad bajo la accién de una fuerza atractiva sélo se consigue
porque el electrén gira. Volveremos a tratar este problema de la estabilidad del 4&tomo en breve,
hablando del modelo atémico de Bohr-Sommerfeld.

Consideramos que son necesarias dos aclaraciones. En los ejemplos que describen el movimiento
de los electrones o protones o iones, siempre se da a entender que el movimiento tiene lugar en el
vacio; si no fuera asi, el movimiento de las particulas seria completamente diferente, debido a las
colisiones con las moléculas del medio.

Otra suposicién, implicita en las formulas que utilizamos, es que las velocidades son siempre
suficientemente inferiores a la de la luz para poder utilizar la mecénica cldsica. Para los elec-
trones suponemos que podemos hacerlo hasta energias cinéticas E. = 5KeV, que corresponden
a velocidades inferiores a 0.14c = 4.2- 10" m/s, para los protones la misma situacién se da hasta
energfas cinéticas E, = 10MeV (los limites son ~ 0.01mc?). Por supuesto, la transicién es gradual.
Mis alla de estos limites, la aproximacidn cldsica es cada vez menos precisa hasta que se vuelve
completamente errénea. La diferencia de comportamiento entre los electrones y los protones radica
en la diferencia de masa, de modo que es mucho maés facil acelerar un electrén que un protén: al
mismo aumento de la energia cinética, es decir, al mismo valor absoluto de la d.d.p. que acelera,
el electrén tiene una variacion de velocidad mucho mayor y, por lo tanto, ya alcanza el régimen
relativista a pequefias energias cinéticas.

El modelo atémico de Bohr-Sommerfeld

El modelo atémico de Bohr fue propuesto en el 1913; aceptando la hipétesis nuclear de Rutherford
y aplicdndola al d&tomo de hidrégeno, Bohr asumi6 que el electrén podia describir 6rbitas circulares
alrededor del protén, obedeciendo la llamada condicién de cuantizacidon del momento angular; el
momento angular L del electrén con respecto al nicleo debe ser un mdltiplo entero de la cantidad
h = h/2m; la constante & es la constante de Planck.

h=6.626-10"*]s = h=1.055-10"Js
Por lo tanto, para una 6rbita circular de radio r,, debe ser

mvr,=nh n=1,2,3,... (2.21)
La condicidn clésica de equilibrio ha sido descrita en el ejercicio anterior

2 2 2.2
y 1 e e dreghn

m :7i7:> v:77:> rn2072:n2-0.529-10_10m.
rn  4meyry, dregmry, me

La cuantizacién del momento angular impone que los radios de las drbitas tengan que ser

rn=0529-10""m, rn=2116-10"""m, r=4.761-10"""m,...
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En cada uno de estos estados, que se llaman estados cudnticos, la energia total del electrén es

1 &2 1 me* 13.6
U,=—— == = eV.
24meyry, 2 (4mey)2h? n? n?

La energfia, por lo tanto, también estd cuantizada: su valor minimo es paran=1yes U; = —13.6eV:
a medida que aumenta 7, la energia aumenta tendiendo a cero para valores discretos. Hablamos de
niveles de energia del dtomo de hidrégeno: el correspondiente al nivel de energia U; se llama nivel
fundamental, los otros niveles serdn excitados. En condiciones normales el electrén se encuentra en
el nivel de energia Uj.

Sommerfeld amplié el modelo de Bohr considerando la posibilidad de que el electrén describa
oOrbitas elipticas con el protén en uno de los focos: de hecho, esta érbita es la mas general para
un sistema de dos puntos unidos por una fuerza atractiva central del tipo k/r* y con energia
total negativa. El semieje mayor a s6lo depende de la energia, mientras que la excentricidad
€ = /1 —b?/a? siendo b el semieje menor, depende, para una energia dada, del momento angular
con el que se recorre la 6rbita. A esta configuracion cldsica Sommerfeld impuso que tanto el
momento angular del electron con respecto al protén como su proyeccion a lo largo de una
determinada direccidn fuesen cuantizados, o sea miltiplos enteros de /. Las consecuencias de estas
hipétesis son las siguientes:

a) la energia del electrén depende del nimero cudntico principal # como en el modelo originario

de Bohr.
b) En cada nivel energético U, el electron puede recorrer n Orbitas elipticas, todas con el mismo
semieje mayor a, = —e?/87&yU, y con semieje menor, y por lo tanto momento angular,

distintos, dado por
L=({(+1)h, con ¢£=0,1,2,...,.n—1.

El entero ¢ se llama niimero cudntico azimutal, porque se demuestra que b, /a, = ({+ 1) /n,
resulta que la 6robita con £ = n— 1 es una circunferencia.

c¢) Para cada érbita caracterizada por el valor £, son posibles 2¢ + 1 inclinaciones del plano de la
orbita; precisamente, el dngulo & entre la normal al plano y una direccién dada debe ser tal
que

COSO= 0 m=0,41,42, ..., +(.
(41
El entero m se llama niimero cudntico magnético.
Fijando n son posibles

n—1

Y @e+1)=n

=0

estados dinamicos; en el nivel fundamental (n = 1, ¢/ = 0, m = 0) existe sélo un estado
dindmico accesible.
El modelo Bohr-Sommerfeld, desarrollado y perfeccionado entre el 1913 y el 1925, explicaba
muchas caracteristicas de los fendmenos atdmicos observados en la época, especialmente en el
campo de la emisién y absorcién de la radiacién electromagnética por parte de los dtomos, y
establecia el concepto de energia y momento angular cuantificados segin valores discretos en los
fendmenos atémicos: por estas razones, su importancia histérica es fundamental.
Sin embargo, este modelo no era consistente: aplicaba al movimiento del electrén con respecto
al protén los resultados bien conocidos en la mecénica clésica relativos al movimiento en un campo
de fuerzas centrales newtonianas (k/r?), pero introducia hipétesis ad hoc sobre la cuantizacién
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del momento angular, esenciales para explicar los datos experimentales, pero sin justificacién
tedrica. Por otra parte, si por un lado se explotan los resultados cldsicos, por el otro lado se ha
tenido que ignorar el fendmeno clésico de la emisién de radiacién por una carga en movimiento
con aceleracién centripeta, emisiéon que deberia haber llevado muy rdpidamente al electrén a perder
su energia y caer sobre el protén, mientras que experimentalmente se demuestra que los 4tomos son
estables.

El modelo Bohr-Sommerfeld fue superado en 1925 con la llegada de la mecénica cudntica,
propuesta por Heisenberg y Schrodinger, en cuyo marco se formulan de forma coherente las
leyes que rigen los fenémenos atdmicos y que explican con extrema precision las observaciones
experimentales pertinentes.

El campo como gradiente del potencial

En las secciones anteriores hemos demostrado que si se conoce el campo electrostitico en cada
punto de una curva que une dos puntos A y B podemos calcular la d.d.p. entre los puntos utilizando
la ecuacion (2.5) y que el resultado no depende del camino elegido.

Queremos ahora demostrar que, junto con la relacion integral, existe una relacion local que
permite calcular el campo electrostitico conociendo el potencial. Hemos ya dicho que el potencial
es una funcion escalar continua y derivable. Para un desplazamiento d7 = dx i, +dy i, +dzii, que
une dos puntos A(x,y,z) y B(x +dx,y+ dy,z +dz) la variacién del potencial' es

dV =V(x+dx,y+dy,z+dz) —V(x,y,z) = —E -dF = —E,dx— Eydy — E.dz
de acuerdo con la ecuacion (2.5). Por otro lado, por el teorema del diferencial total, se cumple:

oV av v

y, confrontando las dos expresiones obtenemos:

vV oV aV
E = = ==

ox’ dy’
Hemos encontrado las relaciones entre las componentes del campo electrostatico y del potencial
electrostatico. La anterior se puede escribir de manera general como:

E=—gradV = —-VV (2.22)

Definiciéon 2.3.1 El campo electrostatico es igual al gradiente del potencial electrostético
cambiado de signo.

La ecuacioén (2.22) es la relacion local, la cual, a través del calculo de las derivadas parciales
del potencial, permite calcular las componentes del campo eléctrico en cada punto de la regién
donde estén definidos campo y potencial.

La representacion de la operacion de gradiente puede describirse de manera diferente utilizando
el operador vectorial del o nabla en inglés:

d d

d
veZa+Za+ 20, 223
ax Jrayqu&uZ (2.23)

I Tenemos que tener cuidado con las definiciones: la variacién del potencial es la diferencia del potencial entre el
punto final y el punto inicial, la d.d.p es la diferencia entre el punto inicial y el punto final.
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normalmente se omite el signo de vector en el operador V aunque en algunos textos se encuentra
v, queda claro desde la ecuacién (2.23) que estamos hablando de un operador vectorial. Por lo
tanto V se porta como un vector, que toma significado cuando opera sobre una funcién escalar o se
multiplica por otro vector.

Segun la ecuacion (2.22), la ecuacién (2.5) puede ser escrita como

B B
AV = —E.ds=VV-d5, VA—VB:/ E-dEz—/ vV - ds
A A
0 S€a
B
Vi — V= / vV - ds. (2.24)
A

La ecuacién (2.24) es la aplicacién al potencial de un teorema general del calculo vectorial, el
teorema del gradiente, segln el cual

Theorem 2.3.1 la variacién de una funcién escalar entre dos puntos A y B estd dada por la
integral de linea del gradiente de la funcién a lo largo de un camino que une los puntos A y B.

La definicién dada por la ecuacién (2.22) nos proporciona otro método para calcular el campo
eléctrico. Conocida la distribucién de carga, para calcular el campo E (que es un vector), tenemos
que calcular 3 integrales (una por cada componente); mientras que con la ecuacion (2.22) tenemos
que calcular una sola integral para obtener V y luego calcular las componentes del E simplemente
derivando el potencial (operacion mucho mas simple porque, a parte puntos de discontinuidades,
una funcién escalar es siempre derivable).

De todos modos, conociendo el potencial, es mds sencillo calcular el trabajo de las fuerzas
eléctricas sobre una carga go. Para terminar el discurso, es ttil acordarse de la propiedad de
invariancia de la operacion gradiente, conectada a la forma vectorial del operador. Modulo,
direccién y sentido del vector VV no dependen del sistema de coordenadas: por lo tanto, fijando
dos puntos infinitamente cercanos, la expresion

dV =VV.ds (2.25)

tiene un significado intrinseco, ya que corresponde a una operacion entre vectores. La ecuacioén
(2.25) puede ser considerada como definicion del gradiente de la funcién escalar V:

Definicién 2.3.2 El gradiente de V es aquel vector tal que su producto escalar con el vector
desplazamiento infinitesimal ds proporciona la variacion de V a través del desplazamiento.

Por otra parte, en la mayoria de los célculos précticos, es necesario utilizar un sistema de
coordenadas y determinar las componentes del gradiente en el sistema dado. En otras palabras, la
expresion explicita del operador de (2.23), valida en un sistema cartesiano tridimensional, depende
del sistema de coordenadas.

Si se utiliza un sistema de coordenadas polares en el espacio, que es particularmente apropiado
para los casos de simetria esférica, los desplazamientos infinitesimales, correspondientes a la
variacién de una coordenada manteniendo las otras dos constantes, son dr, rd@, rsin 6d¢ y por lo
tanto:

ds = drii, +rd8iig +rsin 0d¢ily ,

siendo i, iig, liy tres versores variables, a 90° entre ellos.
Insertando en la ecuacién (2.25) e igualdndola a la expresion general para dV:
av av av

dv = Wc1r+ %de + %dq) =(VV),dr+(VV)ard6 +(VV),rsin6d¢,
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y el operador V en coordenadas polares (esféricas) se escribe:

voda 19, 1 9,
= ot e T Tng g

El mismo razonamiento se puede hacer para encontrar el operador diferencial en coordenadas
cilindricas, y se encuentra:

NI
T T aeMe T 9t

Ejercicio 2.4 Una carga ¢ se distribuye uniformemente en un cable largo 2¢, como en el ejemplo
1.2. Calcular el potencial y el campo electrostatico en los puntos del eje del cable y extienda el
resultado a un cable de longitud infinita.

Solucién El potencial debido a la carga infinitesimal A dx en un punto del eje es

Ade A dx
dmegr  4mey \/x2+y2

e integrando sobre todo el hilo

dv =

m At VA2
47r80 Pty

L A ¢
v /_Z % e n(x++\/x*+y L= V(y) =
Si se calcula —dV /dy se obtiene

Ep) = ———,

dmeoyy/ 2+

que es el mismo resultado del ejemplo 1.2.

Cuando /¢ tiende al infinito, E(y) tiende a A /2meyy pero el potencial tiende al infinito. El
resultado no tiene que asustar, porque el hilo indefinido no es un sistema fisico real; en primer
lugar, éste tendria una carga infinita, ademads la presencia de carga al infinito no permitiria
imponer V., = 0 . De hecho, como ya dicho, la expresion limite del campo es valida a distancia
y desde el hilo largo 2/ cuando y < 2¢; y calculamos

V(yl)—V(yz)zfyzE(y)dyz A2

(2.26)
Vi 21y )71

En la préctica, las d.d.p. se pueden calcular, también si el valor del potencial tiende al infinito.
Alternativamente, si en la formula divergente del potencial V (y) escribimos las raices, cuando

0>y, como {\/1+y2/0={(1+y*/(20))), tenemos

4 In2/
&

y el término constante, por cuando grande sea, en las diferencias desaparece. Se encuentra asi:

A av
AV=—""122 osea E=——. 2.27)
271'8() Y1 dy
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Ejercicio 2.5 Un disco de espesor despreciable de radio R tiene una carga g distribuida por toda
su superficie, como en el ejemplo 1.4. Calcular el potencial y el campo electrostatico en el eje
del disco y extender el resultado cuando R tiende a infinito.

Solucién: La densidad de carga superficial es 6 = ¢/7R>. Como en el ejemplo 1.4, con-
sideramos un anillo, concéntrico al disco, de radio r y de drea dX = 2x rdr sobre el cual hay
una carga dg = od¥ = 27o rdr; el potencial generado por este anillo en un punto del eje es

B dg __2mordr o rdr
Aneg VPP +x2  AmegVrP+x2 2802+ x2

Se integra sobre todo el disco y se obtiene

o (R rdr o
V:/dV:f/ 7:f<\/R2+x2—x>. 2.28
b 260 Jo Vr24+x2  2& (228)

Parax =0,V = o0R/2¢&. A grandes distancias, escribiendo el término entre paréntesis como

2
x( 1+R2—1> (2.29)
X

y aproximando la raiz con 1+ R?/(2x?), o sea desarrollando en serie y parando el primer orden)
se encuentra

dv

oR? q
1%4 R)=— = 2.30
>k 3gox  4mex’ (2.30)
como si la carga estuviese puesta en el centro del disco.
También en este caso, el potencial depende sélo de la x, por lo tanto E, = E, =0y
dV o X
Ei=——=—(1—-—— 2.31

que es la misma que se encontré en el ejemplo 1.4. Las férmulas de V' y E, asi escritas valen
para x > 0; el potencial para x < 0 es idéntico y es suficiente substituir x con |x|; el campo, en
vez, es discontinuo cuando se cruza el disco. L

2.4 Superficie equipotencial

En la seccién anterior se completd la discusion sobre la relacion entre el campo y el potencial
eléctrico. En la préctica, el potencial se puede pensar como la primitiva del campo, en el sentido
que sus variaciones se calculan desde el campo a través de la integral. Ademds, el signo negativo
entre campo y potencial llega de una propiedad bien definida de las fuerzas conservativas, o sea,
F =—VU, en la cual, el signo negativo significa que el trabajo cumplido por la fuerza y utilizable
en el exterior ocurre debido a la energia potencial que disminuye. En electrostitica, mas que sobre
la relacion entre la fuerza y la energia potencial se pone el acento sobre la relacién entre el campo y
el potencial, pero el significado fisico es el mismo.

En el capitulo anterior hemos introducido la representacién visual del campo a través de
las lineas de fuerzas, cuya expresioén analitica estd dada por la ecuacién (1.21). También, el
comportamiento del potencial puede ser visualizado utilizando las superficies equipotenciales, las
cuales se define como una superficie en espacio tridimensional en cuyos puntos el potencial toma
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el mismo valor. En coordenadas cartesianas escribimos

V(x,y,z) = constante

y variando el valor de la constante, se obtiene toda una familia de superficies equipotenciales. Esta
claro que éstas nunca se cruzan: en cada punto pasa unay una sola superficie equipotencial, siendo

el potencial una funcion univoca.

Recordando las propiedades de direccion y sentido
del gradiente, las cuales se pueden deducir desde la ex-
presion

dV =VV.ds= —E -ds,

tenemos que, para un desplazamiento ds tangente a una
superficie equipotencial, la variacién dV es obviamente
nula (variacién del potencial en la misma superficie
equipotencial) y por lo tanto, el gradiente es ortogonal
en cada punto a la superficie equipotencial. Ademas,
para un desplazamiento ds' = d7 ortogonal a la superficie
equipotencial y orientado en el sentido de crecimiento
de V, o sea, de una superficie V =V aotraV =V, +dV
condV > 0,dV = |VV|dn, o sea

dv
VV| = pt
el modulo del gradiente es igual a la derivada del poten-
cial en la direccion ortogonal a la superficie equipoten-
cial, la cual indica el sentido de crecimiento del potencial.
Revisando el signo negativo, concluimos que el campo
electrostatico es en cada punto ortogonal a la superficie
equipotencial que pasa por aquel punto y su sentido indica
el sentido de disminucién del potencial. Las superficies
equipotencial resultan entonces ortogonales a las lineas
de fuerza.
Por ejemplo, en el caso de una carga puntual las
superficies equipotenciales estdn dadas por

V(r)= 9 _ constant = r = constante
47[80}”
y, por lo tanto, las superficies son esferas con centro en la
carga; las lineas de fuerzas son semirectas saliente de la
carga, ortogonales a las superficies esféricas. Si la carga
es positiva, entonces las lineas de fuerzas salen y el poten-
cial es decreciente con la distancia; si la carga es negativa,
las lineas de fuerzas entran en la carga y el potencial es
creciente con la distancia. En figura 2.5 se dibujan las
lineas de fuerza (en rojo) y las superficies equipotenciales
(en azul) para distintos sistemas de cargas: una carga

X X

Figure 2.5: Superficies equipotenciales.

positiva (primero); dos cargas iguales en médulo pero de signo opuesto (segundo); dos cargas
iguales en médulo y del mismo signo (tercero); dos cargas de signo opuesto y médulos g» = —3¢j,

donde g; < 0 (cuarto).
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En el caso de un hilo indefinido, el campo tiene direccién ortogonal al hilo y las superficies
equipotenciales son superficies cilindricas que tienen el hilo como eje; en el caso de un plan
indefinido, el campo eléctrico es ortogonal al plano y las superficies equipotenciales son planos
paralelos; la misma geometria se tiene cuando hay dos planos paralelos de carga opuesta (con-
densadores). Se verifica siempre que el sentido del campo indica el sentido de decrecimiento del
potencial.

Rotor del campo vectorial

Junto a la caracterizacién de un campo conservativo, que es dada por relaciones del tipo:

B
Va—Vp = /E-dE’
A

E = —-VV

podemos poner otra relacion, la cual se basa en la definicién de la f.e.m.:
g:j{E-ds*:o (2.32)

Sabemos que para un campo conservativo, su circulacién extendida en cualquier linea cerrada
es nula y, viceversa, si la circulacién en cualquier linea cerrada es nula entonces el campo es
conservativo. Queremos ahora expresar la ecuacion (2.32) en forma local. Para este fin, tenemos
que introducir el concepto de rotor de un campo vectorial, campo que llamamos E (adn si las
consideraciones se aplican a cualquier campo vectorial). Empecemos considerando un camino
rectangular infinitesimal dI"y = ABCD que yace en el plano y — z y tiene lados de largos AB = dy
y BC = dz, paralelos con respecto a los ejes; el sentido de camino (el sentido de la integral) esta
mostrado en la figura 2.6 y es antihorario con respecto al eje x (regla de la mano derecha); la area
vale dX, = dydz.
Calculamos ahora la integral de linea de E en este camino

dl', = E(AB)-AB+E(BC)-BC+E(CD)-CD+E(DA)-DA

donde E(AB) es el valor del campo en el lado AB, de igual
manera para los otros caminos; observamos que CD = —AB
y DA = —BC, por lo tanto:

dI‘x_[ (AB) — (CD)} AB+ [ (BC) — (DA)] .BC

expresando los lados como AB = dy iyy BC = dzii, y, desar-
rollando el producto escalar, tenemos

dT, = [E,(AB) — E,(CD)]dy+ [E.(BC) — E.(DA)] dz.

Figure 2.6: Rotor de E.

Como los lados son paralelos a los ejes, estos toman coorde-
nadas AB =z, CD =z+dzy BC =y+dy, DA =y, por lo tanto, la expresién anterior se escribe
como:

dly = [Ey(z) — Ey(z+dg)|dy+ [E:(y +dy) — E:(y)] dz.
Las diferencias entre paréntesis se pueden expresar como desarrollo en Taylor

OE JE
E(+d) =E@+ 57 EO+d) =EM)+ 57
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Por lo tanto
0E JE JdE, OE
dr, = (y — Z) dydz = (’ - z) dz., .
y Z

Las mismas consideraciones se hardn para otro rectdngulo en el plano x — z de drea dX, y, para otro
rectdngulo en el plano x — y de 4rea dX,; obteniendo:

OE, OE.
dr, = <8z_8x> ds, ,

JE, JE,

Cada una de las expresiones dI;(i = x,y, z) ha sido derivada para un rectdngulo infinitesimal que
encierra un punto en el que calculamos las derivadas de las componentes del campo.

Observamos que el resultado es diferente segin el plano
de coordenadas elegido, pero que no depende realmente de la
forma del contorno de la superficie dX, ya sea rectangular o
genérica.

Consideremos ahora un punto en el espacio y una super-
ficie infinitesimal dX a su alrededor, a la que asociamos el
vector dX ii,, con médulo dX, direccién ortogonal a dX y sen-
tido conectado al sentido de desplazamiento del contorno de
dX. En coordenadas cartesianas

dXd, = dX.i, +dXy i, +dX a, (2.33)
Figure 2.7: Circulacién para un

donde dX,, dX,, dX, son las proyecciones sobre los planos 1acorrido cualquiera.

(» 2), (x,2), (x,y) de dZ. B

La circulacién dI” del vector £ a lo largo del contorno
de dX es igual a la suma de los circuitos dI'y, dI'y, dI"; a lo
largo de los contornos de las superficies proyectadas. Esto
se deduce de la propiedad general de que, dada una linea
cerrada y construida una red de circuitos cerrados en cualquier
superficie que tenga la linea como contorno, la circulacién
I'" a lo largo de ésta es la suma de las circuitaciones I'; a lo
largo de la malla de la red, todas orientadas segtin la misma
convencién. De hecho, como queda claro en la figura 2.7, la
contribucién de cualquier tramo que no esté en la linea es nula,
porque este tramo se recorre una vez en una direccion y otra
en la direccion opuesta. Aplicamos el resultado a la superficie Figure 2.8: Suma de la circulacién.
dX y a sus proyecciones dX, dX,, dX; con las cuales podemos
construir una superficie que tenga el mismo contorno que dX; la construccién se muestra en la
figura 2.8 para un caso especial sencillo, que es generalizable.

Por lo tanto, dada una superficie dX en el espacio, alrededor de un punto donde existe un E con
componentes Ey, E, y E, la circulacion de E en dX. sera:

(9B OBy (OB OEN o (OB OB
dF_<aZ - ay>dZX+<aZ —~ 3x>dzy+<ax — 5y )4

siendo dI" una cantidad escalar y (E,,E,,E;) las componentes de un vector, los terminos entre
paréntesis tienen que ser también componentes de un vector.
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Este vector se llama rotor de E y se define como el producto cruz del operador nabla con el
vector E:

rotE =VAE.
Desde la dltima tenemos la igualdad:
dr= (V A E) -dZ i, (2.34)

o sea, proyectando el rotor en la direccién de i, tenemos:

dr = (V/\E)ndz, %: (V/\E) . (2.35)

n

Por lo tanto, segin la ecuacién (2.34), la siguiente definicion:

Definicién 2.5.1 la circulacién de E a lo largo de un camino cerrado infinitesimal donde se
apoya una superficie dX, estd dada por el flujo del rotor de E a través de dX.

La formula (2.35) afirma que la componente del rotor de E segtn la direccién estd dada por la
razén entre la circulacién de E a lo largo del contorno de una superficie infinitesimal ortogonal a la
direccién y la superficie misma. Finalmente podemos decir que la circulacién a lo largo de una
linea cerrada C es la suma de infinitas contribuciones infinitesimales (2.34) calculadas a lo largo de
caminos cerrados apoyados sobre una superficie cualquiera X que tiene C como contorno:

fﬁ-df:/VAFz-dmn. (2.36)
C X

El resultado constituye el teorema de Stokes:

Theorem 2.5.1 Teorema de Stokes: la circulacién de un campo vectorial a lo largo de una linea
cerrada C es igual al flujo del rotor del campo a través una cualquier superficie X que tiene C
como contorno.

Si el campo es conservativo entonces la circulacién es nula y por lo tanto es nulo el rotor:
VAE =0. (2.37)
La ecuacidn (2.37) es la forma local de circulacién nula: un campo conservativo posee rotor nulo,

o como se dice, es irrotacional. Formalmente el resultado es inmediato ya que hemos visto que
E = —VV, lacual implica

VAE=—-VAVV =0 (2.38)

porque el producto vectorial de dos vectores paralelos es siempre nulo.
Alternativamente podriamos expresar las componentes del rotor del campo eléctrico como
derivadas del potencial y obtener

v x E V. VY N V. IV, N V. 9V |
— =|=——-—= 11 — | i — = |
dydz dzdy) oxdz dzdx) dxdy dydx) ¢
y los términos en paréntesis son nulos por la propiedad de las derivadas segundas mixtas de ser
independientes del orden de derivacion.

El dipolo eléctrico

Dos cargas puntuales —q y ¢ con una distancia de separacion a constituyen un dipolo eléctrico. Se
Ilama momento de dipolo al vector:

P=qad (2.39)

con d orientado desde la carga negativa hacia la carga positiva, véase figura 2.9.
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El potencial generado por el dipolo eléctrico se cal-
cula utilizando la formula

V(x,y,z)z/f)mﬁ-d§zz q (2.40)

7 Areyr;

i.e. el potencial electrostatico generado por un sistema de
cargas. Por lo tanto, por el dipolo tendremos:

q 11 qg (rn-n o
VIP)=— | ——— | = — ). (241
(P) 4r g <r1 r2> 4%80( rir > ( )

Si el punto P se encuentra muy distante del dipolo, i.e.
r > a, podemos asumir:

rp—r =acos@, rr, =r (2.42)

por lo que la (2.41) se escribe como: ) ) )
Figure 2.9: Dipolo eléctrico.

__qacos® pcos®  p-i,
Amegr? Amegr?  Ameyr?

V(P) (2.43)
siendo i, el versor de la direccién OP.

Examinemos ahora la estructura del potencial en la ecuacion (2.43). La tnica cantidad carac-
teristica del dipolo es el momento p y no ¢ ni d separadamente; esto quiere decir que, desde las
medidas del potencial, podemos obtener informaciones sobre 5 y no sobre la estructura del sistema.
Por ejemplo, dos cargas +2¢ y —2q separadas por una distancia a/2 tendran el mismo momento de
dipolo p =2qa/2 = gay por lo tanto generaran el mismo potencial que en la expresion (2.43).

El valor del potencial disminuye con el cuadrado de la distancia (1/r%), es decir, mds rapida-
mente que el potencial generado por una sola carga puntual; cualitativamente, esto se debe a que
los efectos de las dos cargas de signo contrario se neutralizan parcialmente (el efecto seria nulo si
las dos cargas pudieran coincidir). En el caso més sencillo, nos encontramos con un resultado que
ya hemos encontrado en los distintos calculos de potencial que hemos realizado: cuando se suman
las contribuciones de varias cargas puntuales, obtenemos una dependencia funcional de V (r) que es
diferente a 1/r caracteristica de cada contribucion individual. Geométricamente, la eleccién de las
coordenadas polares es evidente: el potencial depende de la distancia y el dngulo entre i, y el eje
del dipolo. Por lo tanto, tiene simetria cilindrica con respecto a ese eje: p y i, identifican un plano
en el que V viene dado por la ecuacion (2.43) y el resultado es el mismo en cualquier otro plano
que contenga el eje del dipolo, es decir, que se obtiene a partir del primero mediante una rotacién
alrededor del eje del dipolo. Analiticamente, la propiedad se hace evidente por el hecho de que el
potencial no depende de la tercera coordenada polar ¢.

Podemos calcular las componente del campo eléctrico en coordenadas esféricas como:

£ JdV _ 2pcosf
T or  4meyr?
10V psin®
Ee — —_—_
rd@ Ameyr’
1 9V
Ey = — — =0.
¢ rsind 9¢

Por lo tanto, el campo eléctrico estd en el plano {7, i, }. Vectorialmente tendremos:

p

E = Erﬁr+E9ﬁ9 - W

(2cos @i, +sinBiig) (2.44)
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y el modulo vale

P

- 3cos?0+1,
or

mientras que el dngulo o con respecto a i, es tal que

Eg
tanot = — = —tan6.
an } 2an

Desde la expresion (2.44) vemos que el campo eléctrico decrece con el cubo de la distancia, de
acuerdo con la ley 1/r* del potencial.
Ademds, podemos expresar el momento de dipolo en coordenadas polares como:

p=pcosBOii,— psinBilg (2.45)

e insertando esta en la ecuacion (2.44) encontramos

_ 1
C Amegr3

T

(3pcosOi,—p) 3(p-a,)a,—p. (2.46)

N 47 &y r3

Esta expresion muestra una descomposicién del campo eléctrico como suma de dos términos

. P
Ei=—- 2.47
! 4r & r3 ( )
siempre antiparalelo a j y variable con la distancia, y
= 3 (ﬁ ’ ﬁr) ﬁr
Ey=——""— 248
2 4r g r3 ( )
paralelo a i, y, por lo tanto, dependiente del dngulo 6 entre p y ii,, véase figura 2.10.
( Como seran las lineas de fuerza del campo eléctrico? Podemos
estudiar dos casos limites:
1.) En el eje del dipolo, el campo es paralelo y concorde con p, por E,
lo tanto, el campo eléctrico serd y
o 2p . , Ey
E= en el eje del dipolo 0
dmeyr3 7
y se obtiene poniendo 6 =0y 0 = 7 (Eg = 0).
2.) En el plano mediano, o sea, el plano que pasa por el centro del
dipolo y es ortogonal a j, el campo serd paralelo y discorde a p, P
- P
E= ﬁ en el plano mediano ‘
0 B
y se obtiene poniendo 6 = /2y 6 =37/2 (E, = 0). 7Rl
En todas las otras situaciones geométricas el campo no es nunca

paralelo a p.

Las lineas de fuerza se representan en la figura 2.12 en cualquier
plano que pase por el eje del dipolo; la representacion en el espa-
cio se obtiene girando la figura alrededor del eje del dipolo. La
aproximacion de dipolo (r > a), en base a la cual derivamos el
potencial y el campo eléctrico, se utiliza a menudo en fisica. A escala macroscépica, se aplica,
por ejemplo, a una antena que emite ondas electromagnéticas, aunque no se trata de un sistema

Figure 2.10: Componentes
del campo eléctrico de un
dipolo.
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Figure 2.11: Campo eléctrico por un dipolo finito (izquierda) y un dipolo de tipo puntual (derecha).

estdtico, sino que oscilante, ya que las cargas se mantienen en movimiento a lo largo de la antena
con un movimiento peridédico. Muy importantes son los dipolos atémicos y moleculares: como
veremos en los materiales dieléctricos, un 4&tomo sometido a un campo eléctrico externo se deforma
y adquiere un momento de dipolo (se polariza); también hay moléculas que tienen una estructura
eléctrica asimilable a un dipolo (moléculas polares) incluso en ausencia de campos externos. En
la seccién 2.6.1, trataremos las interacciones eléctricas entre dipolos; por ahora, diremos que la
aproximacién del dipolo es apropiada porque la separacidn entre las cargas es pequeia comparada
con las distancias interatémicas e intermoleculares.

Ejercicio 2.6 Expresar el potencial y el campo del dipolo en coordenadas cartesianas.

Solucion: Tomemos el eje z como el eje del dipolo, con &, concorde a p; los ejes x y z
estan en el plano mediano, el origen coincide con el centro del dipolo. Bajo estas hipdtesis

r=VZtyY R, cosf=c= e
rooNx2+y2+ 22

El potencial es

Vv pcosb Pz
T Amer?  Ameg(x +y2+22)3/27
y el campo eléctrico se calcula con E=—-VV,osea
A% p 3xz
By = —2-=——,
ox 47[80 rd
v p 3yz
Ey = —5-=_-—""-7%,
dy d4me r
g = __p (3 1
° dz dmep \ r° )

Se verifica de inmediato que

322
E§+E§+E§:4nzor3\/7+1: P V3cos?0+1 (2.49)

4megr’

como encontrado inicialmente. En coordenadas cartesianas las propiedades de simetria son
menos evidentes. u
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Fuerza sobre un dipolo eléctrico

Consideramos ahora un dipolo formado por una carga —q puesta en el punto P (x,y,z) y por otra
carga +¢ puesta en el punto P (x+ ay,y +ay,z+a;); el vector d = a,il, + ay i, + a; ii; une los

punto P; y P>, y el momento de dipolo es p = gd, véase figura 2.12.

Si el dipolo se encuentra en una regién con un campo eléctrico, su energia potencial elec-

trostatica serd
Ue=qV (x+ax,y+ay,z+a;)—qV (x,2) .
Supongamos ahora que la distancia a sea muy pequefia, asi podemos escribir:

v, v, o
8xax @ dz

dy
en este caso la energia electrostatica del dipolo es

v v
Ue=ag axtag aytay a.=—p-E==p cosOE

V(X+ax,y+ay,z+az):V(x7yvz)+ az

recordando que el campo es el opuesto del gradiente del potencial, E=-VV.
Si el campo es uniforme, las fuerzas sobre las cargas

(2.50)

2.51)

(2.52)

F = —qE y B= qE constituyen un par de fuerzas y, por =

. o +q £
lo tanto, tienen resultante nula, pero su torque es distinto /.

de zero. El dipolo se quedard parado en su posicién ’%/9

de equilibrio estable, correspondiente al minimo de la /
energia potencial, y con el momento de dipolo j paralelo -F -

&3

y concorde a E.

Si rodeamos el dipolo de un 4ngulo 8 con respecto Figure 2.12: Dipolo en un campo eléc-

a su posicién de equilibrio estable, este serd sujeto a un

* trico.
momento de las fuerzas (torque) M que lo obliga a volver

a su posicién de equilibrio 8 = 0. Este momento, calculado con respecto al centro del dipolo (pero

sabemos que el momento de una pareja de fuerzas no depende del polo), es
M=% ANFi+%HANF=(F—#)NgE =qdNE = pAE
por lo tanto, el momento de las fuerza aplicado al dipolo sera:
M=pAE.
Desde la figura 2.13, se nota que M = —p sin 0 Eil,, o sea,
du,
de -
Notemos que en la ecuacién precedente no se ha usado el simbolo
de derivada parcial, ya que la energia depende solamente del 4ngulo,
cuando el campo eléctrico es uniforme.
Si el campo eléctrico no es uniforme, junto al torque M, que

tiende p a alinearse con FE, existe una resultante de las fuerzas no 1
nula, esto porque las fuerzas F sobre las cargas ahora son distintas P Y E).

M=—pEsin0 = —

Figure 2.13: Torque de
la fuerzas agente sobre un
dipolo (se note que M es or-
togonal al plano formado por

ya que el campo toma valores distintos en distintos puntos. Estas fuerzas se pueden escribir como:

R = —an

F <E+AE*> E+ oF + JE +aE
2 1 1 ox © dy Y dz °
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donde hemos utilizado el teorema del diferencial total por una grandeza vectorial (estructuralmente
idéntica a aquella escalar). La fuerza resultante es

F=F+F oF + oE + oE
= =qg—a —a, —a
1 2 q ax X qay y q az Z

O s€a

S JE JE JE
F=pg thrg tpg (2.53)

Las componentes de la fuerza en coordenadas cartesianas son
B JE, n JdE, n JE,
X px ax Py ay pZ az
7 JE, N JE, n JE,

y= Dx ox Py ay Pz 0z

% + % + IE,
Pxoy TPy dy P35,

(2.54)

E

En forma compacta
F=(p-V)E

donde el operator p-V se aplica al vector E.

La ecuacion (2.53) es la expresion més general de la fuerza que actda sobre un dipolo, valida
también para campos eléctricos no conservativos. En un campo eléctrostatico también tiene que
ser:

F=-VU,=-V (—ﬁ-ﬁ) _vy (ﬁ-E) =V (pyEx + pyEy+ p. E.) (2.55)

y sus componentes son:

f? i(“ E)_ %+ %_’_ %
* ox p — Px ox Py ox P ox

d (.. _O0E JE  JE,
e e (2.56)
— i(" E‘) — @_’_ %_}_ %

A aZ p —px az py az pZ az .

Estas dltimas expresiones son iguales a las (2.54) si el campo es conservativo, donde podemos
aplicar las condiciones VA E = 0, o sea, la circulacién de un campo conservativo es zero (en
cualquier linea cerrada C).

o
Il

=1l

Ejercicio 2.7 Un dipolo de momento j estd en un campo eléctrico generado por una carga
puntual positiva gg. Se considere el dipolo puesto en el punto P del eje y con el momento
paralelo a £ y ortogonal a E.

Solucién: El problema es un problema en el plano: si el dipolo tiene el momento p en el
plano y — z, las fuerzas estan es este plano. El campo eléctrico generado por la carga gg es

q0 y q0 % (2.57)

x ) Y Ame, (y? +Z2)3/27 £ 4me (2 +Z2)3/2
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Las derivadas son
% %_ g (=2y*+2%) %_ q (—3yz2)
dx dy dmey (2 +22)527  dz  dmey (y2+72)5/?
ox © dy  Amey (2+z72)52  dz 7 dz 4mey (2 +72)5/2

= 0,

Si el dipolo en el punto P(y = r, z = 0) posee el momento paralelo y concorde con el campo, o
sea py =0, py = p, p; = 0, se encuentra

—2pqoy* ~ —2pqo .

* U 4Aeyrd ‘ ! 4Amegr3 "y

la fuerza es atractiva, el dipolo se desplaza hacia el origen. Si, en vez, el dipolo es discorde al
campo p, = —p, entonces la fuerza es igual en médulo pero es repulsiva.

Cuando el dipolo es ortogonal a E y concorde al eje z, py = py =0, p, = p, se encuentra

2
pPqgoy = pqgo .
4meyrd 4meyr3 He

EVZR):07 F;

la fuerza es paralela y concorde al eje z, o sea a p. Si se da la vuelta a p, la fuerza sigue concorde
a ﬁ =

En el ejemplo recién descrito hay algunos hechos que es interesante poner en evidencia.
Cuando el momento p es paralelo al campo E la fuerza se puede escribir como

—2pqo ( —249

Fo_—2pdo, (_
471'8()1’3 ) P 47'[80}’3

dE
iy, = p—iiy = pVE.
> I/ly P dr I/ly P
Este resultado es verdadero en general; si p es paralelo a E la fuerza es
F=V(p-E) = V(pE) = pVE

y es paralelo al gradiente del médulo del campo. Esto significa que el dipolo tiende a moverse
hacia los puntos donde el campo es mas intenso si el momento p es concorde al campo, mientras
que tiende a alejarse de €l si p es discordte al campo; esta situacion es frecuente porque un dipolo
tiende a alinearse espontdneamente con el campo. Cuando, por lo contrario, el momento de dipolo
no es paralelo al campo, las cargas de dipolo también sondean la estructura del campo transversal a
las lineas de fuerza y la férmula de la fuerza es mas compleja.

Interaccion entre dipolos
Dos dipolos de momentos eléctricos p; y p», situados a una distancia r entre si, interactdan al estar
cada uno sometido al campo del otro. Queremos calcular la energia electrostitica del sistema de
dos dipolos y la fuerza en algunas situaciones geométricamente simples.

Tomemos las férmulas del campo de un dipolo dada por la ecuacién (2.46) y de la energia de
un dipolo en un campo eléctrico dada por la ecuacion (2.52): tenemos para la energia del segundo
dipolo en el campo del primero

- 1

v2= P2 Fr = ——[B1- o= 3(Pr-i) (Fa-i)] 2.
Uep=—P2-E 4n80r3[1?1 p2—3(p1-a,) (P2 - 1)) (2.58)

siendo I, = 71 » el versor de la direcién que va desde el primero hacia el segundo dipolo. Se
observa que la energia potencial es simétrica con respecto al intercambio 1 — 2. Es decir, que
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U.,1 = U, > como debe ser ya que se trata de una interaccion mutua. La energia es inversamente
proporcional a 73, por lo que la fuerza es inversamente proporcional r*: la interaccién disminuye
muy rdpidamente con la distancia.

Si los dipolos estan en el mismo plano, la energia serd

1 Pip2
= Jmenr3 [p1p2cos(6; — 62) —3p1 p2cos 6 cos 6] = pr

. (sinB; sinB, —2cos 6, cos ;) .
donde 6, y 6, son claramente los dngulos formados por los vectores p; — i, y pa — ;.

Si los momentos de los dos dipolos son concordes, o sea pasan por dos rectas paralelas distantes
r, entonces

. o A oA pip2
. = s Uy = U = 0 > U, = .

P1-P2=p1p2, P1-Ur=p2-U = dneor
La fuerza sobre el segundo dipolo es

5 U, 3p1p2

F = —VU = — . = 1

2 ¢ or dregrt "’

o sea repulsiva; se verifica que ﬁl = —132. Si los momentos son discordes la energia cambia de

signo y la fuerza es atractiva.
Supongamos, ahora, que los dipolos tengan momentos paralelos y concordes en sus ejes,
entonces

—2p1p2

DDy = , Pr-i=p1, Pr-ily= == U,= .
P1-P2=p1DP2 P1-Ur=pi p2-Ur=p2 e 47tsor3

La fuerza es atractiva y vale

5 —6pip>
F=——"-"I0,.
Amegrt r

Si los dipolos estdn discordes la energia y la fuerza cambian de signo.

Unidades 2.6.1 El momento de dipolo eléctrico tienen unidad de medida Cm. Los dipolos
elementales, intrisecos o inducidos, poseen valores de 1073 Cm para los primeros y 1073*Cm
para los segundos.

Potencial de un sistema de cargas en la aproximacion de dipolo

Los célculos del potencial generado por un dipolo se pueden generalizar para obtener el potencial
generado por un sistema de cargas (técnicamente estamos hablando de Potencial de un sistema de
cargas en la aproximacion de dipolo).

Consideremos ahora un sistema de cargas g; distribuidas en una regién de dimensién maxima d:
podria tratarse de las cargas negativas y positivas en un atomo o en una molécula. Si llamemos O a
un punto en el interior de la regién, calculamos ahora el potencial en un un punto P a una distancia
rdesde O con r > d. Si r; es la distancia de g; desde P, entonces el potencial serd

1 qi
V(P) = =. 2.59
( ) 47178() ; ri ( )

Definamos ahora d; como el vector que une O a la carga g;, por lo tanto, di+7=T7 y,sir>d,
podemos escribir d;cos 0; 4+ r; = r, 0 sea

ri=r—dicos6; =r—d;-i,, (2.60)
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donde i, es el versor de la direccién OP. Por lo tanto

1 1 d; - i, d; - i,
e i VR 2.61)
ri  r—d;-a, r2—<cz--12,) r
si admitimos que podemos despreciar dl-2 con respecto a 2. El potencial en el punto P serd
1 Xigi (H-CZ‘ : ﬁi) 0 ():i %Ji> <
= (2.62)

" 4re r2  dmeyr 4mey r?

donde Q =Y, ¢; es la carga total del sistemay p =Y ; q,-c?,- se llama momento de dipolo eléctrico
del sistema con respecto al punto O dentro del sistema. El potencial producido por un sistema de
cargas en el punto P es:

o Q ﬁ'ﬁr o
dmegr Ameyr?

V(P)

Vo + Vaip - (2.63)

Analizamos ahora la ecuacién (2.63). El término V; representa el potencial generado por un sistema
de cargas, que es igual a la carga total, y se llama término de monopolo; el término Vg, se llama
término de dipolo. Tenemos dos casos:

1. Si Q # 0, entonces Vy > Vyip; de hecho, si escribimos

p= Z%‘CZ = 0d (2.64)

donde hemos asumido que d; ~ d, y se tiene que:

Vap _ptr Q4 _d (2.65)
Vo Or Or r

2. Si Q =0, el término de monopolo es nulo y el potencial en P estd dado por Vy;p.
Cuando el termino p = 0 la expresién (2.63) no es suficiente para calcular el potencial y estamos
obligados a introducir otros términos, que derivan directamente del desarrollo en serio de la funcién
1/r;. Los primeros dos términos son V y Viip, los siguientes se llaman términos de multipolo
(cuadripolo, octupolo, ...,2"-polo); la dependencia de la distancia es 1/r"*!. Cada termino es
despreciable en comparacién con el anterior, pero, si esto es nulo, entonces necesitamos ir al
termino siguiente. Por lo tanto, un sistema neutro puede tener una interacion eléctrica, que es tanto
menor cuando mayor es el grado de simetria.

LEl potencial de dipolo depende del punto O que elegimos? Consideremos otro punto O’, vale
la relacién

1

OP; = 00’ + 0'P; = 00' +d;,—
Y qidi =Y 00+ Y qid'; = Q00 + 7. (2.66)
j i i

1

S

El momento referido a O’ es distinto al referido a O. Por lo tanto, el momento de dipolo depende
del punto O que se elige, lo cual no seria apropiado para una cantidad que tenga significado fisico.
Si el sistema es neutro Q = 0, el término del dipolo es nulo y el potencial es
ﬁ : ﬁr
V= 2.67
4r & r? ( )

con p una propiedad intrinseca, caracteristica del sistema, independiente de O: se tiene que elegir
un punto para calcular p, pero el resultado es invariante.
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El campo electroestético de una carga puntual es un campo central y, porque tal, es conservativo.
Para una distribucién de carga discreta o continua no se puede hablar en general de campo radial;
pero es siempre conservativo como resultado de la aplicacion del principio de superposicién en el
célculo del trabajo, que es independiente del camino en particular.

La propiedad de ser conservativo no es una caracteristica especifica de un campo radial que
depende de la distancia como 2, pero vale para cualquier campo del tipo E = E (r)i,, radial y
con médulo dependiente s6lo de la distancia, o sea, central. Como por ejemplo, el campo

C

E=—4q,
rn
con n # 1, es el gradiente de la funcién potencial calculada por
= c
Viry=| E-d§=———.
(F) /r § (l’l _ l)rn—l

En este capitulo, obtendremos una ley que vale solamente si la dependencia del campo de la

distancia es del tipo r—2.

Flujo del campo eléctrico. Ley de Gauss.

Consideramos una superficie d¥ sumergida en una regién en la
cual actda un campo eléctrico E y orientado fijando el sentido
del versor normal #,, véase figura 3.1. Se define flujo del
campo E a través de la superficie d¥ a la cantidad escalar:

d®(E) =E - i, dX = Ecos 0 dL = E,dX. (3.1

El flujo a través de una superficie finita X, se obtiene sumando
todas las contribuciones infinitesimales ecuacion (3.1), o sea,
integrando

¢@yzéﬁﬁmx (3.2)

Figure 3.1: Flujo de E através de
una superficie.
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Si la superficie es cerrada, el flujo se escribe como:
®(E) = fﬁ-ﬁndZ. (3.3)
)

En este caso, la convencion es orientar la normal a
la superficie hacia fuera. Las contribuciones positivas
a la integral (3.3) son aquellas donde E- ii, > 0, debido
a que en aquellas zonas E estd orientado hacia fuera,
representando un flujo de E saliente de la superficie. Las
contribuciones negativas vienen de las zonas donde E -
fiy < 0, donde E mira hacia dentro, y representa un flujo
de E entrante. Por lo tanto, la integral (3.3) proporciona
el flujo neto a través de la superficie cerrada; si es nulo
quiere decir que el flujo que entra es igual al flujo que
sale.

La definicién de flujo se aplica a cualquier campo
vectorial. El nombre de flujo llega desde las aplicaciones
en hidrodindmica, pero tiene que quedar claro que el flujo
de un campo vectorial es un concepto matematico y no se
acompaiia necesariamente al pasaje de materia o energia
a través de una superficie.

Consideremos ahora el campo producido por una
carga puntual g, el flujo a través de una superficie infinitesimal dX es

Figure 3.2: Flujo de E generado por una
carga puntual a través de una superficie.

q 0, . q G-,d g dXcos® g dXo

d®(E) = . = — _ 4z
(E) 4rmey r? tn 4rwey 12 4rwey 12 4mey 12

donde #, es el versor de E y i, es el versor normal a la superficie. La cantidad dZ es la proyeccion
de dX en el plano perpendicular a ii,. Por definicién, la cantidad dXo /72 es el dngulo solido dQ bajo
el cual la carga ve el contorno de d¥, por lo tanto,

- q dXy q
dd(E) = — = dQ.
(E) dmey 12 4rme

El flujo del campo E deuna carga puntual g depende s6lo del dngulo solido y no de la superficie, ni
tampoco de su distancia desde la carga.
El flujo a través de una superficie finita es

=, = . q q
SE)= | E-G4dX=—— [dQ=—""00Q. 34
(E) /z “ 47r£o/ drey 34

Si la superficie es cerrada tendremos

=, = . q q q
PE)=9¢FE -H,dX=——¢dQ=—4dnr=— 3.5
(E) fz “ 471780?{ drey & & (3-5)

esto porque el dngulo solido bajo el cual se ve una superficie cerrada cualquiera, desde un punto en
su interior, es siempre 47.
Si la carga estd fuera de la superficie, el campo eléctrico entra y sale de la superficie; por lo

tanto, debido a la orientacién de la normal, tendremos que en el caso que el campo E entra en d¥,
el producto escalar E -ii,dX; < 0y elotro E - ii,d¥; > 0. Los flujos a través de los dos elementos
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son

dd, (B) = Eﬁndz]:—%go

dDy(E) = E-iydfy = +—1-d0Q = —dd,(E),

dQ,

4reg
— dd, (E) 4 dd,(E) =0.
Integrando en toda la superficie
O(E) = fﬁ -, dZ =0. (3.6)

Las ecuaciones. (3.5) y (3.6) se resumen en: el flujo total a través de una superficie cerrada del
campo de una carga puntual q es igual q/ &y si la carga estd dentro la superficie y es cero si la
carga estd fuera.

El resultado enunciado se extiende al caso de una distribucion de cargas puntuales simplemente
utilizando el principio de superposicion y la propiedad aditiva de las integrales:

O(E) :fﬁ.ﬁndzzj{<zgi> .ﬁndz‘,:Zj{E‘i.ﬁndZ.
1 1

Cada integral vale ¢;/ € si la carga estd dentro de la superficie (cero si estd fuera). Por lo tanto:

P(E) = 810 <Z%‘> : (3.7)

nt

concluyamos diciendo que el flujo total a través de una superficie ¥ es igual a la suma de las
cargas en el interior de la superficie partido por €.

Si tenemos una distribucidn continua de carga, entonces el flujo del campo eléctrico creado por
tal distribucién a través de una superficie es

|
D(E) = g/rp(x,y,Z)df, (3.8)

donde hemos substituido ¢ = [, pdt. Las ecuaciones (3.7) y (3.8) constituyen el teorema de
Gauss:

Definicion 3.1.1 — Ley de Gauss. El flujo del campo E através de una superficie cerrada es
igual a la suma algebraica de las cargas contenidas en la superficie, cualquier sea su distribucion,
partido por &.

Ejercicio 3.1 La nocién de angulo sélido es la extensién a tres dimensiones del concepto de
4ngulo plano, que reportamos rdpidamente para poner en evidencia la analogia entre las dos
definiciones.

El 4ngulo plano entre dos semirectas salientes por el punto O '
se mide como la razén entre la longitud s del arco de circun- \
ferencia de centro O entre las dos semirectas y el radio r de la
circunferencia misma:

o=".
r
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La definicién es valida también por un arco infinitesimal,

=%

r

y se puede extender a un tramo ds’ que forma un dngulo & con ds, o sea

) — ds _ ds’cosa;
r r
o es también el dngulo entre las normales a ds y ds’. Sin embargo la definicién no depende de

la circunferencia elegida, o sea de r.

La unidad de medida del angulo plano es el radidn, que corresponde al dngulo por lo cual
s = r. Si s coincide con la longitud de la circunferencia, 27r, el dngulo correspondiente serd 27
radianes, que es el mdximo valor posible.

En el caso trimidensional consideramos el angulo s6lido
dQ que estd definido como: dada una superficie d¥ y su
proyeccion d¥ ortogonal al radio que sale del punto O y
pasante por dX se llama dngulo sélido la cantidad

40 — dZC(Z)sOt :diiéo'
r r

La superficie dXg es un elemento de la casquete esférico
cuya drea vale, en el sistema de coordenadas polares

dZy = (rd@)(rsin0d¢) = r*sinOdOd¢,
por lo tanto
dQ = sin6d6d¢,

la cual expresa el dngulo solido bajo el cual el punto O ve la superficie d¥y. Si la superficie es
finita, el angulo sélido total es la integral

()
Q= / sin6dOd¢ ,
6, 1

por una esfera ¢ € [0, 2] y 6 € [0, 7], y el dngulo sélido por una esfera (o cualquier superficie
cerrada que contenga el punto O) es Q = 47x. La unidad de medida es siempre el radian. u

3.2 Algunas aplicaciones y consecuencias de la ley de Gauss

La ley de Gauss se vuelve un instrumento muy poderoso para determinar el campo E en los casos
donde la distribucién de carga que genera el campo tiene un alto grado de simetria (esférica,
cilindrica, plana). En estas condiciones es facil encontrar a priori el comportamiento de las lineas
de fuerza y, consecutivamente, encontrar superficies cerradas en cuyos puntos el campo es paralelo
u ortogonal a la superficie, por lo tanto, las contribuciones E - ,d2 pueden ser nulas o pueden
escribirse simplemente como EX. Ademas, si deducimos que el médulo del campo es contante en
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las zonas donde E es paralelo a i, la ley de Gauss serd
®(E) :fﬁ-ﬁndzzEzz %,

y se encuentra radpidamente el médulo del campo:
g .
&L’
donde g es la carga encerrada en el interior de la superficie X. Resolveremos algunos problemas ya
vistos anteriormente con la ley de Gauss; se verd la mayor simplicidad del método.

Ejercicio 3.2 Una carga g se distribuye con densidad superficial constante ¢ en una super-
ficie esférica de radio R. Calcular el campo E en los puntos interiores y exteriores de la superficie.

Solucién: Empecemos por calcular el campo en el exterior. En el punto P distante r > R
del centro, E es ciertamente radial, ya que se debe a la suma de contribuciones simétricas dos
a dos, iguales en médulo, cuya resultante es radial; si no fuera asi, significaria que ¢ no es
uniforme.

En cualquier otro punto con la misma distancia de

P desde el centro la situacién es la misma. Esto dgx

g s 5 L g % =
significa que el campo tiene médulo constante en B o, B
una superficie esférica de radio r, es ortogonal a ella g S

y tiene una direccidn saliente o entrante dependiendo
del signo de la carga:

dq
E =E(r)a,,

donde hemos puesto en evidencia que el médulo puede depender sélo del radio ». Aplicando la
ley de Gauss por una superficie esférica X de radio r > R:

D(E) = ]{E(r) Ay - dpdX =E(r)7{d2:E(r)4m2 = %2

con g = 4nR?>G, tendremos

_ q _ o R?
 Amegyr?  gr?’

q .

E=—1_
47T80r2u

E(r)

El campo fuera de una distribucién superficial esférica uni-
forme de carga es igual al de una carga puntual de igual valor
concentrada en el origen O; a paridad de carga, el campo no
depende del radio de la distribucién. En el interior de la super-
ficie esférica se aplican las mismas condiciones de simetria, _
de modo que el campo debe ser radial y el flujo a través de R -
cualquier superficie esférica ¥’ de radio r < R debe ser EY'.
Por otro lado no hay carga en el interior, el flujo a través de
cualquier superficie ¥’ cerrada es nulo y por lo tanto debe ser
E =0 para r < R: dentro de una distribucién de superficie
esférica uniforme el campo es nulo.
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Observamos que para r que tiende a R desde el interior, el campo es siempre nulo, mien-
tras que para r que tiende a R desde el exterior, E — q/(4w&R?) = 6 /€y el campo presenta
una discontinuidad al cruzar la capa cargada. El potencial se calcula, para r > R, a partir del
campo y es obviamente ¢/ (47€yr); en particular, para r = R, V = Vo = q/(4m&yR?) y éste es el
valor constante en todos los puntos dentro de la superficie esférica, donde el campo es cero. La
tendencia con r del campo y del potencial se muestra en las figuras a lado. =

Ejercicio 3.3 Una carga g se distribuye con densidad espacial uniforme p en el volumen de
una esfera de radio R. Calcular el campo electrostético en los puntos al interior y al exterior de
la esfera.

Solucién: El razonamiento basado en la simetria esférica utilizado en el ejemplo anterior
también es vélido ahora para r > R y podemos decir inmediatamente que el campo fuera de una
esfera uniformemente cargada es

B-—9 5 - PR,
47!7801‘2 " 3801‘2 "
con
4 3
q=37Rp

3

es como si la carga se concentrara en el centro de la esfera. En el interior (r < R) hay ahora
una carga uniformemente distribuida y el campo ya no es nulo; sin embargo, el argumento de
simetria que conduce a un campo radial sigue siendo vélido, de modo que el flujo a través de
una superficie esférica de radio r se escribe

/

O(E) = dnegrPE =1

&

donde ¢’ es la carga contenida en el interior de la superficie X'

4 q 4 r
4 = —7T 3 = —7T 3 =q—=,
4 p3 " %nR3 37 TR

y el campo eléctrico a distancia r < R desde el centro vale

/

q qr __pr

~ 4meyr?  4me RS 3ey

En conclusién, el campo crece linealmente desde el valor cero en el centro de la esfera hasta el
valor pr/(3&) = q/(4meyR?) en la superficie de la esfera; en el exterior, el campo disminuye
con el cuadrado de la distancia desde centro. Para r = R el campo es continuo. El potencial
fuera de la esfera viene dado por V = ¢g/(4meyr), y en particular es

g _pR
V(R) = =—
(R) 4tegR - 3¢
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en la superficie de la esfera. En el interior

R R
V(r)—V(R):/r E-as= [ %dr:é(#—ﬁ)

2
p 2 2 q r

se encuentra que en el centro V(0) = 3/2V(R). Hay que tener en cuenta que los valores del
potencial en el centro estdn referidos al potencial en el borde y que éste esta referido al potencial
al infinito, que se supone nulo; esto es una consecuencia de la definicidn del potencial que fija el
potencial a menos de un constante. Suponiendo que un nicleo atémico pueda asimilarse a una
distribucion de carga esférica continua, de valor total Ze, el campo en la superficie viene dado
por

_ Ze
B 47'!78()R,21

Suponiendo que R, = 10~"9m, el resultado es E ~ 1.5Z - 10! V/m, un valor que da una idea
de los campos tan intensos que existen a nivel microscépico. Por dltimo, observamos que la
propiedad de que el campo fuera de una esfera cargada sea igual al campo producido por una
carga puntual situada en el centro de la esfera sigue siendo vdlida aunque la densidad de carga
no sea constante: basta con que p sea una funcién del tipo p(r), es decir, a simétrica esférica. =

Ejercicio 3.4 Una distribucion espacial continua y uniforme de carga posee forma cilindrica de
radio R; calcular el campo E.

Solucién: La simetria cilindrica sugiere que el campo es ortogo-

nal al eje del cilindro formato por la carga y que sea constante en <
cualquier superficie cilindrica coaxial de radio r. Para aplicar la :
ley de Gauss, consideramos una caja cilindrica ¥ de radio » > R .
y altura s, como en figura. El flujo de E a través las bases de . )
Y es nulo en cuanto el campo es paralelo a las bases y, por lo ! T
tanto, ortogonal a #I,,. El flujo a través de la superficie lateral, que
coincide con el flujo total a través de X es R

= q o

®(E) = }{EZ =omrhE =4

La carga contenida dentro de X es

q:/pdr:anzh:Mz,

definiendo

A=prar:=1
prR® =,
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o sea la carga contenida en un cilindro de radio R y altura unitaria. Y el campo eléctrico serd

2
O(E) = 21rhE = M1 __r PR
& 2wegr  2&r
Hemos encontrado la expresion del campo relativo a un hilo indefinido uniformemente cargado.
Por lo tanto, un cilindro uniformemente cargado genera un campo igual al campo que generaria
la misma carga distribuida linealmente en el eje del cilindro. En el interior del cilindro podemos
seguir escribiendo

/

®(E) =27rhE = %

donde ahora ¢’ es la carga contenida en una caja cilindrica de radio ¥’ < Ry es

/ 2 r
q =pnr h:lhﬁ

y el campo serd

5 pr Ar
 2gy 2meyR?

El campo crece linealmente con r desde el eje hasta al borde, en el exterior disminuye como
1/r. Es interesante notar, en este ejemplo como en el anterior, que la dimension radial finita del
sistema tiene como consecuencia la disminucién continua del campo al interior hasta a llegar a
cero en el centro de la distribucidn; se evita asi la divergencia tipica de la carga puntual o del
hilo de radio nulo, que, como mencionado, no son objetos fisicamente realizables en la teoria
clésica del electromegntismo.

El célculo del potencial por la distribucién cilindrica presenta la misma dificultad porque
la distribucién es infinita. Pero podemos facilmente calcular las d.d.p.. En el interior, con
respecto al borde, tenemos

R Ar A

R
V(r)—V(R):/r Edr= [ o = o (-1

y, en particular, V(0) — V(R) = 1 /(47gp).

En el exterior la d.d.p. entre dos puntos en superficies equipotenciales, las cuales son su-
perficies cilindricas coaxiales, es

2 Ar Ar  n
F= In—;
1 277.780}" 271'80 ri

V(I’l) —V(rz) = /rlrzEdr: g

y con respecto al borde

Ar
2TE

r r
V(r)—V(R):/ Edr= In—;
r R
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Ejercicio 3.5 Calcular el campo E generado por una carga distribuida con densidad superficial
o en un plano infinito.

Solucién: Por razones de simetria, se deduce que el campo electroestatico es ortogonal al
plano donde estd distribuida la carga y tiene valores opuestos en las dos caras (o sea, siempre
sale o siempre entra). Como superficie para calcular la ley de Gauss elegimos un cilindro con
areas de base X paralelas al plano, asf, el flujo a través de las dos bases es ©(E) = 2 E X mientras
que el flujo a través de la superficie lateral es cero ya que el campo eléctrico es ortogonal a la
normal. En el interior del cilindro tenemos una carga ¢ = oX y, por lo tanto,

)
dD(E):ZEZ:% — E:%.

El campo tiene médulo constante en todo el espacio. Vectorialmente, llamamos x al eje ortogonal
al plano,

= c . . c .
E(X>O):2780ﬁx:E1, E(x<0):—2—€012x:E2

y podemos notar que el campo eléctrico es discontinuo en el plano y vale

E E» o o o
1 2 ) X 28() X P 5

Es facil también calcular la d.d.p. entre dos puntos fuera del plano:

X

V() = V() :/

X1

2
Edx = g(xl —Xz).
&

resultado que depende s6lo de x y muestra que las superficies equipotenciales son planos
paralelos al plano cargado. =

Nota: equilibrio en un campo electrostdtico

Un problema mds general que se resuelve facilmente con la ley de Gauss es el del equilibrio en
un campo electrostatico. Recordemos que una posicion de equilibrio estable P para una carga g
se define por el hecho de que para cualquier pequeiio desplazamiento desde esa posicion, existen
fuerzas que devuelven la carga a su posicion original. De consecuencia, en cualquier punto de una
hipotética superficie cerrada que rodea a P la fuerza se dirige hacia P y también el campo, si la
carga g es positiva. Pero entonces, por la ley de Gauss, hay un flujo que entra en la superficie y
por lo tanto debe haber una carga ¢’ negativa en el interior (y viceversa si ¢ es negativa). Si no hay
carga en P, la situacién descrita no puede producirse y concluimos que una carga, colocada en un
campo electrostético, no tiene una posicién de equilibrio estable, excepto cerca de las fuentes o al
infinito.

Por ejemplo, dadas dos cargas iguales, en el punto medio O de la conjuncién el campo es
cero y se puede colocar alli una carga gg que permanece en reposo. Si se trata de una carga del
mismo signo que las fuentes, s6lo para desplazamientos a lo largo de la conjuncion, la carga gg se
devuelve hacia el centro (equilibrio estable), pero para cualquier otro desplazamiento retrocede
indefinidamente (equilibrio inestable). Si se trata de una carga —gq de signo contrario el equilibrio
es estable s6lo para desplazamientos ortogonales a la conjuncidn, inestable en los demés casos.
Un sistema de cargas libres del mismo signo no puede permanecer unido de forma espontanea,
se necesitan otras fuerzas para unir las cargas. Un nucleo atémico es estable porque entre sus
componentes existe la interaccion fuerte que supera la repulsion electrostética entre los protones.
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Los sistemas macroscopicos con una densidad de carga volumétrica, como la esfera y el cilindro,
pueden realizarse aprovechando las propiedades de los materiales aislantes, como veremos en
el capitulo 5; las distribuciones de carga superficial se obtienen facilmente cargando materiales
conductores, como veremos ampliamente en el capitulo 4, o frotando materiales aislantes. Sin
embargo, en ningtin caso las cargas son totalmente libres.

Otro conjunto de consideraciones interesantes se refiere a aquellas situaciones en las que el
flujo a través de una superficie cerrada es nulo, lo que indica que la carga total en su interior es
nula. Esto no significa necesariamente que el campo en los puntos de la superficie sea nulo, sino
que tiene en algunas partes una direccion saliente y en otras una entrante, de modo que los flujos
entrantes y salientes son iguales y opuestos. S6lo cuando esta situacion no puede realizarse debido
a condiciones particulares de simetria, la nulidad del flujo conduce a la nulidad del campo. La
condicién g = 0 que lleva a @ = 0 se satisface de dos maneras: o bien no hay cargas en absoluto
dentro de la superficie, o la carga, algebraicamente nula, estd compuesta por una cantidad igual de
carga positiva y negativa. El caso mds simple de la segunda posibilidad es el dipolo eléctrico, cuyo
campo E es distinto de cero en cada punto. pero tiene flujo cero a través de cualquier superficie que
encierre enteramente el dipolo. Un campo vectorial cuyo flujo a través de un superficie cerrada es
nulo, se define como campo solenoidal.

Campo E en el entorno de una capa superficial de carga

La ecuaciones integrales que caracterizan el campo E

j{E-dizo, fﬁ-ﬁndzzi (3.9)
€
permiten deducir el comportamiento del campo al cruzar una superficie donde existe una carga.
Esta situacién de carga superficial es muy comun en la practica y ocurre con materiales
conductores y también con dieléctricos. En ambos casos, el espesor de la distribucién de carga es
despreciable y se puede hablar correctamente de densidad superficial.
Consideremos una superficie ¥ donde estd distribuida uniforme-
mente una carga positiva con densidad ¢. Consideremos una linea
cerrada infinitesimal ABCD: los lados AB = d, y CD = ds», los
cuales yacen en los lados opuestos a la superficie, son paralelos a
la superficies e igual en modulo; los lados BC y DA, ortogonales
a la superficie, son infinitesimales de orden superior con respecto
los otros dos.
Llamemos E, E» los valores del campo en los lados ﬁ y C—l>)
y Ey;, Ey las componentes tangenciales, o sea, las proyecciones de
E 1, Ez en las direcciones AB y CD, paralela a la superficie, véase
figura 3.3. Usando que el campo es conservativo, la circuitacién en
un camino cerrado es nula

Figure 3.3: Discontinuidad de
E|-d5, +E> -d5> = Ey,ds; + Exydsy = (Eyy—Ey)ds=0 la componente tangencial del

campo E.
desde la cual obtenemos

La componente tangencial del campo E es continua cuando se cruza una superficie de distribucién
superficial de carga.

Consideremos un punto de ¥ y un entorno de drea d¥ y sea &, la normal a la superficie.
Construyamos ahora un cilindro con areas de base dX; y dX,, iguales en valor a d¥ y paralelas
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a esta, y con altura tal que la superficie lateral sea infinitesimal de orden superior a dX, véase
figura 3.4. La carga contenida en la caja cilindrica odX es, por la ley de Gauss:

E\-iydX) + E> - 1Y) = —E; - (,dZ + E» - 0,dX = (Egy — Ey,)dE = ——

donde Ey, y E», son la componentes normales a la superficie, o sea, Eyn B,
las proyecciones en #,. Tenemos por lo tanto:

o
Eyp—Ein= P 3.11)

Al cruzar la superficie la componente normal del campo E tiene
una discontinuidad igual a © /€.

Las ecuaciones (3.10) y (3.11) se pueden escribir en forma
vectorial como:

Br—E =24, (3.12)
&

Figure 3.4: Discontinuidad de
La relacién (3.12) vale localmente, o sea, en cada punto de la la compf)nente ortogonal del
superficie; no es necesario que O sea constante ni que la superficie campo E.

sea plana.

Ley de Gauss en forma diferencial

La ley de Gauss es una ley integral que une el flujo del campo E através de una superficie cerrada
a las fuentes del campo que estdn en su interior. Es posible encontrar una relacién local que une las
derivadas del campo en un punto con densidad de carga de volumen p en aquel punto.
Consideremos un paralelepipedo infinitesimal
con lados dx, dy, dz paralelos a los ejes, el cual

contiene una carga dg = p(x,y,z)dt siendo dt =

dxdydz el volumen del paralelepipedo. El flujo a )

través de la superficie A’B'C’'D’, perpendicular al eje < 5 & B

xes: v, p / / /
E' i, dydz = Eldydz, 7u’<__B _; ke

llamemos E! la componente de E’ paralela al eje x. i g

Andlogamente, el flujo a través la cara ABCD es

E - (—fy)dydz = —E,dydz; : N
(=) dydz S Figure 3.5: Discontinuidad de la componente

Al final ortogonal del campo E.
JE
(E.—E\)dydz = ax" dxdydz (3.13)

Lo cual es el flujo a través las superficies consideradas, donde hemos desarrollado en serie hasta el
primer término el campo E,. (ya que dx es un infitesimal).

Podemos encontrar expresiones similares para las otras superficies y obtenemos el flujo total en
todas las superficies del paralelepipedo, que es

. . . [(9E. OE, OE, _ (9E. JE, OE,
dd(E) = E -1, d% = ( oyt az)dxdydz— ( Tt g LA AR
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Segtin la ley de Gauss, sabemos que

dg dt

dd = X, y, , 3.15
2 p(y)80 (3.15)

y comparando los dos flujos tenemos que

OF OB, OB 1
ox dy 0z gopxy,

El término del lado izquierdo es simplemente la divergencia del campo E, por lo tanto, la ley de
Gauss en forma local serd

-

1
V-E=—p(x,y,2) (3.16)
&

El campo E tiene divergencia no nula solamente en los puntos donde existe una densidad de carga,
en el espacio vacio, la divergencia de E es nula.

Adn si por la demostracion hemos utilizado un paralelepipedo, la ley de Gauss (3.16) es valida
para cualquier volumen, es suficiente pensar en dividir el volumen en infinitos paralelepipedos y a
cada uno aplicarle las consideraciones hechas hasta ahora. Ya que los flujos en las caras en comtin
se anulan (ya que son iguales y opuestos) quedan sélo la contribucién de las caras externas que
coinciden con X y se obtiene del teorema de la divergencia

E :fﬁ-ﬁndzz/v-ﬁdr.
T

Theorem 3.4.1 — Teorema de la divergencia. El flujo de un campo vectorail V a través
de una superficie cerrada X es igual a la integral de la divergencia del campo en el volumen
contenido en X:

jéf/-andz:/v-f/dr. (3.17)
T

Campos vectoriales solenoidales

Precedentemente hemos introducido el concepto de campo vectorial solenoidal; por ejemplo un
dipolo eléctrico elemental tiene un flujo nulo a través de cualquier superficie cerrada (que encierre
el dipolo) y un campo vectorial con esa propiedad se defino solenoidal. Desde le teorema de la
divergencia (3.17) encontramos que para un campo solenoidal la divergencia es siempre nula; de
hecho, si fuera distinta de cero en un punto, seria distinta de cero el flujo a través de una superficie
cerrada alrededor del punto. Por lo tanto, para un campo vectorial V solenoidal vale siempre la
relacién

V.V=0.

Una propiedad tipica de un campo solenoidal es la siguiente: elegida una linea cerrada I' y
colocamos dos superficies X1 y X, en este contorno, el conjunto de ¥; y ¥, forma una superficie
cerrada X para la cual el flujo total es cero:

%V i,dx = V 0,dX; + V- 1,dX, =0.
Y]
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Observamos que si fijamos una direccion de recorrido a lo largo de la linea, las normales i, en X
y X, no estdn orientadas de manera consistente con la regla del tornillo. Si queremos hacer esto
debemos cambiar una orientacion, por ejemplo su X y tenemos

O(V)=-D+P — & =

En un campo solenoidal, el flujo a través de dos superficies que tienen el mismo contorno y
orientadas concordemente, es igual. Por lo tanto, no es la superficie, que sirve para realizar el
célculo, sino el contorno, y se habla de hecho de flujo a través de una linea cerrada. El campo
electrostatico en general no es solenoide y de hecho su divergencia no es idénticamente cero; lo
seria si sus fuentes fueran dipolos elementales, pero este es un caso muy especial. Veremos que el
campo magnético B tiene la propiedad de ser solenoidal, y por lo tanto de tener divergencia idéntica
a cero, en cualquier circunstancia.

Ecuaciones de Maxwell para la electroestdtica

La introduccién de los operadores de rotor y divergencia permiten escribir en forma sistematica las
ecuaciones locales que corresponden al hecho de que el campo E sea conservativo y obedezca a la
ley de Gauss:

VAE = 0, (3.18)
P

V-E = o’ (3.19)
Las cuales se llaman ecuaciones de Maxwell para el campo electroestdtico. Cada una de estas
ecuaciones se corresponden a tres ecuaciones diferenciales en las componentes del campo.
Como hemos visto anteriormente, el hecho de que el campo sea conservativo, o sea que
valga la ecuacién (3.18), nos permiti6 escribir E = —VV, insertando la dltima expresién en la
ecuacion (3.19) obtendremos

VE—-vV.vw=-_vy-P"
€

Trabajando en coordenadas cartesianas, tenemos

o T L VA R 4 P
V2V = =, .
v dx? + dy? * 27> £ (3-20)

esta ecuacion diferencial, que conecta el potencial a la densidad de carga, se llama ecuacion de
Poisson. En el espacio vacio tendremos

0%V 0%V 9V

V2V =
dx? + dy? * 27>

0 (3.21)
Esta expresion se llama ecuacion de Laplace.

La integracién de las ecuaciones (3.20) y (3.21) con determinadas condiciones de borde permite
determinar univocamente el potencial V (x,y,z) y, desde esto, el campo eléctrico, utilizando el
gradiente.

De hecho se demuestra que, si se impone al potencial ser nulo en el infinito junto a todas sus
derivadas (y, por lo tanto, su potencial es también nulo en el infinito), y se fija una distribucién de
carga p en una region de espacio finita, la solucién de la ecuacién de Poisson es:

V(x,y,2) = 1 / p,y,2)dx'dy'dZ
y¥2) = 4me, [(x—x’)2+(y—y’)2+(z—z’)2]1/2‘
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En fin, el operador V2 = V -V se llama operador de Laplace o laplaciano y, en coordenadas
cartesianas, toma la expresion

2 9% 9?

-2 7 7
8x2+8y2+9z2

el cual, aplicado a un campo escalar, origina otra cantidad igualmente escalar.
Se considera también la aplicacién de V2 a un vector; el resultado es un vector que tiene como
componentes los laplacianos de las componentes:

Vi = (Vay) iy + (Vay) ty + (Vay) i

Ejercicio 3.6 Entre dos planos indefinidos, distantes d y cargados con densidad uniforme +0 y
—0, hay una carga distribuida en el espacio con densidad uniforme p. Determinar, en la regién
entre los dos planos, el campo y el potencial, suponiendo V (x = d) = 0.

Solucion: La simetria del problema sugiere que las superficies equipotenciales son planos
paralelos a los dos planos cargados, por lo que el problema es unidimensional. La ecuacién de
Poisson (3.20) se escribe
v p
2 g
y su solucién mds general es
2
px
V(x) = ——.
(x) =c1+cax 26
Las dos constantes se encuentran con las condiciones de borde V(d) =0y V(0) = Vp; por el
momento Vj no es conocido. Tenemos

V(O) = VWw=rc — =W
pd? pd Y

(d) c1ted—Ho 2= e d

e (2L W 5 W Vo P,
V(x)—V0+( )x , E(x)= 5 280(2x d)

El campo total serd la suma de los dos campos: E(x) y el campo creado por los plano cargados,
que es Eg = o /€. n

3.6 Repaso sobre las operaciones de gradiente, rotor y divergencia

En las leyes que describen el comportamiento del campo E, y, en otras que estudiaremos, aparecen
algunas combinaciones de las derivadas parciales del campo, expresadas sintéticamente con los
conceptos de gradiente, rotor y divergencia.

En este capitulo repasaremos las propiedades de tales operaciones, utilizando los simbolos E
y V para los campos vectoriales y campos escalares (hay que recalcar que estas propiedades se
aplican a todos los campos vectoriales). En fin, recordemos que un campo es una cantidad fisica
que en una region del espacio toma valores dependientes de la posicion, o sea, es una funcion de
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las coordenadas. Por su carécter fisico, un campo toma un significado intrinseco que no depende
en particular del sistema de referencia. Eso es verdad por el niimero que representa el campo en
un punto, como por el modulo, la direccidn, el sentido del campo vectorial en un punto; no es
verdad para las componentes del campo vectorial, las cuales dependen explicitamente del sistema
de referencia y varian con eso.

Gradiente VV

El gradiente se aplica a un campo scalar y el resultado es un campo vectorial. El significado
intrinseco estd expresado por:

dv =VV .ds;

la variacion infinitesimal del campo escalar en la direccion de ds estd dada por el producto ds de
la proyeccion del gradiente en esta direccion. El gradiente proporciona en el espacio tridimensional
las propiedades de variacién del campo escalar. En cada punto del dominio, VV es ortogonal a la
superficie de nivel que pasa por aquel punto (se llaman asf{ las superficies V = constante) e indica,
con su sentido, el maximo crecimiento de V; llamado dn el desplazamiento infinitesimal de tal
sentido, |VV| = dV /dn.

Dado un campo escalar es evidente que la diferencia finita

B
VB—VA:/ VV.ds
A

esta determinada por los puntos A y By no por el camino entre los puntos. La integral de linea del
gradiente es, por lo tanto, independiente del camino, o sea, su circulacién del gradiente es siempre
igual a cero:

j{VV-d§:0.

El resultado es conocido como feorema del gradiente y se dice que el campo vectorial VV es un
campo conservativo.

Viceversa, si un campo vectorial satisface la propiedad de tener circulacién nula en cualquier
linea cerrada contenida en su dominio, y si esto es conexo (o sea, se puede siempre dibujar una
linea que conecte dos puntos, y tal linea tiene que pertener al dominio), entonces, existe una funcién
escalar V por la cual el campo vectorial es el gradiente.

Rotor VAE

El rotor se aplica al campo vectorial y proporciona otro campo vectorial. El significado intrinseco
estd expresado por:

dr = (V/\E) ,dY :

dI es la circulacién del vector E en un camino infinitesimal, sobre el cual se apoya una superficie
dX y, segtin la dltima ecuacion, es igual al flujo del rotor de E a través de dX. El rotor en un punto
estd relacionado a la circulacién elemental del campo alrededor del punto.

Si el campo es conservativo, su circulacién es siempre nula y, por lo tanto, el rotor es igualmente
nulo; de hecho V A (VV) = 0: el gradiente es un campo irrotacional. Viceversa, si el rotor de Ees
idénticamente nulo y el dominio del campo es simplemente conexo, entonces E es conservativo.

Segtn el teorema de Stokes:

]fﬁ-dfz/ (VAE) G,dE.
X

La integral de linea se substituye con una integral de superficie, extendida a una superficie cualquiera
que se apoye sobre la linea, con una combinacién de derivadas que se llama rotor.
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Divergencia V-E
La divergencia se aplica a un campo vectorial y proporciona un campo escalar. El significado
intrinseco estd dado por:

d®=V-Edr:

el flujo infinitesimal del campo E a través de una superficie cerrada d¥ que contenga el volumen
dt estd dado por el producto de la divergencia de E por el volumen. La divergencia en un punto
estd conectada al flujo del campo que entra y que sale por aquel punto.

La formula integral de la ecuacién anterior constituye el teorema de la divergencia:

fﬁ-andzz/v-ﬁdr. (3.22)
T

Un campo vectorial, que tiene flujo nulo a través de cualquier superficie cerrada, se dice solenoidal
y su divergencia es nula. Una propiedad tipica de los campos solenoidales es que es siempre el
mismo el flujo a través de cualquier superficie que se apoyen en el mismo contorno: el flujo estd
definido solamente por el contorno.

Una particularidad del campo solenoidal es el vector V AE': de hecho, se verifica que V-VAE =
0. Viceversa es verdad que si un campo vectorial es solenoidal, este es el rotor de otro campo
vectorial. O sea, dado 4 y calculando b=VAZ, resulta siempre V - b = 0; si viceversa resulta
siempre V - b = 0, entonces, existe siempre un vector b=VAd. En algun sentido, como V es
la primitiva escalar de un campo irrotacional, entonces @ es la primitiva vectorial de un campo
solenoidal.

El operador V: operaciones combinadas

El vector simbdlico V es muy ttil para expresar las operaciones de gradiente, rotor, divergencia y
para demostrar rapidamente algunas propiedades. Tenemos

* aplicacién directa sobre un escalar: gradiente VV

* producto vectorial por un vector: rotor V x E

* producto escalar por un vector: divergencia V - E
Considerando V formalmente como un vector, es inmediato verificar que

VxVV, V.VxE

son idénticamente nulos: el primero es un producto vectorial entre dos vectores paralelos, el
segundo es un producto mixto con dos factores iguales.

Otras aplicaciones combinadas son

» divergencia de un gradiente: laplaciano V-VV = V2V

« gradiente de una divergencia: V(V - E)

« rotor de un rotor: V x (V x E)

Ejercicio 3.7 — Producto mixto. Doble producto vector. Se define el producto mixto entre
3 vectores @ - b x ¢: no hace falta poner paréntesis porque no tendria sentido ejecutar a - b, que es
un escalar, y hacer el producto vectorial con ¢. En coordenadas cartesianas, el producto mixto
estd dado por el célculo del determinante

ax ay a
by by b, (3.23)
Cx €y (g

y son evidentes las siguientes propiedades:
1. el cambio de dos factores conlleva un signo negativo;
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2. si dos vectores son iguales el producto mixto es nulo (V -V x E);

3. se pueden intercambiar los productos d-bxcé=axb-¢c
El médulo del producto mixto es igual al volumen del paralelepipedo que tiene como lados (o
aristas) d, b, 2. El doble producto vector (o vectorial) d x b x & es un vector: médulo, direccién y
sentido se obtienen desde las propiedades del producto vectorial. Las paréntesis son necesarias,
en cuanto

Se demuestra que

-

ax(bxe) =@ d)b—(a by, (3.24)
el doble producto vector estd en el plano formado por b y é. u

Ademas, llamados S, @ y b un campo escalar y dos campos vectoriales, tenemos

VxVd = V(V-d)—V%

V.-Sd = VS-@+SV-a

VxSd = VSxd+SVxd
V-(@xb) = b-Vxd—a-Vxb.






4. Conductores

Los materiales conductores se caracterizan por el hecho de que en ellos se dan unas condiciones
particulares que hacen posible el movimiento de algunas de sus cargas constituyentes. En con-
ductores como las soluciones electroliticas o los gases ionizados, se producen desplazamientos
de carga de ambos signos, pero estos materiales no son de interés para la electrostatica. Nuestra
atencion se centra, en cambio, en los conductores sélidos, cuyo ejemplo mds tipico son los metales:
en ellos, por cada d&tomo hay uno o més electrones que, en la practica, estdn separados del resto
del 4tomo y son libres de moverse en el conductor. La aplicacién de un campo E adecuado puede
provocar un movimiento ordenado de los electrones o dar lugar a una corriente eléctrica, tema
que comenzaremos a estudiar en el capitulo 6. En los fendmenos electrostaticos, sin embargo, las
cargas son fijas y esta condicién exige que el campo dentro de un conductor sea nulo, pues de lo
contrario habria un movimiento de cargas, contrario a la hipétesis. Por tanto, en electrostética, el
estado de un conductor en equilibrio se define por la condicién

E=0 en el interior.

Se tiene que entender que esta es una condiciéon media macroscopica. Muy cerca de los niicleos hay
campos muy intensos que tienen unidos los electrones no libres; ademds, los electrones libres no
estdn en reposo sino que tienen un movimiento completamente desordenado de agitacion térmica;
pero en ningtn instante hay un movimiento ordenado en una direccion; se usa, por lo tanto, hablar
de gas de electrones libres en el interior de un conductor.
La condicién E = 0 tiene consecuencias muy importantes.
a) Si el campo eléctrico es nulo, el flujo a través de cualquier superficies cerrada X en el interior
del conductor es nulo y, por lo tanto, segtin la ley de Gauss, en el interior de un conductor
no existen cargas (gint = 0), en el sentido que no hay un exceso de carga de un signo u
otro. Consecutivamente, un exceso de carga en un conductor puede estar solamente en
su superficie, distribuido con densidad superficial ¢ = dg/dZ; si se ceden electrones estos
estardn al exterior, si se sustraen electrones se priva de ellos la capa superficial.
b) El potencial del conductor es contante en cada punto del conductor: tomando dos puntos

P,
V(Pl)—V(Pz)Z b E-ds=0 — V(P1)=V(P2)=V0.
1
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El resultado es verdadero también si uno de los punto esté en la superficie. Por lo tanto, la
superficie de un conductor es una superficie equipotencial.

¢) Como la superficie del conductor es una superficie equipotencial, el campo en un punto
externo muy cercano al conductor es ortogonal a la superficie del conductor, independi-
entemente de la forma de este. El valor del campo se obtiene directamente utilizando la
discontinuidad del campo eléctrico al atravesar una superficie de carga: poniendo E; = 0 en
su interior y E,=Eel campo eléctrico en su exterior, tenemos

E=—i,, 4.1)

resultado conocido como teorema de Coulomb. Se aprecia que el médulo del campo eléctrico
es mayor cuando O es mayor: como veremos mds adelante, o es mayor cuando el radio de
curvatura de la superficie es menor.

Afadimos que la carga en un conductor tiene que tener el mismo signo, positivo o negativo, en toda
la superficie: una acumulacién de electrones en una zona del conductor se puede obtener solamente
por un campo eléctrico externo, que en este caso, no existe.

Acercando un conductor C, cargado o no, a otro
conductor cargado C,, o sea, insertando C; en un campo
E externo (producido por C3), el campo eléctrico en el P
interior de C; ya no seria nulo, sino que estaria dado por
E; de otro modo, este campo eléctrico externo provoca un
movimiento de electrones y en la superficie del conductor
C; aparece una carga si antes estaba descargado, o, se
modifica si estaba cargado, con el resultado de que la
superposicidn del campo externo E y del campo debido a
la carga superficial da como resultado un campo nulo en
el interior de C. Lo que ocurre es un movimiento tempo-
rario de cargas que restablece el estado de conductor en g gure 4.1: Induccién electrostitica en
equilibrio, la duracién del fenémeno es t = d/c, si d es
la dimension tipica del conductor y ¢ es la velocidad de
la luz.

conductores; en B la induccién es com-
pleta.

Hay que precisar algo relativamente a este fendmeno de induccion electroestdtica. Los elec-
trones se desplazan debido a la accién del campo eléctrico externo y se acumulan en una zona de la
superficie, dejando en otra parte un exceso da cargas positivas, entre estas zonas se crea un campo
electroestatico inducido E; el cual contrasta el movimiento de los electrones y se llega al equilibrio
cuando E; = —E en el interior del conductor. Tenemos asi una distribucién de cargas inducidas de
los dos signos en la superficie del conductor que se superpone a la eventual cargas preexistente; pero
en total la carga del conductor se queda la misma porque la carga inducida es al suma algebraica de
las dos contribuciones iguales y opuestas. Es evidente que esta nueva configuracién tiene que ser
distinta de aquella preexistente: esta da en su interior un campo E; #£0.

Tenemos también que decir que la distribucién de equilibrio es una y una sola, o sea no existen
distintas soluciones.

Hasta ahora hemos hablado de un solo conductor. Si ponemos en contacto dos 0 mas con-
ductores, por ejemplo, conectandolos con un hilo conductor, se forma un tnico conductor y en
equilibrio las condiciones E=0 y V = constante se aplican en todas partes: los conductores en
contacto tienen el mismo potencial.
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Capacidad de un conductor aislado

La carga distribuida en la superficie de un conductor cargado aislado, o sea, lejos de cuerpos
cargados, y la densidad de la distribucién estdn conectadas por la siguiente relacién:

—j{ 7)72

el potencial en un punto P cualquiera del conductor es constante en valor y esta dado por:

1 7{ o(x,y,7)dx

- 4re r

y hemos ya dicho que la distribucién de carga tal que el campo eléctrico sea nulo en el interior y
por lo tanto constante el potencial es una y una sola. Si la carga del conductor aumenta a ¢’ = mgq,
entonces, la densidad varia en el mismo factor 6’ = m G y, también, el potencial del conductor se
multiplica por el mismo factor m. Por lo tanto, se deduce que la razén entre la carga y el potencial
de un conductor aislado no cambia con el variar de la carga en el conductor:

4
C=5- (4.2)

Esta razén se llama capacidad del conductor y se encuentra que depende solamente de la forma y
de las dimensiones del conductor y del medio.

Unidades 4.1.1 La unidades de medida de la capacidad de un conductor es Coulomb/volt, que
toma el nombre farad [F|

F=—.
A%
Se trata de una unidad de medida muy grande. En la practica se usan los submuiltiples

millifaiad mF = 107°F, microfarad uF=10"°F
nanofarad nF = 107°F, picofarad pF=10"'*F

Ejercicio 4.1 Determinar la capacidad de un conductor esférico aislado de radio R.

Solucion. En el ejemplo 3.2 hemos visto che una distribucion superficial esférica de carga
uniforme, como aquella que se encuentra en un conductor esférico aislado, produce un campo
que es nulo en su interior y vale ¢/ (47€y r?) en el exterior; el potencial es V = q/(47meyr) y en
su superficie V = g/(4mey R). Por la definicion (4.2) tenemos

C= % = 47eoR, (4.3)

la capacidad depende solamente del radio de la esfera. Hagamos algunos ejemplos numéricos:

10! ~12
5o = 11107 2F = 11pF,

R = 6.7-10°m (radio de la tierra) C:J0.74~10*3F:0.74mF7
R = 9-10’m C=1F.

R = 0lm C=

Por lo menos por una esfera aislada es evidente que el farad es una unidad muy grande. u
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Ejercicio 4.2 Dos esferas conductoras S; y S, de radios R; y R, respectivamente, se colocan a
una distancia muy grande con respecto a R; y R y estan unidas por un hilo conductor. La carga
total es g y supongamos que ¢q; es la carga distribuida con densidad uniforme o7 en la superficie
Y1 de la esfera S; y g es la carga distribuida con densidad uniforme o, en ¥, mientras que la
carga en el cable puede despreciarse. Determina los valores de las dos cargas q; y ¢».

Solucién. Por el texto entendemos que podemos poner g = g1 + g2 y que las esferas estan
lo suficientemente separadas como para poder despreciar la induccién electrostdtica que haria
que las distribuciones de carga no uniformes en las superficies. Hemos dicho que si dos
conductores estdn en contacto poseen el mismo potencial, por lo tanto

q1 q2
— V pr— V = e— .
4rey Ry ! 2 4rey Ry

Utilizando la ecuacion (4.3)

o _R_G

@2 R G
La carga de divide entra las esferas proporcionalmente a los radios y, por lo tanto, a las
capacidades. Acordamos que g = g1 + g2 y tenemos

R R,

"TRRT TR

q.
La densidad de carga en las esferas son

q1 9 o1

- R, E o
= e—— 2 PR —_— e
471'8()R% ’

= — — =] , -
47T£0R% o, R E, o

(9]

Hemos verificado en un caso particular la afirmacién que densidad de carga y campo eléctrico
superficiales son mayores donde menor es el radio de curvatura. u

Conductor con una cavidad

Consideremos un conductor cargado que tenga en su interior una cavidad. En la masa del conductor
el campo eléctrico es nulo y, por lo tanto, es nulo el flujo a través de cualquier superficie cerrada
que contenga la cavidad: esto implica, por la ley de Gauss, que en el interior de ¥ no hay cargas y,
por lo tanto, tampoco hay cargas en la superficie de la cavidad.

Tampoco es posible una separacién de cargas +qy —qg en
la superficie de la cavidad: para demostrar esto se utiliza la
propiedad de que el campo E es conservativo.

Si en las paredes de la cavidad hubiese una distribucién de

cargas de signo opuestos, véase figura, entonces habrian en la / 9‘;--.,\ Eeo
cavidad lineas de fueréa que salen de +¢q y entran en —¢q. La . / .:
circulacién del campo E en una linsa cerrada constituida por Cj e-'e iy

en el interior de la cavidad, donde E # 0y, por C,, en el interior

del conductor, donde E = 0, daria como resultado: T

]{E-dfz/ﬁ-dﬂ— E.ds= [ E-ds 0,
C Cy G Cy

Figure 4.2: Conductor con una

Lo cual contradice el hecho de que E sea conservativo. Porlo ... 4.4,

tanto, el campo en la cavidad tiene que ser nulo: en las paredes
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de la cavidad no pueden aparecer cargas eléctricas.
Concluyendo,

I Definicion 4.1.1 la carga de un conductor en equilibrio se distribuye siempre en la superficie
externa, también si el conductor tiene una cavidad;

el campo eléctrico es nulo y el potencial es constante en cada punto interno a la superficie del
conductor. La capacidad de un conductor aislado es la misma también si el conductor tiene una
cavidad.

Una primera observacién importante es que la situacién descrita dentro de la cavidad de un
conductor no depende de la carga y, por tanto, del potencial del conductor. El conductor puede
estar a 10V o a 10°V, pero en el interior de la cavidad no se mide nunca una d.d.p. distinta que
cero: el punto de referencia para el potencial es la pared de la cavidad, con respecto a la cual la
d.d.p. es nula.

Consideremos ahora un conductor C; con una cavidad, aislado y sin cargas, e introducimos
ahora otro conductor C; cargado en la cavidad, manteniéndolo aislado de C,. En condiciones de
equilibrio, si C; tiene en la superficie externa una carga g, entonces resulta una carga —g distribuida
en la superficie interna y una carga ¢ en la superficie externa de C,.

Tal hecho se explica como consecuencia de la ley de Gauss: a través de una superficie cerrada
Y dentro C, y que contiene la cavidad, el flujo de E es nulo ya que el campo mismo es nulo;
consecutivamente, en el interior de X no existe carga y si C; lleva la carga g, en la superficie interna
de C, tiene que aparecer una carga —g. Ademads, siendo C, neutro, el desplazamiento de una carga
—q en la superficie interna produce la aparicién de una carga +g¢ en al superficie exterior.

Este fenémeno se llama induccién completa ya que todas las lineas de fuerza que salen de C;
terminan en C,. Desde la superficie de C;, salen otras lineas de fuerza, que reflejan la distribucién
de las cargas iniciales. Las dos zonas donde existe un campo estdn separadas por otra zona donde no
puede existir un campo eléctrico, producto de que por propiedad de los conductores en equilibrio,
el campo es nulo en su interior.

El campo en la superficie interna de la cavidad estd determinado por el valor de ¢, por la
posicion de C; y por la forma geométrica de las dos superficies. Pero, para un ¢ fijo, el efecto en la
superficie exterior es siempre el mismo, cualquiera sean las formas y la posiciones. De hecho, la
distribucion de cargas superficial que genera campo nulo en el interior de C; es solamente una y
depende exclusivamente de la forma de C,. Podemos decir que la informacién sobre la situacién
interna podria pasar al exterior sélo a través de un campo que penetrara en el conductor C;: pero
esta situacioén no es posible por la propiedad de los conductores en equilibrio de tener campo nulo
en su interior. Como limite, se podrian poner en contacto los dos conductores, asi, las cargas +q y
—q se cancelan, pero en el exterior no cambia nada; este fendémeno nos dice que la distribucién de
la carga —q en la cara de C; es siempre tal que sumando el efecto de la carga g de Cy, el campo
debido a las cargas en al cavidad es nulo en el exterior de la cavidad.

Alternativamente, si variamos la carga en la superficie exterior o variamos su distribucién (por
ejemplo acercando otro conductor cargado) cambia también el campo exterior, pero la distribucién
de carga en la superficie de C; es siempre tal que en su interior el campo eléctrico es nulo y, por lo
tanto, no puede alterar el campo local que existen en la cavidad. Como mencionado anteriormente,
esto podrd ocurrir si un campo eléctrico penetrase en el interior del conductor, pero esta posibilidad
esta excluida por la propiedad de los conductores en equilibrio.

Por lo tanto, hasta que el espacio interno y el espacio externo no comuniquen, el conductor con
cavidad constituye un escudo electroestdtico perfecto entre el espacio interno y externo.
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Condensadores

Un sistema constituido por dos conductores entre los cuales hay una induccién completa se llama
condensador; los dos conductores se llaman armaduras del condensador. La razén entre el valor
absoluto de la carga presente en una armadura y la d.d.p. se llama capacidad del condensador,
acordando que la capacidad de un condensador depende solamente de la geometria y del medio
isétropo; la definicion de la capacidad, escrita en tres versiones distintas (todas de uso comtn), son:

czﬁ, g=C(Vi—Va), Vl—ngg. (4.4)
Un condensador es utilizado como deposito de carga; siendo la carga total nula, la cual estd
separada por +¢q y —g, proporcionales por un conductor de capacidad fijada y d.d.p. entre las
armaduras. Utilizando conexiones externas es posible hacer fluir la carga negativa de una armadura
a otra, generando una corriente eléctrica que descarga el condensador. Podemos describir como se
conectan con hilos conductores mas condensadores y calcular la capacidad equivalente.

Ejercicio 4.3 Calcular la capacidad de un condensador plano.

Solucién. Las armaduras de un condensador plano estan constituidas por dos conductores
planos paralelos, con area X y distancia, entre los planos, 4. La carga positiva g estd distribuida
con densidad uniforme o sobre la armadura positiva, mientras que la carga negativa —g esta dis-
tribuida con densidad uniforme —o sobre la armadura negativa. Hemos ya calculado el campo
eléctrico producido por un conductor plano y también el potencial entre los dos conductores:

— c cX

E=24, —=Vvi-v,=En=2n=22p-1 . M
& & &X &X

Se deduce que la capacidad de un condensador plano

es:

c_ 9 _ &

T Vi-V» b

En este caso no hemos hecho ninguna aproximacién geométrica, hemos solamente supuesto
que el campo es uniforme, esto es verdad solamente en la regién del condensador, pero no en
proximidad de los bordes (efecto que no consideraremos en este curso). u

+o -0

Ejercicio 4.4 Calcular la capacidad de un condensador cilindrico de radios R; < R, y longitud d.

Solucién. Las armaduras de un condensador cilindrico son dos porciones de superficie cilindrica
coaxial, una de radio R; y la otra de radio R, > R; de igual longitud d, grande en comparacién
con los radios. Esto crea una situacion adicional de un conductor dentro de otro conductor con
cavidad, con una induccién aproximadamente completa. Si se excluyen las secciones extremas,
a las que volveremos mds adelante, en la cavidad cilindrica entre R; y R; el campo eléctrico es
radial, como calculado en el ejemplo 3.4, y el campo y la d.d.p seran

A

2 = 27 rﬁr’

R o A /R2dr_ A 1&

Vi—-V, = / E-df = —— = ——In—.
! 2 R 2mey JR, T 2rey Ry
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La carga por unidad de longitud A es igual a ¢/d y la capacidad es

q 2reyd
C= = . 4.5
Vi—V, Ik &)
1
Si h = R, — R; es mucho més grande de los radios,
podemos desarrollar en serie el denominador hasta
el primer término
R R, —R Ry—R h
1nR2:1n(1+ 2R 1> = 2R ! =
1 1 1 A@ =
y la capacidad seria
2wegdR &L ,
GRS 4.6) ’

h h

con ¥ =27mRd, area de las armaduras (con 4 muy
pequefio). Desde la ecuacion (4.5) se define la ca- Q/
pacidad por unidad de longitud

C;= g = 21€ \+++/
d d In % | +JW—I;. I

Se realiza un condensador cilindrico con capacitancia »
variable deslizando uno de los dos cilindros a lo largo

del eje para que la longitud d varfe. Las férmulas

siguen siendo vélidas si se pueden despreciar los

efectos de los bordes.

Las configuraciones regulares del campo E, consideradas en el condensador cilindrico yenel
condensador plano, no son completamente factibles en la practica. Serian correctos si la extension
de las placas fuera indefinida: para un tamafio finito se tendria, en la regién del borde, una transicién
abrupta de la region donde existe un campo eléctrico regular a la regiéon con un campo eléctrico
nulo y serfa posible encontrar una linea cerrada tal que

fﬁ-dﬁéo

Dado que el campo es conservativo, hay que descartar esta posibilidad y de hecho el campo es
regular sélo en la zona central del condensador, mientras que cerca de los bordes las lineas de
fuerza se deforman y salen al exterior, suponiendo una configuracién que asegura la nulidad de
la circulacién del campo eléctrico; el valor del campo eléctrico, de todas maneras, decrece muy
rdpidamente fuera del condensador.

Se entiende que la configuracion esférica seria la tinica ideal, debido a la ausencia de los bordes.
Las capacitancias reales de los condensadores cilindricos y planos difieren del valor encontrados.
Sin embargo, siempre se utilizan para dar una indicacién de los valores implicados, que se acercan
mds a la situacioén real cuanto més se aproxima a la condicién £ > A2 (gran tamaiio de la armadura
en relacion con su distancia) para la que el efecto de borde sea esencialmente despreciable.
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Conexién de condensadores

Un condensador se utiliza esencialmente como almacén de carga; aunque la carga total es nula, ésta
estd separada por las cantidades +¢g y —¢, que son proporcionales para un conductor de capacitancia
dada a la d.d.p. entre las armaduras. Mediante conexiones conductoras externas adecuadas, es
posible hacer que la carga negativa (electrones) fluya de una armadura a otra, generando una
corriente eléctrica que descargue el condensador.

Este tema se tratard en el capitulo 6. Sin embargo, podemos de-
scribir inmediatamente cdmo se conectan varios condensadores entre
si con cables conductores y calcular la capacitancia equivalente. Aqui ¢
supondremos la cargas y las d.d.p. constantes en el tiempo, pero los ||
resultados también son vdlidos en un régimen variable. N

Por comodidad, escribimos V la diferencia de potencial V| — V; que
existe entre las armaduras; también utilizamos la letra C para denotar tanto el condensador como su
capacitancia. La figura de al lado muestra el simbolo de un condensador en un circuito eléctrico: se
refiere claramente al condensador plano, que es con mucho la configuracién mas comtn, pero es
vélido para cualquier condensador.

Condensadores en paralelo
La conexidn en paralelo de las armaduras forma un solo condensador, véase figura 4.3.
Cada condensador tiene la misma d.d.p., por lo tanto,
podemos escribir

q=CV, qp=0GV.

La carga total en las armaduras superiores es G G

g=q1+qp=C1+C)V;

en las armaduras inferiores —g = —(q1 + ¢2). Definimos

capacidad equivalente del sistema como: Figure 4.3: Condensadores en paralelo,

c&:%:q+q. (4.7)

Dos condensadores en paralelo se comportan como un tnico condensador cuya capacidad es la
suma de las capacidades de cada condensador. El razonamiento se extiende a n condensadores en
paralelo:

Ceq= Y, Ck (4.8)
k=1

Condensadores en serie

En la conexion en serie, existe una séla conexion entre los dos condensadores, 1o cual viene
constituyendo un sistema compuesto por tres conductores; a los extremos se aplica la d.d.p.
V = V¢ — V4, con lo cual, el conductor intermedio tiene un potencial V/ = Vg — V4. Si +q es la
carga en la armadura Cj a potencial V¢ , por induccién aparece la carga —g en la armadura en frente
y +¢ en la armadura de C;, véase figura 4.4. Vemos que el valor de la carga es el mismo en los dos
condensadores, por lo tanto, por los dos condensadores podemos escribir:

4 4
Ci’ G’

La potencia total vista desde los puntos A y C sera

q 9 11 q
V=Ve-Va= ot = =q( o+~ | ==
e C1+C2 q<C1+Cz> eq

Ve—Vg = Vg—Vy=
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a capacidad equivalente es:

+ +
1 1 1 Vo -+ Ve i Va
=t 4.9) . o
Ceq Cl C2
+ +
El razonamiento se extiende a n condensadores en i [
Cy Cy

serie: el inverso de la capacidad equivalente del
sistema es la suma de los inversos de las capacidades

Figure 4.4: Conden res en serie.
de los condensadores. gure Condensadores en serie

1 |
— =y = (4.10)
Ceq ,Z’l Ck

es evidente que la capacidad equivalente de condensadores en serie es siempre menor que la
capacidad de cada condensador.

Ejercicio 4.5 Partidor capacitivo. A los extremos de tres condensadores en serie se aplica una
d.d.p. V=V, —Vp =100V y la capacidade equivalente del sistema es Ceq = 100pF. Calcular
los valores de las capacidad C;, C, y Cs tal que con respecto a V4 setenga Vy =50V y V, =70V.

Solucién. La carga que se encuentra en cada armadura es

g=CV =100-10"2.10>=10"8C

y los valores de las capacidades que se piden son Vi
q 1078 ~10 N
c, = =——=2-10"""F=200pF
! Vi—Vi 50 Y, @
q 10-* ~10 Va
G = =——=5-10"""F=500pF
2T Ww-vi 20 i _
10~8 &
G = —4 7 _333.1071°F = 333pF,
Ve —Vo 30 1%

El sistema se llama partidor capacitivo porque permite repartir E—
una dada d.d.p. (en tres partes en el caso especifico). En _
general, llamados C; y V; los valore de la capacidad y de la
d.d.p. a los extremos del i-imo condensador, desde la igualdad Vi

(&1

CVi=GVo=...=CVi=...=C,V,
se nota que la d.d.p. se reparte de manera inversamente proporcional a las capacidades.

4.3 Energia del campo electroestatico

El proceso de carga de un condensador, donde se pasa de una situacion de carga cero en las
armaduras a la situacién (+¢, —g) con una d.d.p. V = ¢/C entre las armaduras, consiste en
definitiva en una separacioén de cargas y se pide un determinado trabajo que, siendo el campo
conservativo, depende solamente del estado inicial y final. Para ejecutar el cdlculo podemos
imaginar que la carga de un condensador ocurre quitando una carga dg de la armadura negativa y
llevandola a la armadura positiva, asi, una carga +¢ ha sido transferida desde una armadura a otra,



82 Chapter 4. Conductores

dejando en la otra una carga —q, y se estableci6 entre las armaduras la d.d.p V; la carga total en
cada instante es siempre nula.

Si en una fase intermedia del proceso la d.d.p entre las armaduras es V', en cuanto ha sido ya
transferida la carga ¢’ = CV’ el trabajo para desplazar la carga ulterior dg’ a través la d.d.p. V' es:

dw =V'dq = q—/dq’
C

y, por lo tanto, el trabajo total para efectuar la separacion de las cargas es:

q 7
W:/dW:/ ~d¢' = ——.
o ¢ 7 ac
Como se puede notar, depende s6lo de la carga transportada y de la capacidad del condensador y
no contiene informacién sobre el proceso.

Este trabajo, efectuado contra la fuerza electroestética que se opone a una acumulacién de cargas
del mismo signo, viene almacenado en el sistema bajo forma de energia (potencial) electroestética.
Asumiendo que la energia sea nula cuando ¢ = 0, tenemos W = U,. La energia electroestatica se
puede escribir como:

1 1., 1
=—L =_CV* =_¢gV. 4.11
“T2¢C 2 21 11
El razonamiento hecho para calcular la energia de un condensador conecta la energia a las cargas,
energia que tienen ya que se encuentran a un potencial en particular; la energia total es la suma de
las energia potenciales de cada carga. Es posible encontrar una expresion alternativa de la energia,
conectada al campo producido por un sistema de cargas més que a la fuentes del campo mismo.

El razonamiento utilizado para calcular la energia del condensador vincula la energia a las
cargas, que la poseen por estar a un determinado potencial: la energia total es la suma de las
energias potenciales de las cargas individuales. Sin embargo, es posible encontrar una expresion
alternativa de la energia, vinculada al campo producido por el sistema de carga y no a las fuentes
del propio campo.

Consideremos por simplicidad un condensador plano, en el cual el campo eléctrico es uniforme.
La expresion del potencial es V = E h (ejercicio de la clase auxiliar):

1 1 X 2 1
U,=-CV*=-""E*W == E’Xh=-E*1
2 2 h €0 2
siendo T = XA el volumen del condensador, o sea, el volumen donde estd definido el campo
electroestatico. Si hacemos la hipdtesis de que la energia esté distribuida en los puntos donde existe
el campo y que esta distribucién sea uniforme como el campo, podemos decir que la densidad de
energia electroestatica, o sea la energia electroestatica por unidad de volumen es:
u 1 2

U= —==-6FE

“ =7 4.12)

La generalidad de esta férmula, donde no aparece ningtin elemento caracteristico del sistema sino
que solamente del valor del campo y de las propiedades del medio, sugiere que la ecuacion (4.12) se
puede aplicar a cualquier situacién. De hecho, se puede demostrar que en una region en la cual estd
definido un campo electroestitico, la energia contenida en cada volumen infinitesimal d7, donde en
su interior el campo vale E, es:

1
dU, = u,dt = EeoEzolr; (4.13)
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y la energia total se obtiene integrando en todo el volumen, donde E #0,0sea

1
U, :/dUe :/feoEzd*L'. (4.14)
T T 2

Esta energia corresponde al trabajo gastado para construir la distribucion de cargas que origina el
campo.

Ejercicio 4.6 Calcular la energia electrostatica de un condensador esférico de radios Ry y R».

Solucién. Utilizamos la ecuacion (4.14); el campo entre las armaduras del condensador vale
E = q/(4meyr?); el volumen del cascarén infinitesimal esférico entre los radios r y r+dr es
dt = Xdr = 4z r>dr y por lo tanto

R | a \ ¢ (Rdr_ ¢ (1 1
U, = — dwrdr = — = —— . 4.15
IR 2% <4neor2> rer 8mey Jr, 2 8me <R1 R2> (4.15)

Recordando que la capacidad de un condensador esférico viene dada por la ecuacién (4.3), vemos
que la (4.15) es igual a q2 /2C, entonces (4.14) y (4.11) conducen al mismo resultado. La energia
asf calculada corresponde al trabajo para crear la d.d.p. V entre los dos conductores esféricos; si
el conductor exterior estuviera conectado a tierra, no habria otros términos. Si, por lo contrario,
el conductor exterior estuviera aislado, este tendria la carga ¢ distribuida en la superficie esférica
exterior de radio R3 y en el espacio circundante existe el campo E = ¢/ (47weyr?), es decir, la
energia se distribuye como

1 q > 7
U=[ =& anrtdr=—1 4.16
. 0<47r80r2> = ek (4.16)

Porque la capacidad de un conductor esférico de radio R3 es 47wey R3 resulta, otra vez, U, =
2
q°/(2C). .

Un dltimo comentario sobre las ecuaciones (4.11) y (4.14) es que en los fendmenos electroestati-
cos el problema de la localizacién de la energia no es conceptualmente muy importante: de hecho,
se utilizaran las dos expresiones indiferentemente, concentrandonos sobre todo en la simplicidad
del célculo. La ecuacién (4.14) se hace importante en los fendmenos de propagacién de las ondas
electromagneticas, la cual se extendera afiadiéndole la contribucién del campo magnético. En estos
fenémenos, la expresion conectada a las fuentes pierde significado y es solamente a través de la
expresion donde aparecen los campos que es posible calcular la energia transportada por una onda
(como veremos en los capitulos siguientes).

Energia de un sistema de cargas

En capitulo 2 hemos hablado de la energia electroestatica de un sistema de cargas puntuales,
llegando a la expresion que es la suma de términos del tipo ¢; V;;; cada uno representa el trabajo
necesario para llevar la carga ¢; desde el infinito, donde el potencial es cero, a una distancia 7, ;
donde el potencial es V;; = g; JAmeor; j- Como la suma es simétrica en los indices, o sea, considera
por cada par el trabajo para desplazar la carga g; en el campo de ¢g; y, también, aquello igual para
llevar g; en el campo de ¢;, se necesita un factor 1/2.

Para una genérica distribucion de cargas lineales, superficiales o de volumen, la energia potencial
se transforma en integral:

1 1 1
Uezf/V)de, Uezf/VGdZ, Uezf/vpd’r’ (417)
2 Js 2 /s 2 )z
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el potencial V es aquello generado por todas las cargas del sistema y, por lo tanto, el cdlculo puede
ser muy complicado. A pesar de esto, el resultado es siempre igual a lo que se obtiene integrando
la ecuacion (4.13)

Hemos dicho que para los conductores la carga se distribuye solamente en la superficie y el
potencial es constante: la energia electroestética serd

1 1
U==V [ 6dE=—-qV
c=5V [odz=1g

y para més conductores
1
UEZEZqui. (4.18)
i
Por ejemplo, para un condensador:

1
U, = 3 (@1 Vi+q2V2)

y siendo una carga positiva g; = +¢ y la otra negativa g» = —gq, lo anterior se escribe como:

1
Ue=5q4(Vi = V2)

Ejercicio 4.7 Calcular la energia electrostatica de dos esferas conductoras, con cargas q; y g2 y
radios R; y R,, puestas a una distancia d desde los centros de las esferas y mucho mayor que los
radios.

Solucion. Desde la ecuacién (4.18)

1 1
U=~ -
e 2Q1V1-i-2612V2

El potencial V; desde la primera esfera esta dado por la suma de la contribucion de la carga g
sobre la esfera misma y de la carga g, sobre la segunda esfera

q1 q2
Vi= .
! 471780 Ry + 471'80d
Analogamente
Vs qi q2

- Admend + 4dweg Ry ’

Al escribir estas relaciones suponemos que la distancia es tal que las densidades de carga sean
uniformes en cada superficie esférica y que la interaccion entre las esferas es igual y la de dos
cargas puntuales. Por lo tanto,

4 e NG G D, Qe

° T AmeoR, | AmeoR, ' Ameod 20, | 2C, | 4meyd

Los primeros dos términos son positivos, dan el trabajo para cargar las dos esferas; el tercero
representa la energia mutua de interaccion entre las esferas y depende del signo relativo de las
cargas. n
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Ejercicio 4.8 Calcular la energia electrostatica del campo de una carga ¢ distribuida uniforme-
mente sobre la superficie de una esfera de radio R o en toda la esfera. Ejecutar los cdlculos con
g=32-1008C,R=10"5m.

Solucion. El primer caso ya lo hemos hecho y el resultado es la ecuacion (4.16):
2

q
U, = .
¢ 8meR

Si quisiéramos utilizar este resultado para una carga puntual encontrarfamos un resultado infinito:
esto quiere decir que en el electromagnetismo clésico el concepto de una carga puntual es una
abstraccion mds que una realidad fisica.

En el caso de la distribucién de volumen, la contribucién de la parte externa es siempre
q°/(8mey R) porque el campo es igual en los dos casos. Ademds, hay la contribucién del campo
existente entre r = 0y r = R, campo que vale E = p r/3¢gp desde el ejemplo 3.3. Y su energia
correspondiente seria

ol or\? 1 4
—g | =— ) 4nrtdr==
/o 2 0<380> mer 54neyR’

por lo tanto, en total tenemos

_9 q2 _§ q2
¢ 58meyR  S4meyR’

(4.19)

Al mismo resultado se habria llegado utilizando con la ecuacién (4.17). La integral se extiende
al volumen de la esfera, donde el potencial vale

V(r) = é (3R — 1)

como encontrado en el ejemplo 3.3. Y la energia serd

1 T 2 /R
U, = 5/6%:0(3R2—r2)p47rr2dr:%/0 (3R2—r2) rdr=
q2

4T 5 5_§
1580p  S54meyR

donde hemos puesto, claramente,

q

pP=q—
3TR?

Finalmente se pude efectuar un célculo directo del trabajo en base a la

U, :/qu.
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El trabajo para llevar una carga dg = pdt = p 4nr>dr desde el infinito a la superficie de la
esfera, cuyo radio pasade r a r+dr, es

2

4w, (R, 4t 5, s 3 ¢
U=W=— dr=—p?RS =2 :
¢ 3£0p/or " 15£0p 54meyR

Introduciendo los niimeros, si la carga es superficial

- 9-10°-(3.2-10718)?
B 2-10°15

U, =4.61-107"1J=288MeV,

si es de volumen

U, = g -288MeV = 346 MeV

Seria esta la energia electrostatica del ndcleo de un 4tomo que contiene 20 protones (g =
20-1.6-10712=3.2.107'8C) y con radio 10~'> m, pensando la carga distribuida uniformemente
en todo el nicleo. Bajo la accidon de la fuerza eléctrica repulsiva entre los protones un nicleo no
podria ser estale; es la fuerza nuclear entre los protones y neutrones que mantiene la estabilidad
del nicleo. u

como varian con Z el radio y la energia electrostitica del sistema obtenido desde la fusion de las
esferas.

Solucién. Llamado R el radio final y si la densidad queda la misma, tenemos la igualdad
inicial y final

4 4
ZgnRSp = g7rR3p — R=RyZ'3.

Para la energia electrostdtica, encontramos, desde el ejercicio 4.8,

_3 (Ze)? 2 e 75/3
N 54meyR N 54mey Ry

e

donde hemos puesto e la carga de la esfera. EL mismo procedimiento se podria aplicar a
distribuciones esféricas de masa y, de hecho, para los nicleos se encuentra experimentalmente
que el radio varia segtn la ley

R=RyA'/?

donde A es el nimero de las componente (protones y neutrones) y Ry una constante que vale
1.2-107 5 m. "

2

Ejercicio 4.10 Calcular el radio del electrén en la hipdtesis que su energia a reposo mc~ sea de

origen puramente electrostatica.

Ejercicio 4.9 Dada Z esferas de radio Ry, cargadas uniformemente con densidad p, calcular
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Solucién. Igualando la ecuacién (4.19) a mc? donde m es la masa del electrén:

q2
=m® = r
471'807‘

q2

3
=-———=17-10""m.
S4meymc? m

g
5

En fisica atémica aparece la constante

q2

= W =228 10_]5m,
mc

re
llamado radio clasico del electrén. Este valor no indica las dimensiones reales del electrén
que en cualquier experimento hasta ahora conducido aparece puntual (dimensiones menores a
10~ m. La igualdad propuesta no es, por lo tanto, significativa.

Si se repite el mismo calculo para el proton, cuya masa es m, ~ 2000m,, se encuentra

frente a los datos experimentales que dan r), ~ 10~!5 m. El tamafio finito del protén plantea el
problema de su estructura interna. La hip6tesis que mejor se corresponde con los resultados de
numerosos experimentos es que el proton estd compuesto por tres particulas llamadas quarks, dos
con carga 2/3 e y una con carga —1 /3 e (carga resultante ¢), que estdn unidas por la interaccion
fuerte y tienen la peculiaridad de existir s6lo confinadas dentro del protén. De hecho, nunca
ha sido posible observar quarks libres; sin embargo, las pruebas indirectas de su existencia son
muy convincentes. El neutr6n también estd compuesto por tres quarks, dos con carga —1/3 e
y uno con carga 2/3e (carga resultante cero). Las fuerzas que actdan entre los nucleones,
como se denominan el protén y el neutrén, y que mantienen unido el ndcleo atémico, son la
manifestacion de las interacciones entre los quarks. u

4.5 Fuerza entre las armaduras

La energia electroestatica de un condensador plano con armaduras de area ¥ a distancia / es:

¢

=1 =_1 _h.
Ue 2C 2gX

Entre las armaduras, por las cargas de signos opuestos, se ejerce una fuerza F atractiva que, por
razones de simetria, es paralela al campo, o sea, ortogonal a las armaduras.

Supongamos que se mantiene fijada una armadura, por ejemplo, la negativa, y se deja libre
la otra; esta dltima, bajo la fuerza atractiva F , se acerca a la otra una cantidad dh. La carga
sobre las armaduras y por lo tanto la d.d.p disminuye (porque el campo eléctrico se mantiene
constante E = ¢/¢&j, mientras que el potencial disminuye por V = E h). Por lo tanto, la energia
total disminuye en una cantidad

2

2
v, = I _an=2"gr,
2¢gy

~ 2g)X
y viene dado por las fuerzas del campo, el trabajo
dw = —-dU, = —q—zdh
26X

es positivo ya que la fuerza tiene el mismo sentido del desplazamiento (y di < 0).
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Por lo tanto, la fuerza que acttia sobre la armadura es:
Fo_ 9 __ %5 (4.20)

Se puede llegar a la misma expresion utilizando la relacién entre fuerza y energia:

e 4%
dh  2gX’

F=-VU, = F=—

Asi como ocurre a cargas constantes, el proceso de desplazamiento puede ocurrir también a potencial
constante: por ejemplo, conectando las armaduras a los polos de un generador de tensidn, que es
un dispositivo capaz de mantener una d.d.p. constante entre los conductores. Consecutivamente,
cuando la armadura positiva se desplaza de dh, acercdndose a la otra, V se mantiene constante,
C aumenta y por lo tanto g tiene que aumentar: el proceso ahora conlleva un desplazamiento de
cargas de una armadura a otra, con un gasto de trabajo; si aumenta g aumenta o y por lo tanto,
también el campo E = ¢/ &.
La variacién de energia electroestatica es:

1 1
du, =d (cv2> = —_V2dC

2 2
Yy ya que
&L &L
dC=d| — )| =——5dh
e=a(5) =%

siendo positiva ya que d < 0, la energia electroestitica aumenta en:

2 2
&V (o
dU, = ———Xdh=——dr.
¢ 2h2 2¢&
Ya que la energia aumenta y es necesario un trabajo positivo para desplazar la armadura, evidente-
mente, existe una intervencion desde el exterior: de hecho, ahora el sistema no esta aislado, sino
que estd conectado al generador que mantiene constante la d.d.p.
El trabajo para desplazar la carga dg = VdC es:

dW = Vdg = V?dC = —dUgen

y viene dado por la energia interna del generador Uge, que disminuye.
La energia total del sistema, suma de la energia electroestitica y de la energia interna del
generador, varia en correspondencia del desplazamiento d/ de

1 1
dU = AU, + dUgen = 5vzdc —VC = —EVZdC = —dU,.

Finalmente, el balance energético es el siguiente: la energia interna del generador disminuye, la
mitad de la energia disponible la encontramos bajo forma de energia electroestatica, la otra mitad
corresponde al trabajo necesario para acercar las armaduras; y concluimos que el trabajo total es

1 8()V2
dW = ~V?dd = dU, = ———Xdh,
2 2h

el cual corresponde una fuerza atractiva:

2 2
aviy Oy

F=-2"
2h 2¢)
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O sea, a carga constante y a potencial constante la expresion de la fuerza es la misma.
Si existe una fuerza, podemos encontrar una presion:
F o 1
Y 2& 2
Ilamada presion electroestatica. En esta expresion no aparecen elementos caracteristicos del sistema
y podemos decir que ésta es valida en general.

Ejercicio 4.11 En el electrémetro a balanza de Thomson, las superficie de las armaduras,
constituidas por dos placas circulares, es £ = 400cm? y la distancia entre ellas es 4 = Smm.
Conectando las placas a un generador que proporciona una d.d.p. V, para volver a poner la
balanza en equilibrio es necesario afiadir una masa m = 20- 1073 g en el plato de la balanza.
Calcular V.

Solucién. La balanza esta en equilibrio antes de la conexién con el generador. Después,
la fuerza de atraccidn entre las placas estd dada por

1 1 _v?
F=pr=_gFE’L=_gX—
p 280 20 AR

la cual, para el equilibrio, tiene que ser igual a la fuerza peso mg:

1 _v? 2mgh?
mg=er— = V=4/ ’;gz —166.4V.

La cantidad que se mide es la masa y depende del cuadrado de la cantidad que se quiere
determinar, o sea V; el error relativo es

AV gh® Am
V g Vv?

Si, por ejemplo, la sensibilidad de la balanza es Am = 1073 g = 10~®kg, tenemos

AV _ 692
v v

ConV =100V = AV /V =6.92%, con V =200V = AV /V = 1.73%. El instrumento es

poco sensible y preciso si se usan d.d.p. pequeiias, pero sus rendimientos mejoran al aumentar

de V. La importancia de este instrumento se basa sobre el hecho que es un instrumento absoluto:

proporciona una cantidad eléctrica desde una cantidad mecénica (y no desde otras cantidades
eléctricas). =
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La interaccidn entre las cargas eléctricas ha sido estudiada en los capitulos anteriores suponiendo
que el espacio entre las cargas es el vacio. Consecutivamente, han sido descrito las propiedades en
los conductores en equilibrio: éstas pueden ser resumidas diciendo que la carga de un conductor se
distribuye siempre sobre su superficie, de tal modo que el campo generado sea nulo en el interior
del conductor. Este tltimo es, por lo tanto, equipotencial y el valor del potencial depende de la
distribucién de la carga. La carga en un conductor puede ser facilmente cambiada, dando origen a
otra situacion electroestética.

Queremos ahora estudiar como se modifica el campo electroestatico en el espacio entre conduc-
tores cargados cuando este viene parcial o totalmente rellenado con un material aislante y cuales
son los fendmenos que ocurren en el interior de un material aislante bajo el efecto del campo E.

Empecemos examinando una situacién simple: un condensador plano cargado y aislado, de
modo que las cargas sobre las armaduras son constantes. Si gg es el valor de la carga, distribuida
con una densidad oy, entre las armaduras existe un campo eléctrico y una d.d.p. Vy dados por:

E():@, V():@:E()h;
€ Co

donde Cy es la capacidad y & la distancia entre las armaduras.

Ahora, introducimos paralelamente a las armaduras y sin
tocarlas otra placa conductora de espesor s < h, de lo cual, se
observa que la d.d.p. entre las armaduras disminuye. Lo que
ocurre es que sobre las caras de la placa se forman, por efecto |
de induccién electroestatica completa, dos distribuciones de EEEEE—
densidad oy con signo tal de anular el campo en el interior de s
la placa; en el exterior, el campo no varia y, por lo tanto,

V=Eh-s)<V, |

independiente de la posicion de la placa.
Repetimos ahora el experimento con una placa de material aislante, o sea, un material donde la
carga no es libre de moverse. La d.d.p. entre las armaduras disminuye y el efecto, a paridad de
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espesor s, es menor de aquello obtenido con las placa conductora. Un andlisis sobre el estado de
las cargas en las caras del material aislante nos muestra que no hay presencia de cargas libres. La
d.d.p. disminuye linealmente con el aumento del espesor s de la placa y llega al valor minimo Vi
cuando todo el espacio entre las armaduras del condensador estd rellenado con un material aislante.
El contacto entre las placas del condensador y el material aislante no produce ningtin efecto ya que
sobre las caras de las placas no se ha formado ninguna carga libre.

Una serie de experiencias sistemdticas, como aquellas hechas por Faraday en el 1831, muestra
que la d.d.p. Vj, medida con el condensador vacio, y la d.d.p. Vi, medida cuando el condensador
estd completamente lleno por un material aislante, es siempre mayor que 1 y depende solamente
del tipo de material y nunca de la carga sobre las armaduras o de la dimensiones y formas de las
mismas.

Los materiales aislantes, que tienen estas propiedades de reducir la d.d.p., y por lo tanto, el
campo eléctrico, se llaman materiales dieléctricos o dieléctricos y la razén adimensional

_V

= > 1
Vi

K
se llama constante dielectrica relativa del dieléctrico.
Volviendo al condensador plano rellenado completamente por el dieléctrico, el campo eléctrico
en el interior tiene que ser
V Vi E (o)
Eo—=-X-20_20_ 9 (5.1)
h Kh K K&
por lo tanto, reducido siempre por el mismo valor .
La diferencia:

—1
Ep—E, =20_ % _K=100_ %X % (5.2)
& K& K & 1+xé&
definiendo
x=Kk—1 (5.3)

como una constante llamada susceptibilidad eléctrica del dieléctrico. Para el campo eléctrico
tenemos:

oo k—1lop o9 O

E, = 5.4)
& K & & &
usando:
—1
6=~ —op. (5.5)
K

La ecuacién. (5.4) muestra que el campo eléctrico en el interior del dieléctrico tiene la misma
expresion de un campo en el vacio, superposiciéon del campo debido a las cargas libres en las
armaduras y del campo de una distribucién uniforme de carga con densidad o, que imaginamos
depositada sobre las caras de la placa dieléctrica, con signo opuesto a la de las cargas libres sobre
la armadura contigua. Como veremos, estas cargas no son ficticias, sino que son el resultado de
procesos microscopicos que ocurren en el interior del dieléctrico bajo la accién del campo externo.
La capacidad del condensador plano de un dieléctrico es:
_ 90 q0

Cx 7 KVo kCo, (5.6)
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la cual aumenta en el mismo factor k por la cual se tuvo la disminucién de la d.d.p. a los lados
del condensador, de acuerdo con el hecho que la carga se mantiene constante. Ya que kK > 1, la
ecuacion (5.6) es una relacion general, la cual vale para cualquier forma del condensador. Por lo
tanto, deducimos que es suficiente reemplazar en todas las ecuaciones vistas hasta ahora & con:

£E=Kg, (5.7)

llamada constante dieléctrica absoluta del dieléctrico. En particular, para el condensador plano,
escribimos explicitamente
Kgrt €X

CK:KC():T A

Notemos que el vacio puede ser considerado, por las formulas utilizadas, como un dieléctrico con
constante dieléctrica absoluta &, constante diélectrica relativa k = 1 y susceptibilidad eléctrica
x = 0. En la tabla 5.1 reportamos algunos valores de la constante dielectrica relativa para algunos
materiales bajo el efecto de un campo eléctrico constant y a temperatura ambiente. También
reportamos la rigidez dielectrica, o sea el valor mdximo del campo eléctrico que puede ser aplicado
al material sin que ocurran descargas eléctricas en su interior.

(5.8)

Costante dieléctrica relativa y rigidez
Material K 2 (V/m)
aire 1.00059 3-10°
agua 80 —
aceite 2.5 20-10°
ambar 2.7 20-10°
vidrio 4-7 20-10%

Table 5.1: Valores de constantes dieléctricas relativas de algunos materiales y de la rigidez dieléc-
trica.

Polarizacion de los dieléctricos

La explicacién de los fendmenos observados se basa en la estructura eléctrica
microscopica de la materia. Recordemos cémo el fendmeno de la induccién
electrostatica, que permite separar las cargas de los dos signos en los con-
ductores, se debe a que en los conductores un cierto nimero de electrones
por atomo esta separado del propio d&tomo: en el interior de los conductores
existe un gas de electrones practicamente libres. [

En los aislantes, en cambio, todos los electrones estan ligados a los
dtomos y no se alejan espontdneamente de ellos. Para que se produzca
la separacién, hay que actuar desde el exterior, por ejemplo, frotando con
un pafio. Si se aplica un campo eléctrico externo al dieléctrico, sélo se
produce un desplazamiento local de las cargas que componen los dtomos.
Estos efectos son muy pequefios para cada dtomo individual: como veremos, 0 ,0
los desplazamientos de carga son del orden de 10~!3 m, comparables con
el tamafio del ndcleo. Sin embargo, el nimero de dtomos por unidad de
volumen es n = 10%°> — 102 m~3 , dependiendo del estado de agregacién, y
el efecto global es medible.

En un 4tomo en condiciones normales y en ausencia de un campo eléctrico externo, la distribu-
cién de los electrones es, en promedio, simétrica con respecto al nicleo: se representa como una



Q4 Chapter 5. Dielectricos

nube de carga negativa que ocupa un 4rea alrededor del nicleo con un radio igual al tamafio del
dtomo ( ~ 107'%m); el centro de masa de la carga negativa coincide con el niicleo positivo.

Bajo la accién de un campo E el centro (de masa) de la nube
negativa sufre un desplazamiento en direccién opuesta al campo,
el nicleo en direccion concordante al campo, y se alcanza una
posicién de equilibrio en la que este efecto se equilibra con la
atraccion entre las cargas de signo contrario. Llamada x la distancia
entre los centros de las cargas, es decir, X es el vector desde el centro
de la carga negativa al nticleo, tiene sentido definir el momento de
dipolo eléctrico de esta configuracién como

Pa=ZeXx,

- =5 &0 =

donde Z es el nimero atomico. De hecho, el sistema constituye E,
un dipolo con carga total nula. Podemos afirmar que un 4tomo
adquiere un momento de dipolo eléctrico microscépico p,, par-
alelo y concorde al campo E, y el efecto acaba cuando se anulael | Hec o0 o0 polarizacién
campo. El fenémeno se llama polarizacion electronica, mostrado oo o 0o iando B = 0
esquemdticamente en figura 5.1. (arriba) y E # 0 (abajo).
En naturaleza, existen sustancias cuyas moléculas presentan un

momento di dipolo intrinseco: son moléculas poliatémicas formadas por especies atémicas distintas
(H>0, CO,, NHj3) donde la distribucién de las cargas es tal que el centro de las cargas negetivas no
coincide con el centro de las cargas positivas. En ausencia de campo eléctrico externo los dipolos
moleculares estdn orientados al azar, debido a los choques de agitacién térmica que destruyen
eventuales configuraciones ordenadas debido a interacciones entre los dipolos. Cuando se aplica
un campo E, sobre cada momento de dipolo py actiian una fuerza que lleva a una orientacién con
el campo, esta orientacién es parcial porque el proceso esté afectado por la agitacion térmica. El
grado de alineacién aumenta con el disminuir de la temperatura y al aumentar del campo eléctrico
externo.

Figure 5.1: Orientacién de

También este mecanismo que toma el nombre de polarizacion por orientacion, lleva a un
resultado que cada molécula adquiere un momento de dipolo eléctrico medio (p) microscépico
medio paralelo a E, véase figura 5.2.

Consideremos ahora un volumen pequefio AT en torno a un punto O
donde estan contenidos AN dtomos (o moléculas), el momento de dipolo

S - S . C AR
resultante Ap estd dado por Ap = AN(p) y el momento de dipolo por L @ _
unidad de volumen en el entorno O se escribe como: > @& 2 8

ri<4
- Ap AN .
P:E:Aff(lﬁ:”(l?% (5.9) < © &
e @ &
- © &
donde n es el numero de dtomos (o moléculas) por unidad de volumen. n 9

El vector P que caracteriza el efecto de formacién de los momentos g
de dipolo inducidos por el campo externo se llama polarizacion del

dieléctrico. En la mayoria de los dieléctricos P resulta proporcional a Figure 5.2: Orientacién

E, y tal relaci6n se escribe como: de moléculas con po-
i . . larizacion intrinseca
P=g(k—1)E=gyxk. (3.10)  cuando E = 0 (arriba) y

E # 0 (abajo).

Los dieléctricos que obedecen a la ecuacién (5.10) se llaman lineales;
son materiales amorfos, con simetria espacial en todas las direcciones (o sea isotropia espacial).
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Campo E producido por un dieléctrico polarizado

Consideremos otra ver el condensador plano cargado con un dieléctrico, que suponemos polarizado
uniformemente, o sea, el vector de polarizacién P es contante en todos los puntos.

Dividamos ahora la placa en prismas infinitesimales de base d¥, altura di y volumen d7 =
dXodh: cada uno de estos tiene un momento de dipolo

dp = Bdt = PdXodh

siendo d/ orientado segin P. Recordemos que el potencial y el campo del dipolo de un sistema
neutro de cargas no dependen de la distribucidn efectiva de las cargas; cualquier distribucién que
tenga el mismo momento de dipolo no es distinguible experimentalmente de la distribucién real y
es, por lo tanto, perfectamente equivalente, por lo que a sus efectos se refiere.

Por lo tanto, podemos substituir al prisma por un sistema con-
stituido por dos cargas +dg = +PdX, puestas en el vacio y dis-
tantes dh, distribuidas sobre las bases del prisma con densidad —dg
+0 = £dg,/dXy = £P. Estas cargas tienen un momento de dipolo Dt T
dp igual al prisma.

Si consideramos dos prismas consecutivos con una base en
comun, y si P es contaste, la carga +dg de un prisma se anula con

=

STETTETETE
R

la carga —dgq del otro (con base comun); repitiendo la operacién T+ P+ g

para todos los prismas, al final solo quedan las cargas sobre las l

bases de los prismas que pertenecen a las caras de la placa. P

El significado fisico de la operacién es de admitir que hay
una compensacion de cargas, desplazadas de las posiciones de
equilibrios en el interior del dieléctrico uniformemente polarizado, pero no en la superficie limite
donde la discontinuidad del medio impide la compensacién. Aqui, la carga estd localizada en
una capa de espesor igual a las dimensiones atomicas y, por lo tanto, podemos tratarla como una
distribucién de cargas superficiales. La placa se puede considerar equivalente a dos distribuciones
de cargas localizadas sobre las caras, con densidad =0, = +P.

Hay que destacar que estas cargas de polarizacién no son libres
como en los conductores: se producen debido a desplazamientos
microscopicos locales, sino que permanecen unidas a 4&tomos o - - - -
moléculas. Por eso, cuando intentamos tomar una muestra, no
podemos extraer ni siquiera una pequefia cantidad medible. Por
la misma razoén, cuando un dieléctrico ocupa completamente el
espacio dentro de un condensador y las caras del dieléctrico entran
en contacto en varios puntos con las cargas libres de las armaduras
conductoras, no se produce ninguna transferencia de carga, aunque
se enfrenten cargas de signo contrario. e s

Ahora podemos extender la discusién a un dieléctrico de forma l

P

dg, =0

1]

t+dgp

cualquiera, siempre uniformemente polarizado; en un punto donde
el versor #i, normal a la superficie y orientado hacia el exterior
forma con P un dngulo 0, la carga dg, = PdY, estd distribuida
sobre la superficie dX, con dXy = dX cos 8; por lo tanto, la densidad
superficial es:
op = (LLEP :P% =Pcos® =P-i,.

Por lo tanto, podemos decir que la densidad superficial de cargas de polarizacion en un dieléctrico
es igual a la componente de P en la normal a la superficie:

6y =P-il, =PcosH. (5.11)
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Observando la relacion anterior, deducimos:

* Si0< 60 < x/2,ladensidad es positiva;

* Sim/2 <6 < m, ladensidad es negativa;

* Si 6 = /2, 1a densidad es cero (superficie paralela a P).
Consecutivamente, en un dieléctrico, de forma cualquiera, tendremos siempre una parte de las
superficies cargada positivamente y la otra negativamente. Si el dieléctrico es uniforme, entonces no
se manifiestan cargas en el interior del dieléctrico, y, por lo tanto, la suma de las cargas superficiales
total tiene que ser cero; y tenemos

f%@:fﬁ%@zm

siendo la integral extendida a toda la superficie del dieléctrico.
Supongamos que la superficie no sea uniforme y ex-
aminamos el valor de la carga en la base en comin a  _qq, +dg, —dg, +dg,,
los dos prismas infinitesimales contiguos (como lo visto { ’
anteriormente), con el eje paralelo al eje x y area de base

dX = dydz. Utilizando la ecuacién (5.11) tendremos iy i

—dg, =P @,dT = —P/dydz, dy

dz dz

dg, = P-i,d% = Pdydz,

P,
ox

dqp—dq; =— (P;—Px) dydz = ———dxdydz.

Notemos que si P cambia segtn el eje x no existe compensacion entre las cargas y aparece una
carga de polarizacion también en el interior del dieléctrico. El resultado obtenido se generaliza a
todo el volumen infinitesimal d7 = dxdydz, en el cual estara una carga

(3P, 9P, oP.
dqp__(8x+8)/+8z>dT

distribuida con densidad

d )
pp:%:—v-}). (5.12)

Por lo tanto, un dieléctrico no uniforme tendra una polarizacién en su superficie, y también tendrd
una densidad espacial de carga de polarizacion igual en cada punto al opuesto de la divergencia del
vector P.

También en este caso, la carga total de polarizacién del dieléctrico tiene que ser nula, y tenemos

qtot = Gsuperficie T Gvolumen'

]{opd2+/rppdf:0,

o0 sea,

]fﬁ-ﬁndzz/v-ﬁdr.
T
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Si conocemos la carga de polarizacién, podemos calcular el potencial y el campo eléctrico en cada
punto del dieléctrico

V(Q)

1 P.4,d% 1 V.Pd
7[ n / r (5.13)
T

 4re r o 47e r
donde r es la distancia de Q al elemento de carga de polarizacién. Si estdn presentes también cargas

libres, por ejemplo, distribuidas sobre las superficies de un conductor, entonces a la ltima relacién
hay que afiadir su contribucion:

1 o'dY
V(O) = —— ?{ , 5.14
Q)= 4za P (5.14)
De la expresion del potencial se obtiene el campo eléctrico como E=-VV.

Las fuentes del campo eléctrico son las cargas libres localizadas en las superficies de los
conductores y, también, las cargas de polarizacion proporcionadas por 6, y p,. Cuando V - P=0,
la carga de polarizacién en el interior del dieléctrico se anula y queda solamente la contribucién
debido a la carga de superficie. La condicion P = constante lleva necesariamente a V- P =0

El campo eléctrico en un dieléctrico polarizado

Concentremonos ahora sobre el campo eléctrico en el interior de un dieléctrico polarizado. Consid-
eremos el caso més sencillo: una lastra de material dieléctrico en un condensador plano cargado.
Hemos visto que la polarizacion de un dieléctrico conlleva la aparicién de cargas superficiales
distribuidas con una densidad G, asi, tenemos dos distirbuciones =6 y £0,,. En el espacio entre
las armaduras, el campo es Ey = 0p/ €y, mientras que en el interior del dieléctrico, el valor seria
uniforme pero inferior a Ey:

_ 0p—Op P

g P 5.15
% 0 (5.15)

E

Si tomamos dos puntos A y B cualquiera en las caras del dieléctrico, la d.d.p entre estos puntos
seria

B
VA—VB:/ E-ds=Eh
A

y es la misma cualquiera sea el recorrido entre los dos puntos, siendo el campo conservativo.

Es necesario aclarar el significado del campo que aparece en la integral. Para un recorrido I'y
externo al dieléctrico, se considera el campo eléctrico en el vacio. En el interior, cualquier recorrido
encuentra situaciones muy particulares. El material estd compuesto por nicleos y por electrones, y
los campos eléctricos locales son muy distintos segin que la linea de integracién pase cerca a un
nucleo o aun espacio vacio entre los 4tomos. El campo eléctrico en la superficie de un proton es
~ 10*'V/m, mientras que fuera del 4tomo es practicamente nulo.

El campo que aparece en la integral es el campo total, debido a las cargas externas y también a
las cargas atémicas, y es rdpidamente variable de punto a punto, debido a que las contribuciones
atémicas son completamente casuales por intensidad y direccién. Por otro lado, también a distancias
pequeiiisimas, la fuerza es de tipo coulombiana y podemos tratar los campos eléctricos locales como
campos conservativos; llamando Ejel campo interno, podemos escribir, para cualquier recorrido I';

B—)
/El--dszh
A
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y, por lo tanto, definir un campo eléctrico medio macroscdpico en el interior del dieléctrico

1B
E:z/AEldS

coincidente con el campo que producen las distribuciones =0y y 0, en el espacio ocupado por el
dieléctrico, considerado como si fuera vacié. Observemos que el efecto de las cargas de polarizacién
es el de disminuir el campo debido a las cargas libres, asi, el campo interno es siempre menor de
aquel que tendriamos si no estuviera el dieléctrico; la media en un punto se puede expresar como

N 1 o
EYy=— | Edr.
(E) T/T .

La determinacién experimental del campo eléctrico medio en el dieléctrico, por ejemplo, por medio
de una carga de prueba donde mediriamos la fuerza, no es en la realidad posible; la introduccién
de una carga de prueba, de dimensiones tales para que sea sensible al valor medio macroscépico
del campo puede ser efectuada solo creando un hueco en el dieléctrico. La dificultad es superable
conceptualmente operando de la siguiente manera: se realiza en el dieléctrico una cavidad cilindrica
de base X y altura s, paralela a la direccién de E , con la condicién £/ s2 ~ 0, o sea, la cavidad es
larga y sutil, de modo que las cargas de polarizacidén que aparecen sobre las bases perturben poco
al sistema y a la medicion (sobre las paredes laterales no aparecen cargas de polarizacién ya que
la superficie es paralela al campo eléctrico). Consideremos ahora una linea cerrada ABCD con
los lados AB y CD paralelos al eje de la cavidad y contenidos, respectivamente, en la cavidad y
en el dieléctrico, y los otros dos lados de un orden infinitesimal mayor. La circulacién del campo
eléctrico en esta linea cerrada tiene que ser nula (estamos trabajando con campos electroestaticos),
lo cual nos proporciona

E-AB+(E)-CD=E|AB|— (E)|CD| =0,
Con E el campo en la cavidad y con <E ) el campo medio en el dieléctrico. Por lo tanto,
E=(E):

el campo eléctrico medido en la cavidad es igual al campo eléctrico medio en el dieléctrico. Es
obvio que el resultado depende de la forma de la cavidad, esto porque si la superficie es extendida,
entonces aparece una distribucion de cargas de polarizacién en las superficies perturbando el campo
eléctrico total en la cavidad.

Vector induccién eléctrica

Hemos visto que el campo eléctrico producido por cargas en reposo es conservativo también si
existen dieléctricos polarizados. Por lo tanto, siguen siendo vélidas las dos formulaciones, integral
y local,

fﬁ-dfzo, VAE=0,

y la propiedad equivalente de que el campo se pueda obtener como gradiente de la funcién
exponencial, E=-VV.

También, la ley de Gauss sigue siendo vélida, lo tnico distinto es considerar también las cargas
de polarizaciones

j{E-ﬁndZ:qup. (5.16)
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Definicion 5.4.1 El flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada es igual a la
suma de las cargas libres y de las cargas de polarizacion contenidas en la superficie.

En forma diferencial

P+pp
& '

V.E= (5.17)

recordando de la ecuacion (5.12) tenemos:
&V-E=V.-gE=p-V-P = V. (eoE"Jrf’) =p
o en forma integral:
7{ (eF +P) -audx =g,
Introducimos el vector 5, llamado induccion dieléctrica:
D =gk +P; (5.18)

la definicidn es general, vélida para cualquiera relacion entre Py E. Las leyes anteriores se escriben
como:

V.-D=p, (5.19)

]{ B-ids=gq. (5.20)

Definicién 5.4.2 El flujo del vector D a través de una superficie cerrada, que contiene en general
cargas libres y cargas de polarizacién, depende sélo de las cargas libres.

La propiedad no es trivial ya que la superficie £ puede intersectar un dieléctrico, en vez de
contenerlo completamente, por lo tanto, la carga de polarizacién no es cero en X.

Para aclarar el argumento, es oportuno obtener la ecuacién (5.20) razonando sobre la forma
integral de la ley de Gauss ecuacion (5.16), con referencia a la figura 5.3. La superficie cerrada X
contiene en su interior la carga libre go y una parte de un dieléctrico polarizado; llamamos X a la
superficie del dieléctrico interna ¥ y X, a la superficie de interseccidn con el dieléctrico, ademas, T
es el volumen de dieléctrico en X, véase Fig. 5.3. Tenemos:

. q0 1 1 /
PE)=—4+— | o0,dl+— drt,
R S A
donde p, es la densidad superficial y p,, la densidad espacial de carga de polarizacion.
Usamos ahora las ecs. (5.11), (5.12) y el teorema de la divergencia para escribir

1 1 .
— Gde: — P-i,d¥,
€ Jx, & Jx,

1 1 - 1 ~
—/ppdr:—— V.-PdT = —— P-i,dX.
& Jt & Jr € JX+X,
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Por lo tanto, en la suma las integrales extendidas a X se omiten y R T
se obtiene:
o0 o
- = q 1 = ! |
PE)=¢E-0,dX=——— [ P-i,dX: : s,
z & & Jx, ' /

el flujo de E a través de X contiene una contribucién, en general
no nulo, debido a la carga de polarizacién. Como la parte de ¥ no Xy

coincidente con X5, 0 sea, en la parte externa al dieléctrico, la P es
nula, es licito escribir

P-i,dX = %ﬁ-ﬁndz
I z Figure 5.3: Flujo del campo

y concluyendo, obtenemos eléctrico con un dielectrico
bl

/ (sOE+P’) T = go.
Xz

Si hubiésemos elegido ¥ completamente en el interior del dieléctrico, donde no existen cargas
libres, no habriamos tenido el termino en g y aquello con o), con lo cual habriamos obtenido

- 1 1 - 1 -

0 sea, CID(SOE" + 1_5) = 0. Por lo tanto, terminamos diciendo que en un espacio donde no existen
cargas libres tenemos

V-D=0, fﬁ-ﬁndZ:O: (5.21)

en ausencia de cargas libres el D es solenoidal. En fin, hay que afadir que el vector induccién
eléctrica no es un campo conservativo, ya que no es siempre posible encontrar su circulacién nula.

La utilidad de las ecuaciones (5.19) y (5.20) es bastante obvia! Normalmente se conocen las
cargas libres y no las cargas de polarizacién (mucho mds dificil de determinar, dependiendo de la
distribucién de la materia al interior del dielectrico). Por lo tanto es posible, con los métodos vistos
hasta ahora, calcular el vector 13; y, a través de la ecuacion (5.18) y si se conoce la relacion entre E
y P, se pueden determinar el campo eléctrico y la polarizacién, y desde la iltima, la densidad de
carga de polarizacién.

Dieléctricos isotropos y anisotropos

Hemos ya definido como los dieléctricos lineales tienen P y E paralelos, y, por eso,
P=¢gy(x—1)E = goxE.
Y el vector induccidn eléctrica serd
D =gk +P=gy(l+y)E =e«kE =¢eE (5.22)
e introduciéndola en la ecuacién (5.10) obtenemos

K_l—» —
D X D.

ﬁ: = —
K 1+x

(5.23)
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En un medio lineal, los vectores de polarizacién, inducciodn eléctrica y campo eléctrico son paralelos.
Si el dieléctrico es lineal y homogéneo, o sea, con densidad constante, la constante dieléctrica
relativa es también una constante, y desde la ecuacion (5.23) obtenemos:

K—1
K

V.P= V.D.

En ausencia de cargas libres en el dielétrico, V - D=0 y, por lo tanto,
pp=-V-P=0. (5.24)

En un dieléctrico lineal y homogéneo, la densidad espacial de carga de polarizacion es nula y las
cargas de polarizacién estan solamente distribuidas en la superficie.

Cuando tenemos un dieléctrico lineal, pero la constante relativa cambia de punto a punto,
entonces, desde la ecuacién (5.23), tenemos:

I | . K—1
V~P:V-D+D-V<> .
K K

También en ausencia de cargas libres, la divergencia de P no es nula y depende del gradiente de la
funcién (k—1)/k:

pp:—v.ﬁ:—f)-v<x;l>. (5.25)

Los dieléctricos lineales poseen simetria espacial, o sea, son isotropos. Para los dieléctricos
anistropos, como los cristales, la polarizacién P no es en general paralela al campo E'y la relacién
entre Py E se expresa a través de las ecuaciones

P, = & (xuEi+xnE,+ x13E)),

P, = & (xnEc+ XxnEy+ x3Ey),

P, = & (x31Ex+ xnEy+ xEy)
donde y;; constituyen el tensor susceptibilidad eléctrica; en la realidad son 6 ya que el tensor es
simétrico.

Ejercicio 5.1 Una esfera conductora de radio R y carga g se sumerge en un dieléctrico in-
definido, lineal y homogéneo de constante dieléctrica relativa k. Calcular el campo eléctrico
E(r), la polarizacién P(r) y la densidad de carga de polarizacion.

Solucion. En ausencia de dieléctrico el campo eléctrico en el exterior de la esfera estd dado por

= q .
Eo(r)=4n80r2ur;

en particular, para r = R, o sea en la superficie de la esfera

— " (0} n
Ey(R) 1

—,.

T ne R &

Con el dieléctrico, aplicamos la ley de Gauss (5.20) al vector D en una superficie con r > R,
concéntrica a la esfera:

®(D) :fﬁ.ﬁndzzm:rh):q,
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B(r)= —1

17}
47[8() r2 "

y segtin las ecuaciones (5.22) y (5.23)

by _ 4, B0 (5.26)

E = =
(r) € dmkegr? K

El campo eléctrico en el dieléctrico infinito se reduce de un factor K con respecto al campo en el
vacio. Parar =R

= q ~ o
E(r)=———Fi,=——1i

()= 4k gy R2 Key |
es como si la presencia del dieléctrico llevase a una reduccién de la densidad de carga de un
factor k. El efecto estd debido a las carga de polarizacién, de signo opuesto a g, que aparecen

en la superficie del dieléctrico a contacto con el conductor. De hecho, la polarizacién es

Kk x 42’

y en la superficie del dieléctrico (r = R)

K K

porque el versor i, sale de la superficie y es opuesto al versor #,. La carga de polarizacién es

K—1

K—1
qp =4nR*c, = —T47L’R20' = — q

y para r > R, el campo eléctrico efectivo es

S, 1 —1
E(r)= — L 0ep 4 (1—K >: 1

drey r2 ' dmeyr? K Amk gy r?

de acuerdo a la ecuacién (5.26).

La polarizacién en el dieléctrico es una funcién de tipo kii,/r* y se verifica que V-P =0
en cualquier lugar. También si la polarizacién no es uniforme, la densidad espacial de carga es
nula. 8

5.6 Discontinuidades

En la seccién 3.3 hemos ya estudiado la discontinuidad del campo eléctrico cuando atraviesa una
superficie donde estd depositada una carga. Una situacién de esto tipo se encuentra siempre cuando
se atraviesa la superficie limite de un dieléctrico polarizado y, por lo tanto, en la superficie X de
separacmn entre dos dieléctricos distintos, con constantes k7 y k»>. Llamemos, respectlvamente E 1,
D1 s P1 al campo eléctrico, induccidn eléctrica y polarizacién en el primer medio, y como E2, Dz, P2
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en el segundo. Sabemos que la componente tangencial de E es contante en el pasaje a través X, la
cual se expresa como:

E]t :El sin91 :E2 sin 92 :EZI- (527)

Apliquemos ahora la ley de Gauss al vector D, eligiendo por superficie de integracién un cilindro
de altura infinitesimal ortogonal a X y con las bases en los dos dieléctricos. En el interior de la
superficie del cilindro no existen cargas libres y, por lo tanto,

D; - iipdE 4 Dy - f1dX = (D2, — D1,)dX =0 = Dy, = Da,, (5.28)
o0 sea, la componente normal no varfa. La relacion anterior se puede expresar como:
€E1n+ Py = €Ez + Py

y, por lo tanto,

P, —P
E2n_E1n = u7
&

que se corresponde a la ecuacién (3.11). Desde la ecuacién (5.28) y utilizando la relacién D= KEOE ,
tenemos

K& E] cos 61 = K &E, cos 92
y dividiéndola por la ecuacién (5.27), tenemos

tan 6, K
tan 6, - K '

(5.29)

La discontinuidad de la componente normal de E, junto a la continuidad de la componente
tangencial, conlleva un cambio de direccién de las lineas de fuerza del campo eléctrico, fenémeno
que se llama refraccidn de las lineas de fuerza.

Ejercicio 5.2 Una placa dieléctrica lineal, homogénea, de area ¥ y espesor s, se coloca en
un condensador plano cargado paralelamente a las armaduras de 4rea ¥ y distancia, entre las
armadauras /. Calcular los valores de los campos E, P, D y la d.d.p. entre las armaduras al
variar del espesor s de la placa.

Solucién. Ya hemos discutido parcialmente esta situacion (en la introduccién), a la cual
ahora aplicamos las condiciones de discontinuidad. Llamemos Ey = 0/ & el campo in ausencia
del dieléctrico, Dy = & Ey la induccién dielectrica y Vo = Egh = 6ph/¢gp la d.d.p. entre las ar-
maduras. Introduciendo el dieléctrico, en sus caras aparecen cargas de polarizacién distribuidas
con densidad 6,,. En el espacio vacio el campo eléctrico y la induccion dielectrica conservan
sus valores; pasando en el dieléctrico la induccién dielectrica no varia

gEy=¢E=xF — Ey=«E.

La polarizacién, nula en el vacio, en el dieléctrico vale

K'—lE_K‘—lD_K‘—l
Kk 0T 0T

P=¢g(k—1)E =g 00,

este es el valor absoluto de la densidad de carga de polarizacién. Estas cantidades no dependen
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del espesor del dieléctrico. La d.d.p.

(o)) (o)) ooh K—1s K—1s
V=—(h- —s=—1- —|=W(1- - .
80( S)+Ksos & ( K h> 0( K h)

La d.d.p. disminuye linealmente con s y es minima cuando s = A, o sea cuando se llena por
completo el condensador: de hecho, en este caso, E = Ep/k en cualquier lugar y la integral de
linea toma su valor minimo que es V. =Eh = Eoh/kx = Vy /K.

La d.d.p. se puede también escribir como

oo X K—1
V=""(h-
8()2( K S)

donde 0y X = g es la carga libre en las armaduras. Por lo tanto

|% 1 h—s s

q c 802+80KZ’

donde C es la capacidad del condensador parcialmente lleno de dieléctrico. De la férmula
se desprende que la capacidad no depende de la posicién de la placa, y que el sistema puede
interpretarse como dos condensadores en serie, uno vacio con capacidad Cy = gyX/(h—s), el
otro con dieléctrico, de capacidad C, = & kX /s. En realidad, no hay armadura conductora entre
el primer y el segundo condensador en serie. Sin embargo, se puede imaginar colocar una placa
conductora muy fina en la cara del dieléctrico, al cual se aplica un potencial con densidad de
carga +0p, y se obtienen realmente dos condensadores en serie, sin alterar el estado eléctrico
del sistema.

Ejercicio 5.3 Un condensador plano, con armaduras de drea ¥ y separadas por una distan-
cia h, estd lleno de dos placas dieléctricas, una de espesor d; y constante dieléctrica relativa
K1, la otra de espesor d, y constante dieléctrica relativa k,. Se aplica una d.d.p. V a los ex-
tremos del condensador. Calcular los valores E; y E; del campo eléctrico en los dos dieléctricos
y la densidad de carga de polarizacion o), en la superficie de separacion entre los dos dieléctricos.

Soluciéon. En cada dieléctrico el campo eléctrico es uniforme y ortogonal a las armaduras;
en la superficie de separacion el campo es discontinuo:

K1 El = K2E2 (530)

La anterior expresa la continuidad del vector induccidn dielectrico D al cruzar una superficie de
separaciéon. En médulo D es igual a la densidad de carga libre en las armaduras

D=¢gxKk E=¢KE,=0).

La d.d.p. entre las armaduras se escribe

h_; —
v:/ B-dh=Eid+Eydy:
0
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y poniéndola a sistema con la ecuacién (5.30) se encuentra

KV (o)) KV Op

_ =% g - % 5.31
'T ditkidy &K YT oditkid, &K ©-31)

y por lo tanto

&KV
Kd +kdy

La densidad de carga de polarizacién en los dos dieléctricos son

_K'1—1

K —1
O] = =

D ) Oy =
K1 K2

D

y en las superficies de separacion

K1 — K> &K —Kx)V
Op =01 — 02 = D= ( ) ;
K1 K> Kd + K dy

positiva o negativa seglin que k] sea mayor o menor de K.
Desde las relaciones anteriores resulta también

oy [d d d d
V =E\dy+Eydy = -2 <1+2) -1 (1+ 2>
& \K1 K & \kK1 K

siendo g = opX la carga libre en las armaduras. Finalmente

vV 1 dq da

q :EZEOKIZ—I_EOKZZ'

La capacidad equivalente es aquella de dos condensadores en serie. La d.d.p. se reparte entre
los dos condensadores en

Vi @ . K'zdl

Vs _Cl N K’]dz

5.7 Energia electroestatica en los dieléctricos

El razonamiento hecho para calcular la energia electroestatica de un condensador plano cargado
con carga g puede ser repetido también si en el espacio entre las armaduras estd puesto un material
dieléctrico con constante dieléctrica relativa k, encontrando el resultado:

¢ o 1

U=-=—=—¢eE’%h. 5.32
©2C 2X/h 2 (5.32)

Por una parte, la energia es debida al campo E de las propiedades del material. Podemos definir la
cantidad

1 1 D?
U, Ue —eE*= -

=Sh =2 =55 (5.33)

la cual representa la densidad de energia electroestdtica. También ahora la ecuacién (5.33) tiene
validez general: en una regién donde existe un campo eléctrico la energia electroestatica esta
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distribuida con densidad dada por la ecuacién (5.33) y vale:

1
U, :/uedr:/feEzdr.
T T 2

En los dielectricos anisotropos, la ecuacion (5.33) vale

—

u,=~E-D (5.34)

| =

y el producto escalar pone en evidencia que en estos dielectricos los campos E y D no son paralelos.

Ya que para rellenar un volumen particular con un campo eléctrico necesitamos gastar por
unidad de volumen el trabajo 1/2&9E? y, si en el volumen estd un dielectrico, por el mismo campo
eléctrico 1/2gykE?, 1a diferencia 1/2€(k — 1)E? representa evidentemente el trabajo necesario
para polarizar la unidad de volumen del dielectrico (trabajo que en el vacio es cero). De hecho, para
separar de dx la carga g de la carga —q, necesitamos gastar el trabajo dW = E gdx = E dp, donde
dp es el momento de dipolo eléctrico creado por la separacion dx; por unidad de volumen

dW = EdP = Eg(xk—1)dE
e integrando se obtiene 1/2¢&y(k — 1)E?.

Ejercicio 5.4 En un condensador plano, cuyas armaduras son cuadradas de lado d separadas
por una distancia A, se introduce parcialmente una ldmina dieléctrica de espesor h.

Suponiendo que la carga libre en las armaduras sea
constante, calcular las densidades de carga, d.d.p.,
capacidad y la energia electrostatica en funcion de la
posicién de la l1dmina.

Solucién. Las armaduras son equipotenciales T
y, por tanto, el campo eléctrico es el mismo tanto K
en la region vacia d — x como en la region llena de

dieléctrico x.

Dados o7 y 0, las densidades de carga libre en las

armaduras en las dos zonas, tenemos a
(oJ] (62))
E=Ei=—=E=— — 0y = KO .
& &

La mayor densidad de carga libre en las armadura en correspondencia del dieléctrico com-
pensa la carga de polarizacion

K—1

o,=0,—01=(k—1)o1 = .

0.

El vector induccioén dielectrica es mayor en el dieléctrico que en el vacio
Dy =¢&E, Dy=E+P=¢gE+¢e(k—1)E=egKE=xD

La carga total del condensador es

q=q1+q=01(d—x)d+0orxd
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y por lo tanto, siendo 6, = K G, tenemos

- 4q _ Kq
o = Jmrw—ng 2T s o
) — O _ o) g
€ ke  gdld+(x—1)x]’
_ __ (k=)
o, = Gz(x)—ol(x)_m.
La d.d.p. en los extremos del condensador es
B _oi(x), oax), qh
Vi) =Eh= £ h= K‘Soh_eod[d-i-(l('—l)x]

y la capacidad del condensador vale

_q  &dld+(xk—1)x] &d(d—x) exKd(d—x)
e

equivalente, como podiamos esperar, a la capacidad de dos condensadores en paralelo.
La energia electrostitica es
2C  2¢gd[d+ (k—1)x]

U, (5.35)

y se verifica rdpidamente que esta expresion corresponde a

1 1
U, = 5eoEzd(d —x)h+ € KE>dxh

Ejercicio 5.5 Calcular la fuerza con la cual la ldmina de dieléctrico, en el ejemplo anterior, estd
atraida dentro del condensador. Examinar también el caso cuando la d.d.p. del condensador se
queda constante.

Solucién. La energia electrostatica esta dada por la ecuacién (5.35); el desplazamiento de
la ldmina conlleva una variacion de energia y al final, cuando el condensador estd comple-
tamente lleno, la energia es minima. Siendo el sistema a carga constante, o sea aislado, la
disminucién de energia corresponde al trabajo dado por la fuerza eléctrica, la cual vale:

dU,  q*h K—1
dx  2&yd [d+ (kK —1)x]?’

F=—
o0 sea, utilizando la expresién del campo calculada en el ejemplo anterior

F(x) = %80(1(— DE*(x)Z; (5.36)
donde ¥ = hd es la superficie de la 1amina donde actda la fuerza F, la cual depende de la x.
El proceso considerado pasa a carga constante. Si se mantiene constante la d.d.p. entre las

armaduras, conectandolo a un generador, el campo eléctrico es siempre constante, independien-
temente de la posicion de la ldmina, y vale E = V /h. La energia electrostdtica se escribe en la
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forma

2
U, = %C(x)Vz _ V?SO%[a’—i— e i
Para mantener constante la d.d.p. V en presencia de un aumento de la capacidad dC(x) el
generador tiene que desplazar la carga dg = V dC desde la armadura negativa hacia aquella
positiva cumpliendo trabajo dWye, =V dg = V2dC a costa de su propia energia Ugen la cual
varia dUgen = —dWgen = —V2dC. Observamos que encontramos la mitad de este trabajo en el
aumento de energia electrostatica dUge, y por lo tanto la otra mitad se gasta como trabajo para
hacer avanzar la lamina,

V2

dW—7

C=dU.;
la fuerza, independiente de x, serd

dU,  V’ed(k—1)

F=
dx 2h

Porque
V2 V2
QUigr = d(Ugen +Ue) = V?dC+ 5-dC = —-dC = ~dU,
la fuerza recién calculada es —dUyo/dx. Substituyendo V. — Eh

1 1
F =&k 1)E*hd = 580K = 1)E*Z,

formalmente igual a (5.36). Resumiendo: en el proceso a carga constante donde dU, = dU,

(%),
dx g=const

mientras que en el proceso a potencial constante donde dUioc = —dU,

du,
e < ) . (5.37)
dx V=const

Hemos reencontrado en este caso (que es fisicamente distinto) las relaciones en la seccién 4.5.
De hecho, éstas tienen un cardcter general: la fuerza que actiia se puede siempre calcular como
el opuesto del gradiente de la energia electrostdtica si el proceso es a carga constante y como
gradiente de la misma energia si el proceso es a potencial constante. u




Los materiales conductores s6lidos estdn constituidos por un reticulo espacial en cuyos vertices
se encuentran los iones positivos (dtomos que perdieron uno o mads electrones) y en su interior
se mueven los electrones libres. En un metal, estos son los tdnicos portadores de carga, y en los
metales el nimero de portadores por unidad de volumen son b ~ 10%¢lectrones/m?.

El movimiento de los electrones libres en un conductor en equilibrio electroestatico es completa-
mente desordenado. En cualquier volumen 7, pequefio en scala macroscopica, pero que contiene un
numero N de electrones suficientemente elevado (con T = 10~ 18m =3, N = nt ~= 10!"'electrones),
la velocidad media es cero:

1
m Nl l

donde 1lamamos V; las velocidades de los electrones. Esto quiere decir que no existe una direccién
de preferencia para el movimiento de los electrones.

Si conectamos dos conductores C; y C, aislados, con potenciales V| y V, distintos, se llega a
una condicién de equilibrio donde ambos conductores llegan al mismo potencial V. En el proceso,
un cierto nimero de electrones pasa de un conductor con potencial menor a otro con potencial
mayor bajo la accién del campo eléctrico debido a la d.d.p AV. Este movimiento ordenado de
electrones en una cierta direccidn constituye una corriente eléctrica y el fendmeno es un ejemplo
de conduccion eléctrica.

La corriente, en este caso especifico, dura muy poco: el limite inferior estd dado por las
dimensiones tipicas del conductor dividida por la velocidad de la luz; la corta duracién impide el
estudio sistemdtico del fendmeno.

Por esta razdn, es necesario tener un dispositivo capaz de mantener una d.d.p., y, por lo tanto,
un campo eléctrico entre los dos conductores en contacto, o sea, entre dos puntos de un mismo
conductor. Asi, el flujo de electrones puede durar por mucho tiempo y, consecutivamente, en el
conductor se instaura una corriente eléctrica estable en un régimen de equilibrio dindmico y no en
un equilibrio electroestatico.

Cualquier dispositivo con estas caracteristicas se llama generador de fuerza electromotriz
(f-e.m.) . Histéricamente, el primer dispositivo fue inventado por Alessandro Volta en el 1800: este
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permitié por un lado los estudios de la conduccién en los metales y en otros medios conductores,
por otro lado, el descubrimiento de los efectos magnéticos de una corriente eléctrica (argumentos
que vendrén tratados en este curso).

En su versién original, la célula o pila voltaica estd formada por una serie de elementos, cada
uno de los cuales consta de un disco de zinc, un tampén empapado en una solucién acuosa de
acido sulftrico y un disco de cobre: el disco de cobre esta cargado positivamente y el de zinc
negativamente. Si se mide con un instrumento electrostitico, es decir, sin pasar corriente, la d.d.p
entre los dos discos se encuentra un valor fijo, caracteristico del par de metales y que con m
elementos es m veces el del elemento Unico: este valor se llama f.e.m. de la pila. Conectando
un conductor, por ejemplo un hilo metdlico, al extremo (o a los polos) de la pila, se establece
en ésta una corriente eléctrica constante, también conocida como corriente continua; en realidad,
con una pila Volta, la corriente disminuye lentamente con el tiempo. En la actualidad existe una
gran variedad de baterias, incluidas las de los coches, que funcionan basicamente segtin el mismo
principio que descubrié Volta. El trabajo necesario para mantener un movimiento ordenado de las
cargas en un circuito cerrado se consigue en la pila transformando la energia quimica en energia
eléctrica. Sin embargo, en otros tipos de generadores f.e.m. se produce la transformacién de la
energia mecdnica en energia eléctrica.

Volveremos mds adelante al funcionamiento de la pila de Volta y a las caracteristicas eléctricas
generales de los generadores de f.e.m.; por ahora, nos limitaremos a considerarlos como dispositivos
capaces de mantener una d.d.p. constante en los extremos de un conductor y, por tanto, una corriente
eléctrica continua a través de élI.

El simbolo utilizado para este tipo de generadores se muestra en el
lateral; recuerda a una pila (pero es vélido sea cual sea el mecanismo de
funcionamiento interno) y al hecho de que las cargas de signo contrario
se engrosan en los dos extremos A y B, conocidos como los polos
positivo y negativo del generador. La conduccidn eléctrica, que en los - | +
metales se debe al movimiento de los electrones, también es posible en
los gases y liquidos si contienen portadores de carga.

En los gases en condiciones ordinarias, los 4tomos son neutros y, por
tanto, un gas no es conductor de la corriente. Sin embargo, si acercamos al gas un agente ionizante,
como una llama o una fuente de radiactividad o rayos X, se crean pares de iones-electrones positivos,
precisamente por el fendmeno de la ionizacion, es decir, la transferencia a un electrén de tal cantidad
de energia que se desprende del atomo. En el movimiento completamente desordenado de estas
cargas, un ion puede capturar un electrén reconstituyendo un d&tomo o molécula neutra (fenémeno
de recombinacién) y un electrén puede ser capturado por un a&tomo neutro formando un ion negativo
(fenémeno de captura, importante en los gases electronegativos como el oxigeno). En general, se
alcanza un equilibrio dindmico caracterizado por n portadores positivos y n negativos por unidad de
volumen, con una velocidad media nula.

Una situacién similar a la de los gases puede darse con los liquidos dieléctricos, como el argén
liquido; en una solucién electrolitica, en cambio, los sales o los 4cidos se disocian espontdneamente,
de modo que también estan contenidos en ella, por término medio, n pares de signo contrario por
unidad de volumen. El movimiento de estas cargas es siempre completamente desordenado y la
velocidad media es cero.

Cuando se sumergen dos electrodos en el gas o liquido ionizado, o en la solucién electrolitica,
entre los cuales se mantiene un d.d.p. mediante un generador de f.e.m., aparece una corriente
eléctrica continua en el fluido debido al movimiento de los iones positivos en la direccién del campo
eléctrico E y de los iones negativos en la direccién opuesta a E. Por dltimo, son muy importantes
en la tecnologia electrénica los semiconductores, materiales s6lidos aislantes en los que con un
tratamiento adecuado, del que hablaremos més adelante, es posible tener portadores de carga de



111

ambos signos y mantener asi una corriente eléctrica si se aplica un d.d.p..

En todos los casos de conduccién eléctrica que hemos mencionado, el movimiento de las cargas
se ve impedido por el medio en el que se produce el movimiento, y el andlisis de este hecho conduce
al concepto de resistencia del conductor. Por lo tanto, siempre es necesario gastar trabajo para
vencer las fuerzas que se oponen al paso de la corriente, trabajo que, como ya hemos sefialado, se
obtiene a expensas de la energia interna del generador f.e.m.

La unica excepcién se da en ciertos metales puros y aleaciones metdlicas a temperaturas
cercanas al cero absoluto, lo que se denomina superconductividad: en ellos se puede mantener una
corriente eléctrica durante tiempos muy largos sin gastar energia. Volveremos a este tema mas
adelante, tanto en este capitulo como cuando describamos el comportamiento de los electrones en
los metales segin las leyes de la mecdnica cudntica.

Ejercicio 6.1 Calcular la velocidad cuadrética media de los electrones en un metal, bajo la
hipétesis de que el gas de electrones se porte como un gas ideal.

Solucidon. Si los electrones libres pudieran ser tratados como un gas ideal, su energia cinética

media a la temperatura T seria
1 3
Em \72 = 5 kB T

donde m = 9.1-10731 kg es la masa del electrén y kg = 1.38- 10723 J/moleK es la constante de
Boltzmann. A temperatura ambiente 7 = 293K

3
E=3-138: 10723.293 = 0.61-1072°J = 0.0038eV,

2E
— =1.16-10°m/s.
m

<
Il

Este valor esta en total desacuerdo con lo que predice la mecénica cudntica. Segun la teoria
de Fermi-Sommerfeld, los electrones dentro de un metal tienen una distribucién de energias
cinéticas que varia desde un valor minimo hasta un valor maximo Er, llamada energia de Fermi,
caracteristica del tipo de conductor. En el cobre Er = 7.03eV, que es dos 6rdenes de magnitud
superior al valor medio predicho por la teoria cinética de los gases, a la cual corresponde

ﬁF:\/Zﬂzl.STIO(’m/S.
m

Estos resultados, validos para T = 0, no varian sensiblemente con la temperatura del conductor.
Observamos que si los electrones se comportaran como un gas ideal, para tener una energia
cinética Er tendrian que ser llevados a la temperatura

2EF

Tr = == — 54386K.
F= kg

El ejemplo que acabamos de ver, pone en evidencia una importante discrepancia entre el modelo
clasico y el cudntico. Dado que la teoria cudntica explica de forma coherente toda una serie de
fenémenos observados en los metales, es a ella y a sus resultados numéricos a los que hay que
remitirse también cuando se construye un modelo basado en conceptos cldsicos. Veremos un
ejemplo al final de la seccién 6.5.
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Corriente eléctrica

Supongamos que en una regién de un conductor existen
n, portadores de cargas +e por unidad de volumen y
que en ella actie un campo eléctrico E producido por
una f.e.m.; los portadores se mueven bajo el accién de

&

la fuerza eléctrica F = +¢E, originando una corriente &

eléctrica, y llamamos V; sus velocidad en la direccion del v

campo E, llamada también velocidad de deriva. o
Consideremos ahora una superficie X dibujada en el S o

interior del conductor: llamemos Ag a la carga que pasa
a través de X en el tiempo Az, se define intensidad de Figure 6.1: Movimiento de electrones.
corriente a la cantidad

, Ag _dq
AN A T @ ©b
La definicién (6.1) es general y vale también para fendmenos que varian en el tiempo.

Para poner en relacién la corriente eléctrica con el
movimiento de las cargas, hacemos referencia a una su-
perficie infinitesimal d¥ cuya normal i, forma un dngulo
6 con el campo eléctrico E y, por lo tanto, con la veloci-
dad v, de las cargas.! En el tiempo At las cargas recorren
una distancia vyAt, por lo tanto, la carga total que pasa
por la superficie dX en el tiempo Af es aquella contenida
en el volumen infinitesimal d7 definido por dX y v A¢: bt —>

by

dt = vgArdZcosb, Figure 6.2: Movimiento de electrones
Agq = niedt=nyevgdcosOAr en un volumen.

La carga que pasa en la unidad de tiempo por la superficie d¥, o sea, la intensidad de corriente a
través de dX es, segun la ecuacidn (6.1),

di=njievydicosH.
Definimos el vector densidad de corriente j como:

f: nievy (6.2)
y reescribimos

di = j-,dX. (6.3)

La intensidad de corriente a través de la superficie ¥ se obtiene integrando la ecuacidn (6.3):

i:/}@&:@ﬂﬂ (6.4)
x

0 sea, es el flujo del vector densidad de corriente a través de la superficie £. En particular, si la
superficie es ortogonal a la velocidad y, por lo tanto, a j y esta dltima es uniforme:

i=jx, j==. (6.5)

'a velocidad es paralela al campo eléctrico
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Si los portadores de carga son negativos (como en los conductores), fijamos la direccién y el sentido
de E, la velocidad de deriva v_ tiene el sentido opuesto con respecto al campo. El vector —ev_
tiene el mismo sentido de E y la densidad de corriente, llamado n_ el numero de portadores por

unidad de volumen, es:
j=-—n_ev_,

paralelo y con el mismo sentido de E.

El hecho de que la densidad de corriente tenga siem-
pre el mismo sentido de E, llega de la definicién de j
como producto de la carga por unidad de volumen por
la velocidad y refleja la circunstancia experimental que
en escala microscopica no es posible relacionar el sen-
tido de la corriente al signo de los portadores de carga;
fijada una d.d.p., se tienen los efectos si la conduccién
es debida a las cargas positivas o negativas. Solamente a
nivel microscopico, por el efecto Hall, que veremos mas
adelante, es posible reconocer el signo de los portadores
de carga por lo menos para los conductores.

—el_ —»

Figure 6.3: Movimiento de los porta-
dores de carga bajo un campo eléctrico.

Segun estds consideraciones, se asume convencionalmente como sentido de la corriente al
movimiento de las cargas positivas, o sea, aquello que va desde los puntos a potencial mayor a los

puntos de potencial menor.

Unidades 6.1.1 La unidad de medida de la corriente en el sistema internacional es el ampere,
simbolo A. Tenemos la intensidad de corriente de 1A cuando a través de una superficie pasa 1C

en 1s: c
A=—.
S

En la préictica se usan los submiltiplos milliampere, microampere, nanoampere,

ImA=107A, 1puA=10FA,

InA=10"A,

y en las aplicaciones de potencia, los multiplos kiloampere y megaampere

1kA=10°A, 1MA=10°A.

La densidad de corriente eléctrica se mide en A/m>

Ejercicio 6.2 En un conductor cilindrico de cobre con un 4rea ¥ = 4mm? fluye una corriente
de intensidad i = 8 A. Calcular la velocidad de deriva de los electrones.

Solucién: Segiin la ecuacién (6.5), 1a densidad de corriente es

i A
I=3 mm?

A
2,100 —

mm?

Es el orden de magnitud de la densidad de corriente maxima que puede circular por un conductor
sin dar lugar a efectos térmicos apreciables, que pueden provocar la fusién del conductor (véase
la secci6n 6.4). Para el cobre n = 8.49 - 10®8 electrones/m? y por la ecuacion (6.2) tenemos

J

vy = =147-10*m/s = 0.147mm/s

ne
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La comparacién de la velocidad de deriva con la velocidad vr calculada en el ejemplo anterior
da vy /vy =~ 1071, El efecto de la conduccién es introducir una perturbacién muy pequefia a
la velocidad de cada electrén. Sin embargo, este efecto colectivo ordenado, en el que todos los
electrones tienen la misma velocidad de deriva, da lugar a un resultado macroscépico visible, la
corriente eléctrica; aunque pequeiia, la velocidad media de los electrones, coincidente con v,
no lo serfa en ausencia de campo eléctrico, y el nimero de electrones por unidad de volumen es
muy grande.

En los dieléctricos, hemos visto una situacién similar. Precisamente, en la polarizacién de los
electrones, el efecto del campo eléctrico sobre un dtomo o una molécula es perturbar ligeramente
la distribucién de la carga, dando lugar a un momento de dipolo eléctrico muy pequeiio; sin
embargo, el nimero de dipolos por unidad de volumen es muy grande y el efecto colectivo
macroscopico, es decir, la polarizacién del dieléctrico, es bien medible. También observamos
que la carga que puede moverse, por unidad de volumen, es

ne=28.49-10%.1.6-107" = 13.6-10°C/m’ = 13.6C/mm°.

Se trata de una carga muy grande, enorme desde el punto de vista electrostatico; sin embargo,
no se trata de un exceso de carga, que con valores similares nunca podria estar junta, sino que es
una parte de la carga que constituye el material, finamente mezclada con una carga igual pero de
signo contrario (los iones del reticulo), por lo que no hay efectos electrostiticos de repulsion. El
valor de la densidad de corriente depende de la velocidad con la cual se mueven las cargas y, por
lo tanto, del campo eléctrico. u

6.2 Ley de conservacion de la carga eléctrica

Consideramos una regién del espacio de volumen 7 delimitado por una superficie cerrada, la cual
orientamos de modo que el versor de la normal i, sea en cada punto direccionado hacia el exterior.
Si en la regi6n estd presente una corriente eléctrica, definida por el vector J, la carga total que pasa
en la unidad de tiempo a través de la superficie X estd dada por la ecuacién (6.4):

i:]{f.ﬁ,,dz.

Las contribuciones a la integral llegan de las partes de
Y donde j - i1, > 0 (j hacia fuera) y representan una carga
positiva que sale de ¥ o una negativa que entra, mientras

J

que las contribuciones negativas donde j -, < 0 (j hacia

dentro) y estan debidas a una carga positiva que entra o

una negativa que sale. 7 / \
El principio de conservacion de la carga pide que i i

sea igual a la variacién en unidad de tiempo de la carga
total contenida en el volumen limitado por £, o sea,

Up,

Figure 6.4: Flujo de f a través de una
= ]{ Ji,dE = — Iint 6.6) superficie.

ot

El signo menos es debido a que si la integral es positiva, entonces la carga en el interior disminuye
y, por lo tanto, tiene derivada negativa (y viceversa si la integral es negativa).

Un caso particular, pero interesante y muy comun en la practica, es cuando la carga contenida
en X no varia, por lo tanto, dgin:/dt = 0; sigue de la ecuacién (6.6) la condicion de estacionariedad:

7{ Ji,dz=0. (6.7)
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Antes de discutir el significado fisico de la ecuacién (6.7), vamos a obtener la forma local.
Escribimos ¢in = [, pd7 y la insertamos en la ecuacion (6.6), obteniendo:

> ap
.'An Y= . 5
7{] i,d /Tatd‘c

donde hemos intercambiado la integral con la derivada, ya que el volumen no cambia. Aplicando el
teorema de la divergencia, tenemos:

v.it2 _o. (6.8)

La ecuacioén (6.8) se llama ecuacion de continuidad de la corriente eléctrica y expresa de manera
dindmica la conservacién de la carga eléctrica; y es la expresion local de la ley integral (6.7).
En condiciones estacionarias dp /dt = 0, tendremos:

V.;:07

la cual es la ecuacion de continuidad de la corriente eléctrica en regimen estacionario.
Particularmente significativa es la aplicacién de este resultado para un conductor sélido donde

pasa corriente de densidad j. La superficie ¥ estd constituida por dos secciones: X, y X, del

conductor y por la superficie lateral del conductor mismo, véase figura 6.5, a través de la cual no

pasa corriente.

Por lo tanto, segin la ecuacién (6.7), tenemos

%f‘ﬁndZ:/ jl-ﬁldzl—i-/ fz-ﬁdezZO,

X )Y

0 sea / /
/fz'ﬁzdzzz/ Ji (=), o
X X

nde hem mbi 1 signo del versor. . . . _
donde hemos cambiado el signo del verso Figure 6.5: Corriente en secciones distintas.

Definicién 6.2.1 Consecutivamente,
i1 =1 (6.9

en condiciones estacionarias, la intensidad de corriente es la misma a través de cualquier seccién
del conductor.

Si el conductor es a seccidn variable, la densidad de corriente, y por lo tanto, la velocidad de deriva,
son mayores donde la seccién es menor (situacién que nos acuerda a los fluidos).

Es importante sefialar que la condicion de estacionariedad no implica necesariamente que la
corriente sea constante en el tiempo: la corriente puede variar siempre que la carga que entra en una
superficie cerrada X sea igual a la carga que sale de ella (en la unidad de tiempo). La afirmacién
sigue valida si el tiempo que caracteriza la variabilidad de la corriente sea grande en comparacién
al tiempo que tardaria la luz en atravesar el volumen incluido en X. Este criterio se basa en el
hecho de que una perturbacién eléctrica, por ejemplo una variaciéon de carga, localizada en un
instante determinado en un punto dado, se propaga con una velocidad ¢ = 3-108m/s. Si el tiempo
de propagacion es pequeiio en comparacion con los otros tiempos implicados, se supone que la
perturbacidn se siente instantdneamente en cada punto.
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Ley de Ohm

Un modelo clésico de la conduccidn eléctrica en los metales fue propuesto en el 1900 por Drude
y sucesivamente desarrollado por Lorentz en el afio 1906. En este modelo, se supone que los
iones del reticulo cristalino estén fijos y que los electrones se muevan en el reticulo de manera
completamente desordenados.

En el movimiento, los electrones interactian continuamente con los

iones, que llamaremos chogques: entre un choque y el siguiente, el ~__
movimiento es libre y la trayectoria lineal, asi que la trayectoria de T
cada electron estd compuesta por segmentos lineales, con direccién / \
y longitud variables. El conjunto de trayectorias es completamente S

causal y no hay un flujo de carga neto, o sea, una corriente, en

ninguna direcciéon. Podemos definir un tiempo medio ¢, y un /

camino libre medio ¢ entre dos choques consecutivos:

—

tm=1{/v, E=0

donde v es la velocidad de los electrones en el metal.

Cuando se aplica un campo eléctrico E cada electrén adquiere
una aceleracién @ = F /m = —eE /m, opuesta al campo eléctrico,
y las trayectorias lineales entre dos choques se transforman en SN
pardbolas. A la distribucién casual e isotropa de las velocidades [
se superpone una velocidad de deriva v;; siendo esta velocidad / ‘\
pequefia con respecto a la de los electrones, el tiempo medio fy, N~
entre dos choques consecutivos no cambia. Si llamamos V; a la /
velocidad de un electron justo después de un choque y v,y ala
velocidad justo antes del choque siguiente, tenemos: @

I
Vitl =Vi— —In.
m
Si hacemos la media sobre un numero N muy grande de choques, y definimos la velocidad de
deriva como

I R l . eE
Vag= =Y Vis1=—=) Vi— —In.
d N; i+1 N;l m m

La media no cambia el miembro que contiene el campo eléctrico, que es igual para todos los
electrones; ademads, Y, V; = 0 ya que después de cada choque la distribucion de las velocidades
sigue siendo casual. Por lo tanto,

TFp— (6.10)
m
por efecto del campo eléctrico E, cada electron en el metal adquiere una velocidad v, en la direccién
del campo eléctrico, que es proporcional al campo eléctrico mismo.

En la practica se admite que en promedio el choque cancele la direccién preferencial del
movimiento debido a la accién del campo eléctrico y que ésta se restablece durante el tiempo #,.
La ecuacion (6.10) se puede escribir como mvy = —eEty e interpretar diciendo que el electrén
adquiere en el tiempo 7., la cantidad de movimiento m v, igual al impulso de la fuerza, cantidad de
movimiento que se pierde en el choque siguiente y readquirida después un tiempo #y,.

La densidad de corriente la podemos escribir como:

2
ne tmE.

j=—nev;= (6.11)
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Definiendo con

2
o= ¢ m (6.12)

m

una cantidad caracteristica del material, llamada conductividad, 1a ecuacion (6.11) se escribe como:

j=0E. (6.13)

La ecuacién (6.13) es conocida como ley de Ohm de la conduccion eléctrica: ésta establece que la
raz6n entre la densidad de corriente fy el campo E aplicado estd dado por una cantidad caracteristica
del conductor. La dependencia de ¢ de ¢? garantiza que o sea siempre positiva y, ademds, confirma
que la densidad de corriente es siempre concorde al campo eléctrico independientemente de los
portadores de carga (sea positivo o negativo).

Muchas veces la ecuacidn (6.13) estd escrita como

E— pJ (6.14)
donde la cantidad

1
== 6.15
P=3 (6.15)

se llama resistividad del conductor.
La potencia gastada por la fuerza F = e E para mantener en movimiento las cargas e con

velocidad Vv, es:
P=F -¥;=¢E-¥,.
Si en el conductor existen n portadores por unidad de volumen, la potencia gastada por unidad de

volumen es:

=

PT:nP:neVd-E:J_"-E. (6.16)
Aplicando la ley de Ohm de la forma ecuacién (6.13) 6 (6.14) tenemos:
P, =cE>=pj* (6.17)

En un conductor metélico, esta potencia viene transferida mediante los choques a los iones del
reticulo y se tiene una transformacién de energia eléctrica en energia interna del conductor, con un
sucesivo aumento de la temperatura del metal, cediendo calor al exterior.

Efecto Joule

Aplicamos ahora los resultados encontrados a un conductor cilin- b
drico de longitud % y seccién X. En los lados del conductor esta
aplicada, a través de un generador de f.e.m., unad.d.p. V =V, — Vp;
por lo tanto, en el conductor hay un campo E, paralelo al eje del
cilindro, y en él hay una corriente eléctrica de densidad

T |I
j:EE:GE. |
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El régimen es estacionario, la intensidad de corriente tiene el mismo
valor en todo el conductor y vale

)
i:jZ:EE o Ez%i.

Entre el campo eléctrico y la d.d.p. existe la relacion
B —
V:VA—VB:/ E-ds=FEh
A

y finalmente:

ph.
= —1i.

Vv 6.18
5 (6.18)
Llamamos resistencia del conductor a la cantidad
h
R=p= 6.19
Py (6.19)
y la ecuacién (6.18) se escribe como:
V =Ri, (6.20)

conocida como ley de Ohm para los conductores metdlicos.
Si la seccién del conductor es variable, para un tramo de longitud di y de seccién X, escribimos

o dh
—dV=FE-ds=p—i
S=p 3 i
e integrando en la longitud total del conductor obtenemos la ecuacién (6.20); si definimos como
resistencia del conductor a la cantidad:

B dh
R_/A Py 6.21)

y recordando que la intensidad de corriente es la misma en cada parte del conductor. Por lo
tanto:

Definicion 6.4.1 en regimen estacionario la razén entre la d.d.p. aplicada a los extremos de un
conductor metalico y la intensidad de corriente que atraviesa el conductor (debido a la d.d.p.
aplicada), es igual a una cantidad llamada resistencia del conductor que depende solamente de
la naturaleza del conductor y de las dimensiones.

El inverso de la resistencia se llama conductancia y su simbolo es G

1
== 6.22
G-~ (6.22)

Unidades 6.4.1 La unidad de medida de la resistencia es el ohm

\Y%
Q=—
A
La resistividad p se mide en Qm, la conductancia en Q~', la conductividad en @ 'm~!. La

unidad Q! se llama siemens (S).
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Resistividad y coeficiente termico de la resistividad
Material Resistividad (Qm) | Coeficiente térmico (°C~!)
plata 1.59-1078 4.1-1073
cobre 1.67-1078 6.8-1073
oro 2.35-1078 4.0-1073
aluminio 2.65-10°8 43-1073
zinc 592.1078 42.1073
nichel 6.84-10°8 6.9-1073
hierro 9.71-1078 6.5-1073
platino 10.6-1078 3.9-1073
plomo 20.7-1078 3.4-1073
carbono (grafite) 1.38-107 —0.5-1073
germano 1.38-107 -0.5-1073
silicio 0.46 —48-1073
agua 2-10° -
vidrio 1010 — 10 -

Table 6.1: Resistividad y coeficiente termico de la resistividad.

Efectos térmicos

La resistividad en la mayoria de los conductores metalicos puros es una funcién creciente de la
temperatura. En un rango limitado (unas decenas de grados) en torno a la temperatura de 20°C, la
relacién es practicamente lineal.

p :pzo(l—i-OlAl) (6.23)

donde At =t — 20 y pyo es la resistividad a 20°C (la temperatura ¢ se expresa en Celcius). El
coeficiente ¢, llamado coeficiente térmico, estd definido por la ecuacién (6.23)

1 A
a=— P
P20 At

donde Ap es la variacién de la resistividad en el intervalo A¢. En la tabla 6.1 se reportan los valores
del coeficiente térmicos juntos a los valores de resistividad. El coeficiente ¢ es positivo en los
metales puros, mientras que es negativo en el carbono, el germanio y el silicio, lo que indica, para
estos elementos, una disminucién de la resistividad con el aumento de la temperatura. Se pueden
producir aleaciones como el nichelcromo que tiene una resistividad tipica de los conductores, pero
un coeficiente un orden de magnitud inferior (~ 10~4°C~1).

En los conductores, la tendencia de la resistividad con la temperatura se desvia notablemente de
la linealidad a bajas temperaturas, y la resistividad tiende a un valor finito py cuando la temperatura
tiende al cero absoluto. Existe, sin embargo, una clase de conductores cuya resistividad se anula
por debajo de una determinada temperatura, llamada temperatura critica 7,: en la tabla 6.2 se dan
algunos ejemplos; cuando a T < T estos conductores se llaman superconductores. Una propiedad
fundamental es que en ellos se puede mantener una corriente, incluso elevada, sin necesidad de
aplicar un d.d.p.
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Temperatura critica de algunos superconductores
Material | 7. (K) | Material T. (K)
Nb; Ge 23.2 Estafio 3.72
Nbs Sn 18.1 | aluminio 1.18
niobio 9.25 zinc 0.88
plomo 7.23 cadmio 0.52
mercurio | 4.15 iridio 0.14

Table 6.2: Temperatura critica de algunos superconductores.

Ejercicio 6.3 Laresistividad del cobre a temperaturat = 20°Ces p = 1.67-10~8 Qm. Calcular
el valor del campo eléctrico E necesario para mantener en un conductor de cobre una densidad
de corriente j = 2A/mm?. Calcular los pardmetros microscépicos relativo a la conduccién
eléctrica.

Solucién: Desde la ecuacién (6.14), tenemos E = p j = 1.67-107%-2-10° =3.34- 1072V /m:
se nota que en un buen conductor es suficiente un valor muy pequefio de campo eléctrico para
mantener la mdxima densidad de corriente tolerable (véase ejercicio 6.5). La conductividad es
o=1/p=0.60-10%(Qm)~! y desde la ecuacion (6.12) calculamos el tiempo medio entre dos
choques consecutivos

L _mo _ 9.1-10731-0.60- 108
" ne?  8.49-1028(—1.6-10-19)

> =2.51-10""s,

el camino libre medio es
0=tmvr =2.51-107"%.1.58-10°=3.97-10%m.

En este tltimo calculo hemos usado la velocidad del ejercicio 6.1 en base al modelo de Fermi.
Porque la distancia entre los iones del reticulo es ~ 2- 107" m, la longitud media de los arcos
de pardbola descritos por los electrones entre un choque y el sucesivo es aproximadamente 200
distancias interatémicas. u

Ejercicio 6.4 Calcular de cudnto varia en porcentaje la resistencia de un conductor de plata
cuando se lleva desde temperatura ambiente a ¢t = 150°C.

Solucién: Utilizamos la ecuacion (6.23) y los valores en la tabla 6.1

AR = ap =aAr=4.1-10-3-(150—20) = 0.533.

R p2o
La variacién es notable y este efecto viene usado para la construccién de termémetros. La
sensibilidad depende de la capacidad de apreciar pequefias variaciones de resistencia; la variacion
en porcentaje por grado estd dada por «.
En la practica se utilizan resistencias a hilo de platino, que permiten medir temperaturas hasta
~ 1500K; también se utilizan los termistores, hecho de semiconductores cuya resistividad
disminuye con la temperatura (y normalmente el médulo de la variacion de la resistividad, a
paridad de variacién de temperatura, es mayor que en los conductores). u
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Potencia. Efecto Joule

La potencia que se tiene que gastar para hacer circular la corriente eléctrica i en un tramo conductor
de seccion X y longitud d/ es, segin la ecuacién (6.17),
2
i dh ,
dP =P Xdh= ngdh = pfz .
Para un conductor de longitud finita tenemos:

o (B dh

pP= —
i APZ

y recordando la definicién de resistencia
P=R{. (6.24)

A la expresion (6.17) para la potencia, hemos llegado considerando cantidades locales como el
campo eléctrico que actda sobre las cargas y la densidad de corriente.

Al mismo resultado se habria podido llegar considerando la carga dg que se mueve en una d.d.p.
V =V, — Vp; por este desplazamiento el trabajo cumplido es

dW =Vdg=Vidt
y se gasta una potencia

dw
=— =Vi
dt b

que es una formula de cardcter general. Si vale la ley de Ohm V = Ri entonces tendremos

V2
P=Ri’="-. (6.25)
R

El trabajo para dejar pasar la corriente es

t t
W = / Pdt = / Ri%ds (6.26)
0 0
y si la corriente es constante en el tiempo, se reduce a
W =Ri’t. (6.27)

Este trabajo es necesario para vencer a la resistencia del reticulo cristalino que se opone al pasaje
de la corriente y, desde un punto de vista termodindmico, éste viene absorbido por el conductor,
cuya energia interna aumenta. Consecutivamente, aumenta la temperatura del conductor: si se
afsla térmicamente con el exterior, el proceso lleva a una fusién del metal; si el conductor esta en
contacto térmico con el exterior, su temperatura crece hasta llegar a un estado de equilibrio, cuya
energia interna no varia més y el trabajo eléctrico viene entregado al exterior bajo forma de calor.

El efecto de calentamiento del conductor, donde pasa corriente, se llama efecto Joule. La
medida calorimétrica del calor dado por el conductor y la verificacién de la igualdad con el trabajo
gastado para dejar circular la corriente ha constituido una de las pruebas fundamentales de la
equivalencia entre calor y trabajo.
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Ejercicio 6.5 En un hilo de estafio, largo 4 = 1 m y con seccién cuadrada de drea £ = 1 mm?,

fluye la corriente i. La conducibilidad térmica externa vale #* = 10J/m?Ks. Calcular el valor
de i por la cual la temperatura de equilibrio a la cual llega el estafio es 7.

Solucidén: El trabajo eléctrico provoca un aumento de temperatura del hilo y una trasferencia de
calor al ambiente segin la ecuacién

Ri*dt = mcdT +h*S(T —Tp)dr;

donde m es la masa del hilo y c es el calor especifico. El dltimo término expresa la ley de
Newton relativa al cambio de calor; S es la superficie del hilo.
En equilibrio d7 = 0 y tenemos

RZ*=nS(T-T).

La resistencia del hilo a la temperatura T es

R:po[1~|—a(T—T0)]g

y la corriente es

po[l+a(T —Tp) L

Tomando los valore en la tabla para el estafio y poniendo S =4-10m?y T = Ty, se obtiene
. . 6 2
i=634A, ]:E:6.34-10 A/m”.

También si el célculo es indicativo en cuanto la ley de Newton no es muy atendible para grandes
diferencias de temperatura, se puede apreciar el orden de magnitud del limite impuesto a la
densidad de corriente por los efectos térmicos: el limite practico es ~ 1 —2 A /mm?. =

Resistencias en serie y en paralelo

R

Los conductores ohmicos caracterizados por un determinado valor

de resistencia son elementos muy usados en los circuitos eléctricos. A

Estos se llaman resistencias y ademads del valor de la resistencia,

viene siempre dado el valor midximo de la potencia. Figure 6.6: Resistencia eléc-

El simbolo de la resistencia en un circuito estd mostrado en !ica.
figura 6.6. En un circuito se pueden unir mds resistencias, las conexiones de base son dos: en serie
y en paralelo, seglin una terminologia que hemos usado para los condensadores.

Resistencias en serie

Dos resistencias estdn conectadas en serie cuando tienen una
extremidad en comun; en regime estacionario, la intensidad I,
de corriente que pasa por las dos resistencias es la misma. lav
Apliquemos a cada resistencia la ley de Ohm y sumemos,

Figure 6.7: Resistencias en serie.
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figura 6.7:

Va—Vp=Rqi, VB—Ve=Ryi
Va—Ve = (Rl—l—Rg)i:Reqi.

Las dos resistencias en serie dan como resistencia equivalente:
Reqg=Ri+R;. (6.28)

Esta relacién obviamente se extiende a un numero n de resistencias: la resistencia equivalente de
un sistema de resistencias en serie es la suma de cada resistencia.
La potencia total gastada es:

P=(Va—Vc)i= (Ri +Ry)i* = Reqi® = P, + P,

y es igual a la suma de las potencias gastadas en cada resiten-
cia.

6.5.2 Resistencia en paralelo

Dos resistencias estdn en paralelo cuando estdn conectadas R
entre ellas por los extremos. En este caso, el elemento en — VW
comtin a las dos resistencias es lad.d.p. V=V4 —Vgy,porlo 4_, Th &
tanto, segtin la ley de Ohm, en ellos circulan dos corrientes i; i, R,
y iy, distintas si son distintos los valores de las resistencias R 1 VVVV k
Yy R>. { i

En el punto A (figura 6.8) donde la corriente se separa Av

para pasar por las dos resistencias, podemos decir que bajo la

condicién de estacionaridad: Figure 6.8: Resistencias en par-

i=i+in. alelo.
Por lo tanto tendremos:
.V \% ( 1 1 ) \%4
=—+—=V|—4 =) =—
R R R R Req
donde
1 1 1
—_— =4 —. (6.29)
Req Ry R

Claramente la ecuacion (6.29) se extiende a un numero cualquiera de resistencias, y decimos el
reciproco de la resistencia equivalente es igual a la suma de los reciprocos de cada resistencia.
Las corrientes que pasan por cada resistencia seran

. 14 R2 . . \%4 Rl .
hW=—=—"1, h=—=—"+—1
R, RI+R R, Ri+R

y la potencia gastada es

V2 vz y?
ﬁ-i—Rz :f:Reqiz.
1

P=R|ii+Ryi3 =R, —
R> R

Con una combinacién de resistencias en serie y en paralelo se puede crear cualquier valor de la
resistencia. Las conexiones tienen significado si los valores no son muy distintos: en series domina
la resistencia mas grande, en paralelo la mas pequeiia.
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Ejercicio 6.6 En lared de resistencias como en figura, los valores son Ry =3Qy Ry, =R; =9Q.
Entre los terminales A y B se aplicauna d.d.p. V =V, — Vg = 17.4V. Calcular la resistencia
equivalente del circuito y la potencia gastada en el circuito.

Solucién: En el ramo CDEF consiste de tres re-
sistencias iguales de valor R, y en series, por lo tanto

R =3R, =27Q. R’ estd en paralelo con R; del 4 B ¢ B p
tramo CF y la resistencia equivalente es .
1 1 1 R R &
—=—+—, = R'= =2.7Q. R F R, F
R" R + R ’ R, +R
B c D

2~ p . . 0 A
Ademds, R” esté en serie con las dos resistencias Ry
y la resistencia equivalente es 2
B

Req=2R| +R' =8.7Q.

R

. . o A

La intensidad de corriente que fluye en Req €s

% B

\% B

R
A
% Req
B

i=—=2A.
Req

y la potencia total gastada es

V2
P =Reqi’* = — =34.8W.
Req
Se puede verificar facilmente que la potencia total gastada es la suma de las potencias gastada
en las resistencias.

Ley de Ohm generalizada

En los parrafos anteriores hemos visto que para un conductor de resistencia R vale la ley de Ohm
B =
VA—VB:/ E-ds=Ri (6.30)
A

la cual pone en relacién la intensidad de corriente i en el conductor con el campo eléctrico £
producido por un generador externo, en cuyos polos estd conectado el conductor. La ecuacién (6.30)
aplicada a un circuito cerrado es:

fﬁ-dﬁ:Rn, (6.31)

donde Ry es la resistencia total del circuito. El primer miembro de la ecuacion (6.30) coincide con
la definicién de f.e.m. y, por lo tanto, la ecuacién (6.30) afirma que para que en el circuito circule
corriente eléctrica es necesaria la presencia de una f.e.m, o sea, de un campo E cuya circulacién no
sea nula. Ya que no puede ser un campo electroestatico Eqel que hace circular la corriente en el
circuito porque este tltimo es conservativo (y su circulacién es nula). La fuente de f.e.m. tiene que
tener en su interior fuerzas de naturaleza no electroestitica, no conservativas, que puedan permitir
el movimiento de cargas en todo el circuito.
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Examinemos ahora el circuito eléctrico mas sencillo,
formado por un conductor conectado a los polos Ay B
de un generador, sobre los cuales estdn acumuladas las

cargas +q y —q. El campo Eq producido por estas cargas _Ba
tiene siempre el sentido A — B, en el conductor y también PN
en el generador, de acuerdo con el hecho de que: 4 + - B

B A
j{Eel -ds' = /A <Eel 'd5> ext + /B (Eel 'd5> . 0: Figure 6.9: Fuerza electromotriz en un

_ ] ) generador.
el primer termino es la integral calculada en el conductor

externo y la segunda integral calculada en el interior del generador. El pasaje de una carga positiva
en el interior del generador desde el polo negativo B al polo positivo A (o de una carga negativa de A
hacia B) no puede ocurrir por efecto del campo E.; tiene que existir en el interior del generador un
campo E* no electroesttico, que llamaremos campo electromotor, por lo tanto, el campo elétrico
E que existe en el circuito vale

= E*+ Eel en el interior del generador.

= Eqg en el conductor. (6.32)

i

La f.e.m. del campo E se escribe como:
. B A, A
@fa‘:fE-ds*:/ Eel-d§+/ (E*+Eel)-d§:/ B*.ds. (6.33)
A B B

El campo E definido en las ecuacién (6.32), por lo tanto no es conservativo, y su f.e.m. coincide
con la tensién del campo electromotor E* calculada en la linea interna al generador, que va desde B
hacia A como en la ecuacién (6.33). Sin embargo, en cualquier linea que va de B hacia A externa al
generador, la tensién de E* es cero, siendo E* cero en el exterior del generador.

En el interior del generador, una carga dq viene de-

splazada desde B hacia A por una fuerza dF*, la cual R,
tiene que vencer dFy = dgE., y el campo electromotro ——— WW————
E* se define como la razén entre la fuerza dF* y la carga K Foomomoooy
dqg: L ol
- — W\H+ Sy
Er = 6.34 T
a7 (6.34)

Figure 6.10: Generador con resistencia

Para tener un movimiento de cargas en el sentido querido
interna.

en el interior del generador, tiene que verificarse ‘E >

‘ -

Eel

para que resulte:

A
/ (B +Ea)-d5>0.
B
En el exterior, el movimiento de cargas en el conductor es debido al campo Ed, generado por la
accion del campo electromotor E*.

Ya que la corriente i que atraviesa el conductor externo pasa también en el generador desde el
polo B hacia el polo A, definimos una cantidad caracteristica del generador, la resistencia interna r,
por la relacién

A
/ (E*—i—Ee]) 5= ri,
B
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la cual extiende la ley de Ohm en el interior del generador.
Por lo tanto, un generador esta caracterizado por la f.e.m. &, o sea, la tensién entre los polos y
por la resistencia interna r. En general, podemos escribir para un circuito con una resistencia:
&=Ri+ri=(R+r)i=Rri, i= ¢
r+R
la corriente que circula en el circuito estd dada por la razon entre la f.e.m. del generador y la
resistencia total. Desde la relacion anterior, tenemos:

VA—VB:Rizg—ri: (636)

; (6.35)

la d.d.p. medida entre los polos A y B del generador es menor que la f.e.m., si en el circuito circula
corriente.

Consideremos ahora un trozo de circuito, lo cual llamamos tramo, donde pasa corriente
i, constituido por una resistencia R y por dos generadores conectados como en la figura 6.11.
Aplicamos la ley de Ohm y la ecuacién (6.35) en los distintos puntos del tramo

VA—VC:Ri, VD—VC:gl—rli,:> VC—VD:—51+r1i (637)

Vp—Vg =& —r(—i) =& +rii (6.38)
Sumando término a término tenemos:
Vu—Vp=—-E+E+ R+ +n)i, R n g|1| s £|2
A C D |_B
Va—Vg+ (&1 — &)= (R+r+r)i=Rri. (6.39) i

Notemos que fijando el sentido de la corriente i, y, por lo
tanto, el sentido segun el cual el potencial disminuye en
la resistencia Ry, la f.e.m. & tiene signo positivo, ya que en el generador entra corriente por el
polo negativo y sale por el polo positivo, mientras que &, aparece con el signo positivo (si actuase
sola harfa pasar corriente por el sentido opuesto al elegido).

Bajo estas consideraciones, la ecuacién (6.39) puede ser extendida a un tramo que contenga un
nimero cualquiera de generadores

Va—Vs+Y & =Rri, (6.40)
k

Figure 6.11: Tramo circuito eléctrico

donde R7 es la resistencia total del tramo. La ecuacién (6.40) se llama ley de Ohm generalizada;

Carga y descarga de un condensador a través de una resistencia

En los circuitos vistos hasta ahora, la corriente eléctrica era continua, o sea constante en el tiempo.
Consideramos ahora algunos simples ejemplos de circuitos en los cuales la corriente varia en el
tiempo segtin una ley definida.

Carga de un condensador

Consideremos un circuito constituido por un generador &, una resitencia R y un condensador C;
inicialmente el interruptor 7" estd abierto, en el circuito no circula corriente y el condensador no
estd cargado, véase figura 6.12. Al tiempo ¢ = 0 se cierra el interruptor y el generador empieza a
sacar cargas desde los conductores conectados al polo negativo y a llevarlas al polo positivo. Asi,
en las caras del condensador aparecen las cargas +g y —g. El proceso continua hasta cuando la
carga del condensador llega al valor maximo gy = C&’, a la cual se corresponde una d.d.p. V4 — Vp
entre las armaduras del condensador, igual a la f.e.m. &.
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En un instante cualquiera, valen las relaciones:

R t<0
WWY
t dqg(t
g:VR+VC:Ri(t)+@, i(z):ﬂ; CAZ
C dt
La primera es la ley de Ohm generalizada aplicada a nue- I I -
stro circuito (suponiendo cero la resistencia interna del £
generador con respecto a la resistencia R o simplemente R t>0
) . . . . WWY
incluida en R) y hemos considerado que existe una d.d.p.
a los lados del condensador. Tenemos, por lo tanto, | J— j
dC] dg dt | I
=—-=- = A I
R c q—Cé  RC ) !
Integrando desde r = 0 hasta un tiempo cualquiera ¢, por
los cuales se corresponden ¢ =0y ¢: Figure 6.12: Carga de un condensador.

q q—C& t
dt, = In =——.
/0 q-— Cé° / < —C& RC
Explicitando la carga, tenemos:
q(t) = C& (1 - eft/RC)

Ve(t) = alt) _ & (1 _eft/RC)

C
. dg & _
l(t) = ?t:ﬁe t/RC

Ve(t) = Ri(t) =& /R

Cuando se carga un condensador conectandolo a un generador, la d.d.p. final en los lados del
condensador es igual a la f.e.m. del generador, y la carga final es gy = C&”: estos valores maximos
se consiguen asintéticamente. La corriente en el circuito es mdxima en el instante r = 0 cuando
vale & /R, y decrece exponencialmente en el tiempo, anuldndose para t — oo. El comportamiento
temporal estd gobernado por la constante de tiempo T = RC.

Unidades 6.7.1 Es facil demostrar que la constante RC tiene dimensiones de tiempo:

vc C
R QF = —— = —
€= AV A

La potencia instantdnea entregada por el generador es:

L&
Pgenzé’z:?e t/RC

y la gastada en la resistencia es:

2
Pr=Ri*= ‘%e—”/RC. 6.41)

El trabajo elemental de carga del condensador, correspondiente a un aumento de la energia elec-
troestdtica del condensador, es Vcdg y su potencia es:

2 2
Pc—Vcdq Vci:@ie’t/RC & © ou/RC _

dr R R Feen = Fr
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En cada instante tenemos:
P, gen — Fc+ Pr

de acuerdo con el principio de conservacién de la energia.
El trabajo entregado por el generador, aquello gastado en la resistencia y la energia elec-
troestatica del condensador al final del proceso valen:

Woen = | Peendt = | ——e"/RCdr =C&?.
gen /0 gen /0 R e

Wr = / Prdt = —C&?, AU, = / Pedt = ~C&2.
0 2 Jo 2

Durante la carga de un condensador, el 50% de la energia entregada por el generador va en energia
electroestatica, la otra mitad se disipa en calor, independientemente de los valores de C y R: los
ultimos determinan la duracién del proceso, C, junto a &, fija el gasto energético, pero la reparticion
relativa es la misma.

Descarga de un condensador

Consideremos ahora un condensador C, con una carga inicial g, una resistencia R y un interruptor
inicialmente abierto, véase figura 6.13. La d.d.p. en los polos del condensador vale V = ¢¢/C, la
energia electroestdtica en él almacenada es U, = ¢*>/2C. Ent = 0 se cierra el interruptor y las cargas
se mueven desde la armadura de potencial mayor hacia aquella de potencial menor, generando una
corriente positiva en la resistencia dada por i = —dg/dt, donde el signo menos es necesario ya que
la carga disminuye en el tiempo.

En el instante genérico, la d.d.p. V¢ en los polos

del condensador es igual a aquella en los polos de la R t<0
resistencia Vg y valen WWY
RY i
q . . dq dg q “0|
cTcTRTED : dr dr RC’
T
R t>0

q tdt q t . WWyY
— — In—=—-——.
/q q 0o RC’ nQo RC o )
1

Las expresiones explicitas son:

q(t) = qoe /%,
Ve(t) = 4 _49 —t/RC = Ve~ 1/RC Figure 6.13: Descarga de un conden-
Cd C v 7 v sador.
. . 9 490 _—t/rc _ Y0 —t/rc _YC
) = —— =" = ==,
itt) dt ~ RC® R¢ R

La carga, la d.d.p. en los lados del condensador y la corriente en el circuito disminuyen exponen-
cialmente con el tiempo con una rapidez dada por la constante de tiempo T = RC.
La potencia instantdnea gastada por la resistencia es:

PR — Rlz — ‘;Oze—zl/RC
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y en el proceso completo se gasta energia:

_ [ I Y VR PR
WR—/ PRdt——/e dl—*CVO—f,

0 R Jo 2 2C

igual a la energia electroestatica inicial del condensador.

Observamos que la corriente de carga es igual a la corriente de descarga (si ponemos Vy = &):
ya que la misma corriente produce los mismos efectos, si en la descarga hay igualdad de médulo
entre la variacién de energia del capacitor y la energia disipada en la resistencia, se justifica que
también en la carga las dos contribuciones sean numéricamente iguales: la diferencia radica en
que ahora tienen el mismo signo y por lo tanto debe ser alimentado por una fuente externa (el
generador). De hecho, las soluciones obtenidas muestran que el proceso de variacion de carga por
unidad de tiempo en las dos situaciones es el mismo, s6lo que en un caso ocurre espontaneamente
en una determinada direccidn, en el otro se ve obligado a suceder en la direccién opuesta.

Los dos circuitos simples que hemos ilustrado, cominmente llamados circuitos RC, muestran
de forma realista los procesos de carga y descarga de un condensador. La carga de un condensador
siempre lleva algin tiempo (el proceso no es instantdneo) porque siempre hay una resistencia en el
circuito, por lo menos la resistencia interna del generador; ademads, el gasto de energia siempre es
mayor que CVO2 /2, debido a la disipacion resistiva (irreversible). En el caso de la descarga, hay
que destacar que si ésta se produce como se ha descrito, es decir, a través de una resistencia, la
energia electrostética se pierde completamente. También observamos que un condensador aislado
no conserva su carga indefinidamente, ya que siempre hay procesos de conduccién a través del
dieléctrico o a través del aire, que se puede esquematizar con una resistencia de pérdida R: del valor
de ésta y de la capacidad depende el tiempo de descarga.

La introduccién de circuitos con corriente variable en el tiempo requiere retomar la condicién
de estacionariedad. Hemos asumido implicitamente que la corriente i(7) sea la misma en cada
seccidén del circuito y, por lo tanto, satisface la condicidn de estacionariedad o, como es mejor decir
aqui, de cuasi-estacionariedad. Esto significa que consideramos que el fendmeno de la variabilidad
es lo suficientemente lento como para que el tiempo que tarda la luz en atravesar el circuito sea
mucho menor que T (tiempo caracteristico del circuito RC). Si el tamafio de un circuito tipico
es del orden de s = 10cm, el tiempo del que hablamos es t = s/c = 3.3- 107 !s; hasta valore de
7= 10775 la hipétesis de estacionariedad es valida.

Otro problema relacionado al condensador del circuito es el siguiente: el concepto de corriente
ha sido asociado con el movimiento de cargasen un circuito cerrado, pero a través del espacio
entre las armaduras de un condensador no hay transporte de cargas. La dificultad se resuelve
considerando que para un cambio de carga dg en una armadura, hay un cambio —dg en la otra
(induccién completa) y esto equivale a decir que cuando una carga dqg llega a una armadura, una
carga dqg sale de la otra armadura, como si la carga dg hubiera pasado por el condensador. El
razonamiento s6lo es valido en régimen variable: con un f.e.m. constante y una corriente constante,
también la d.d.p. V¢ debe ser constante, al igual que las cargas en las armaduras y por tanto no puede
haber corriente en el circuito. Aparte del fenémeno transitorio, que dura unas pocas constantes de
tiempo, en circuitos RC como los examinados, no puede haber un régimen de corriente continua.

Formalmente, y considerando por simplicidad un condensador plano vacio (C = & X/h, E =
V /h), podemos escribir

. dg d d <zv> d dd(E) 6.42)

i= =—(CV)=¢g— | — | =¢—(LE)=¢

a—a V) =eg ) Tag R =aTy
La corriente variable se relaciona a la derivada con respecto al tiempo del flujo del campo eléctrico
a través la seccién del condensador. Veremos en el capitulo 10 que la ecuacién (6.42) tiene un
significado mds profundo, y no es s6lo un artificio matematico.
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Leyes de Kirchhoff

En los pérrafos anteriores hemos siempre considerado circuitos simples, formados por una f.e.m. y
una resistencia (que puede ser la resistencia equivalente de un conjunto de resistencias en serie y en
paralelo). Existen también circuitos con geometrias mds complejas que no puede ser reducidos a
una sola resistencia equivalente. Tanto los casos mds simples como los méds complejos son casos
particulares de red eléctrica.

Los elementos geométricos de una red son los nodos y tramos. Un nodo es un punto donde
convergen por lo menos 3 conductores; los nodos estdn conectados por tramos, donde pueden
existir componentes activas (generadores) y componentes pasivas (resistencias). En el interior de
una red es posible identificar algunos caminos cerrados, llamados mallas, constituidos por mas
tramos; un determinado tramo puede pertenecer a mds mallas.

El anélisis de las redes eléctricas (que no profundizaremos mucho porque es argumento de
cursos mds especializados) es simplificada por el uso de dos leyes generales, llamadas leyes de
Kirchhoff relativas a los nodos y a las mallas.

Definicién 6.8.1 La primera ley de Kirchhoff, o ley de los nodos, afirma que la suma algebraica
de las corrientes que confluyen en un nodo es nula, si tomamos con un signo las corrientes que
salen del nodo y con el signo opuesto las que enteran

Y =0 (6.43)
k

Es la generalizacién de la ecuacién (6.9), consecuencia del principio de conservacién de la carga
por una corriente estacionaria.

Consideremos ahora una malla de una red, en la cual fijamos arbitrariamente un sentido de
recorrido; en cada tramo de la malla se fija un sentido de la corriente;

Definicién 6.8.2 La segunda ley de Kirchhoff, o ley de las mallas, establece que

ZRk ik = Z = £}< . (6-44)
k

k

la suma algebraica de las f.e.m. presentes en los tramos de la malla es igual a la suma algebraica
de los productos Ry iy, 0 sea a las d.d.p. en los extremos de cada resistencia Ry en los tramos de
la malla (la suma incluye también las resistencias internas de los generadores)

Los signos de los varios términos tienen que satisfacer las siguientes reglas:
a) sien el tramo k-imo la corriente i, es concorde con el sentido elegido en la malla, Ry iy es
positivo;
b) en caso contrario, Ry i; s negativo;
¢) si en la fuente de f.e.m. & fluye una corriente cuyo sentido va del polo negativo al polo
positivo, & es positiva;
d) en caso contrario, &; es negativa.
Tomemos como ejemplo la malla en figura 6.14, con los sentidos especificados, y aplicamos la ley
de Ohm generalizada (6.36) a cada tramo

Riip = Vy—Vp+&
Ryin = Vpg—Ve—&
—R3i3 = Ve—Vp—&;

R4y = Vp—Va+64.



6.8 Leyes de Kirchhoff 131

Sumando las cuatro ecuaciones tenemos &
A 11 B
Rii1 +Ryip —R3i3+Ryis = E — 6 — E3+ &4, I R, T ,
que corresponde a la ecuacion (6.44), si se satisfacen las R
reglas de los signos enunciads. Ry
La aplicacién de las dos leyes de Kirchhoff a una
red, formada por varias mallas, lleva a definir un proced- iz
imiento general de solucién de circuitos. ol

Si la red tiene N nodos (N > 2) y L tramos (L >
3), utilizando la ecuacién (6.43) se pueden escribir N
ecuaciones lineales entre las corrientes que circulan en Figure 6.14: Descarga de un conden-
los L tramos; de estas s6lo N — 1 son independientes, sador.
como se puede entender si se piensa que cada corriente
de un tramo pertenece siempre a dos nodos, aquellos a los extremos de un tramo, y, por lo tanto,
las N — 1 ecuaciones contiene todas las informaciones. Al final tendremos L incégnitas y N — 1
condiciones, por lo tanto el nimero de corrientes independientes a encontrar es

M=L-(N—1)=L—-N+1.

Este es también el nimero de mallas independientes que se pueden encontrar en una red (M > 2).
Una manera simple de encontrar M mallas en una red es de elegir las mallas tal que cada una tenga
por lo menos un tramo que no pertenece a la malla anterior. Una vez encontradas las M mallas, se
asocia a cada malla una corriente iy, ... ,iy.

Ejercicio 6.7 Enlared eléctrica mostrada en figura, & =18V, & =12V, R =12Q, R, =2Q,
R3; = 6Q, Ry = 4Q. Determinar la intensidad de corriente erogada por cada generador y la
intensidad de corriente que circula en R3. Verificar que el balance energético de la potencia en
la red. Las resistencias internas de los generadores son despreciables.

Solucién: Los nodos de la red son dos, By C, y los tramo son tres; por lo tanto el nimero de
mallas independienteses M =3 —2+1 = 2.

Elegimos las mallas ABCD y BEFC, con las
corrientes i; € i> en los sentidos mostrados. En
el tramo que contiene R3 suponemos que la cor-
riente, igual a i; — iy, vaya desde B hacia C.
Escribimos la ecuacién (6.44)

-& = R1i1+R3(i1—i2),
& = (Ry+Ry)ia—R3(ij —ia).

Ordenamos las anteriores para poner en evidencia las corrientes

(R1+R3)i1 —R3ir = —61,
—R3i1+ (Ry+R3+Ru)ir = &,

y numéricamente encontramos

ii=—08A, ir=0.6A.
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La corriente en la primera malla circula en el
sentido contrario al elegido; en la resistencia
R; las corrientes tienen el mismo sentido y val-
drd 1.4 A desde C hacia B. La solucién estd
mostrada en figura. La potencia erogada por los
generadores es

Pgen = &1+ &ip =21.6W,

y para las resistencias

4
Pr=) Ryix=21.6W,
k=1



La propiedad de atraer limaduras de hierro que presentan ciertos minerales de hierro y, en particular,
la magnetita (combinacién de 6xidos de hierro, FeO — Fe;03), se conocia ya en el siglo VII a.C.;
el nombre de magnetita se derivé del nombre de la ciudad griega de Magnesia, en Asia Menor,
donde se encontraron depdsitos del mineral, y la propiedad observada se denominé magnetismo.

Esta propiedad de atraccidn no estd presente de manera uniforme en el material, sino que se
manifiesta principalmente en ciertas partes, y es posible construir muestras cilindricas donde esta
propiedad se localiza en las bases. Tanto estos objetos como otros con una geometria diferente (por
ejemplo, una barra doblada en forma de C) se denominan imanes y las partes donde se localiza la
propiedad de atraccién se llaman polos del imdn.

En el siglo XVI, W. Gilbert realizé una serie de experimentos con imanes con el fin de
poner en evidencia las caracteristicas del magnetismo y las diferencias con los fenémenos de la
electrostatica, que él mismo habia estudiado (véase el capitulo 1). Los resultados sobre el estudio de
las interacciones de los polos magnéticos, teniendo en cuenta también las observaciones posteriores,
se resumen en los siguientes puntos.

A. Siun iman suspendido en el centro por un hilo, y por lo tanto libre de girar, se acerca a un
segundo imén, sostenido por ejemplo con la mano, se observa que éste ejerce una cierta
fuerza sobre el primero. Como en el caso de las fuerzas de naturaleza electrostatica, podemos
interpretarlo diciendo que un imén genera un campo, llamado campo magnético, y que el
otro iman se ve afectado por la accién que el campo magnético ejerce en la posicién que
ocupa. Un andlisis sistemdtico nos lleva a establecer que la fuerza de interaccién entre los
dos imanes es atractiva o repulsiva en funcién de los polos, y que s6lo hay dos tipos de polos,
llamados polos positivos y polos negativos; ademds, encontramos que los polos de un mismo
imén son siempre de signo contrario. La forma en que se realizé este primer experimento
deja claro que los fenémenos observados no son en absoluto atribuibles a cargas eléctricas
fijas, localizadas en determinadas regiones de los imanes. De hecho, la magnetita es un
conductor y el segundo imén, que se sostiene en la mano, estd ciertamente descargado, como
se puede comprobar por medios electrostéticos.

B. Si se coloca una varilla fina de hierro cerca de un trozo de magnetita, ésta adquiere la
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propiedad de atraer limaduras de hierro, principalmente en las proximidades de los extremos:
la varilla de hierro inmersa en el campo magnético generado por la magnetita se ha convertido
asi en un imdn, es decir, se ha magnetizado. Se llama iman artificial o imédn y tiene dos polos
magnéticos de signo contrario. Si es pequefia, la varilla se llama también aguja magnética.
magnético.

C. Si suspendemos la aguja magnética definida anteriormente por un hilo y la dejamos libre de
girar, observamos que tiende a posicionarse aproximadamente paralela al meridiano terrestre;
desplazada de esta posicion de equilibrio, la aguja efectia oscilaciones a su alrededor, que
son inevitablemente amortiguadas por el rozamiento. La experiencia demuestra la existencia
de un campo magnético natural, el campo magnético terrestre, y pone en evidencia un
comportamiento de la aguja magnética totalmente andlogo al de un dipolo eléctrico situado
en un campo eléctrico E. La aguja magnética, en otras palabras, se comporta como un
dipolo magnético que, dejado libre, se orienta en la direccién y sentido del campo magnético
existente en el punto donde se coloca. El polo de la aguja que estd orientado aproximadamente
hacia el norte geogréfico se llama polo norte (N) y recibe un signo positivo, el otro se llama
polo sur (S) y recibe un signo negativo. Una vez definidos de esta manera los polos de
un imdn y realizando experimentos como los del punto A, se comprueba siempre que la
interaccién entre polos magnéticos del mismo signo es repulsiva, y la de los polos magnéticos
de signo contrario, atractiva.

D. El estudio cuantitativo de la fuerza magnética entre los polos de dos imanes, realizado
por Coulomb con el mismo aparato con el que habia obtenido la ley para la fuerza entre
cargas eléctricas, demostrd también en este caso una tendencia inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia, al menos para polos puntiformes, como son con buena aproximacién
los de los extremos de las barras largas y finas. Por lo tanto, se podria enunciar una ley de
Coulomb para la interaccién magnética entre dos polos, dada por la fuerza

% %
‘11‘]2 (71)

Fm:Km 2
r

donde los polos estdn caracterizados por las masas magnéticas g} y g5 y una constante
que depende del medio donde se efectda el experimento.
Aunque la estructura de la ecuacion (7.1) sea idéntica a la de la fuerza entre dos cargas eléctricas o
entre dos masas, hay, sin embargo, una diferencia fundamental.
Una carga eléctrica, ya sea positiva o negativa, siem-
pre puede ser aislada y esto es consecuencia de la exis-

. o j F F
tencia de la carga elemental positiva que lleva el protén y ’ S8 l—* -8 l
la carga elemental negativa que lleva el electrén: es decir,
la posibilidad de separacién ya existe a nivel elemental. E o g Ij‘ —

Incluso la masa, aunque no cuantizadable y sea de un

solo signo, es claramente aislable a nivel elemental. En

cambio, nunca ha sido posible obtener un polo magnético Figure 7.1: Fuerza entre imanes.
aislado: los polos magnéticos parecen existir siempre en

pares de igual valor y signo contrario, es decir, s6lo se

manifiestan en forma de dipolos magnéticos. La indicacién cldsica, obtenida cuando atn no se
habia formado la imagen actual de la estructura elemental de la materia, es la aparicion del imén
cortado. Si se corta un imdn por la mitad, siempre aparecen dos polos de signo contrario en la zona
del corte, que antes no presentaba la propiedad de atraer limaduras de hierro. Con el dispositivo
experimental de Coulomb, tras comprobar la igualdad en médulo de los polos preexistentes, se
comprueba que los dos nuevos polos son cuantitativamente iguales a éstos. Repitiendo el corte en
piezas cada vez mds pequefias, se obtiene cada vez el mismo resultado, sin conseguir aislar un polo
magnético.
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Junto a esta experiencia, son significativas aquellas realizadas con limaduras de hierro colocadas
en la proximidad de un iman, figura 7.2. Los granos de limaduras se disponen ordenadamente a
lo largo de lineas regulares, lo que interpretamos suponiendo que cada grano se magnetiza por
el campo magnético del iman y se convierte en un dipolo magnético orientado paralelamente al
campo mismo.

El conjunto de hechos experimentales presentados
aqui sugiere la hipétesis de que los elementos consti-
tutivos de los imanes son dipolos magnéticos, es decir,
objetos caracterizados por una masa magnética nula y
un momento de dipolo magnético /. Dado que la no
aislabilidad de los hipotéticos polos magnéticos se con-
firma también a nivel elemental, nos lleva a suponer que
los dtomos y las moléculas, al igual que poseen una es-
tructura eléctrica, también tienen un momento dipolar
magnético Por lo tanto, concluimos que la ecuacién (7.1)
no juega un papel fundamental, siendo utilizable s6lo en  Figure 7.2: Limadura de hierro en un
situaciones particulares y refiriéndose a cantidades como campo magnético.
las masas magnéticas que no tienen realidad fisica.

La primera relacién entre fendmenos magnéticos y eléctricos fue por parte de Oersted en el
afio 1811 y, consecutivamente, profundizado por Ampere en el 1820. El experimento ha sido
posible gracias a la pila de Volta que permiti6 la produccion de corrientes eléctricas constantes e
intensas y por un periodo de tiempo suficientemente largo. Oersted mostré que una aguja magnética
puesta cerca de un hilo donde pasa corriente, se coloca en una posicién particular de equilibrio.
Estos resultados se interpretan diciendo que en un hilo donde pasa corriente se genera un campo
magnético y la aguja se orienta segin este campo magnético. Sucesivamente, Ampere demostrd que
también dos hilos, en los cuales pasa corriente, interactiian e intuyé que las acciones magnéticas no
son nada mds que la manifestacion de la interaccion de cargas eléctricas en movimiento.

Para explicar las acciones sobre los imanes necesitamos pensar que en cada 4tomo o en cada
molécula tienen que existir corrientes microscopicas locales, que se llaman corrientes moleculares
de Ampere o corrientes amperianas; la interaccidn entre un circuito donde pasa corriente eléctrica y
un imén es el resultado de la interaccion entre los electrones en movimiento en el conductor y las
corrientes amperianas en el iman. La interaccion entre dos imanes es simplemente la interaccién
entre las corrientes amperianas en los dos imanes.

Esté claro que no s6lo el concepto de masa magnética
no tienes significado fisico sino que también el concepto —
de dipolo magnético no tiene realidad fisica: podemos Y %
utilizar los dipolos magnéticos solamente para representar \
la manera con la cual se manifiestan las interacciones @ ﬂ @ @
magnéticas, o sea, como un artefacto matemaético. De
hecho, Ampere demostré la equivalencia entre un circuito
donde pasa corriente y un dipolo magnético. Ya que Figure 7.3: Imanes cortados.
hemos implementado el concepto de dipolo eléctrico, es
util utilizarlo también para los fendmenos magnéticos.
Segtin la analogia con un dielectrico polarizado, podemos decir que un iman viene visto como
un medio polarizado y los efectos magnéticos se observan solamente en los extremos donde no
existe compensacion entre dipolos consecutivos. Ademds, ya que ) ;g; = 0, se puede decir que el
momento de dipolo magnético es una propiedad intrinseca del sistema.

Advertimos que un circuito eléctrico y un dipolo magnético, aunque sean equivalentes bajo
muchos aspectos, no son el mismo sistema fisico, por lo tanto, la equivalencia es incompleta. De
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hecho, demostraremos que el campo magnético no es irrotacional (V x B = (), mientras que deberia
de ser asi si los dipolos obedecieran a la ley (7.1). Ademads, la hipdtesis de la existencia fisica
de los dipolos magnéticos estd descartada también a nivel microscopico. Se descubrié que los
constituyentes del dtomo (el protén, el neutrén y el electrén), poseen un momento magnético: ahora,
mientras que para los primeros se les atribuye una estructura a quark, por lo tanto, el momento
magnético seria asociado a estos, el electrén (como también los quarks) entre los limites de
nuestro conocimiento es puntual, por lo tanto, el momento magnético aparece como una propiedad
intrinseca, ademds, conectando al momento angular intrinseco (spin), no asociable a movimiento
internos o rotaciones sobres su eje, imposible para un objeto puntual.

Volviendo al desarrollo histérico, en los afios posteriores a 1820 Faraday demostré una nueva
conexion entre la electricidad y el magnetismo, demostrando que los campos magnéticos que varian
en el tiempo producen campos eléctricos (no conservativos). Finalmente Maxwell, a quien se debe
la ordenacién formal del electromagnetismo clasico, predijo el resultado simétrico, es decir, que los
campos eléctricos que varian en el tiempo dan lugar a campos magnéticos. Por lo tanto, demostrd
que, en el caso mds general, un campo eléctrico y un campo magnético no pueden tener existencia
independiente y deben ser verificados en Unico concepto: un campo electromagnético. Con el
desarrollo de la teoria de la relatividad especial, la nocién de campo electromagnético adquirié
un aspecto més, en el sentido de que los campos eléctricos y magnéticos tienen un significado
relativo: una interaccién magnética en un sistema de referencia inercial puede parecer eléctrica en
otro sistema de referencia inercial y viceversa.

N ) La existencia del monopolo magnético elemental (y de su antiparticula) no contradirfa las
teorias cudnticas que describen el comportamiento elemental de la materia. Una posible
explicacion de su ausencia actual es la siguiente: en el big-bang del que se origind el universo,
también se produjeron monopolos y antimonopolos, junto con las demds particulas: la
mayoria de éstas, tras los procesos de aniquilacidn particula-antiparticula desaparecieron en
muy poco tiempo, liberando energia. Algunos, sin embargo, podrian haber sobrevivido y
haberse dispersado por el universo, de forma similar a los neutrinos y a la llamada radiacién
c6smica de fondo de microondas, otros fésiles de los procesos que ocurrieron en los instantes
inmediatamente posteriores, el big-bang. Dado que la interaccién de estos hipotéticos
monopolos con la materia podria dar lugar a una considerable liberacién de energia (a escala
microscépica), se han construido experimentos para sefialar el posible paso de los monopolos:
uno de ellos estd instalado en el laboratorio subterrdneo Gran Sasso del Instituto Nacional
de Fisica Nuclear. El rasgo caracteristico de estos laboratorios es el apantallamiento de gran
parte de la radiacion césmica mediante kilometros de roca, lo que facilita la deteccion de
fenémenos poco frecuentes debidos a la penetracion de particulas extraterrestres: por ejemplo,
en el laboratorio de Gran Sasso se ha realizado recientemente una medicién directa del flujo
de neutrinos producido en las reacciones nucleares que tienen lugar en el interior del sol.

Lineas de fuerza del campo magnético

La conclusion principal del parrafo anterior es que las acciones del campo magnético son el
resultado de la interaccidn entre las cargas en movimientos; utilizando la representacion a través de
un campo, podemos decir que la accién magnética es debida al hecho de que un sistema de cargas
en movimiento genera un campo magnético, que indicaremos con B, y que el otro sistema de cargas
en movimiento siente una fuerza porque estd sumergido en B.

Examinemos ahora algunas propiedades del campo magnético. Primero, el campo magnético es
una cantidad vectorial, la verificacién experimental estd dada por el estudio de las direcciones de la
aguja en un campo magnético. Determinar B quiere decir darle a cada punto una direccién, sentido
y modulo. En general, estos varian por cada punto (campo no uniforme) y en un punto varian en el
tiempo (campo no constante); ademads, el valor de B puede depender del medio donde se propague.
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Como por el campo eléctrico, empezaremos con el estudio de los fendmenos magnéticos en el
vacio y estacionarios, o sea, el campo magnético es contante en el tiempo (o lentamente variable).

La representacion del campo magnético se hace utilizando las lineas de fuerzas y valen las
mismas propiedades a), b) y ¢) que hemos visto para el campo eléctrico (seccién 1.5). Una
simbologia especifica, que adoptamos aqui para el campo magnético pero es aplicable a cualquier
situacidn, es la situacién donde las lineas de fuerza son ortogonales a un plano (muchas veces
coincide con la hoja que estamos leyendo): con un punto se indica que el campo B sale de la hoja,
con una cruz que entra en la hoja.

La propiedad d) vista por las lineas de fuerza del campo eléctrico, o sea, tienen origen en las
cargas positivas y terminan en las cargas negativas, no puede ser extendida al campo magnético:
bajo este punto de vista, las lineas de fuerza para los dos campos son intrinsecamente distintas. La
demostracién es la siguiente: consideramos una superficie cerrada X que contiene en su interior
un iman o también parte de esto. La equivalencia formal entre las corrientes microscopicas y los
dipolos magnéticos lleva a que en el interior de la superficie esté contenido siempre un nimero
entero de dipolos, cualquier superficie no puede nunca cortar uno de estos hipotéticos dipolos
magnéticos elementales. Por otra parte, el campo magnético genera una fuerza que es del tipo
ecuacion (7.1), condicién necesaria y suficiente para formular la ley de Gauss para B (como por
el campo E). Dada la estructura dipolar, la suma de las masas magnéticas es siempre nula, sigue
que:

Definicién 7.1.1
7{ B-6,dL=0: (7.2)

el flujo del campo magnético a través de una cualquiera superficie cerrada es siempre nulo. En
términos locales, como la divergencia del campo magnético es siempre nula:

V.B=0. (7.3)

A pesar de que haya sido demostrada utilizando la ecuacion (7.1), ésta es valida en general y consti-
tuye una de las propiedades fundamentales del campo magnético; la ecuacién (7.3) corresponde a
una de las ecuaciones de Maxwell en el caso estacionario.

El campo Bes por lo tanto solenoidal; el flujo de B a través de infinitas superficies que tienen el
mismo contorno es siempre el mismo; por lo tanto, se puede hablar de manera univoca de flujo a
través de una linea cerrada o sea de flujo concatenado con una linea cerrada:

By -0,d%, = | By-6,d%, = ... / B; - 4,dY; . (7.4)
X X Y

Una consecuencia de la ecuacion (7.2) es que tomada cualquier superficie cerrada por cada linea
de fuerza que sale, tiene que existir otra que entra: si asi no fuera, el flujo a través de la superficie
cerrada seria distinto que cero. Esta condicién, junta a la no existencia de masas magnéticas
aisladas y de dipolos magnéticos reales, lleva a la conclusion de que las lineas de fuerza del campo
magnético son lineas cerradas, sin inicio y sin fin.

Fuerza magnética sobre una carga en movimiento

Consideremos una particula de masa m y carga g, puesta en un campo magnético B.Sila particula
estd en reposo en un sistema de referencia con respecto a las fuentes del campo magnético, se
encuentra que sobre ella no actia ninguna fuerza, de acuerdo con lo dicho anteriormente de que la
interaccién magnética se manifiesta solamente entre cargas en movimiento. Si de lo contrario, la
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particula se mueve con una velocidad ¥ con respecto al sistema de referencia, se observa que sobre
la particula actda una fuerza llamada fuerza de Lorentz,

=

F=qvxB. (1.5)
El modulo de la fuerza de Lorentz es:
F =¢qvBsin0 (7.6)

siendo 6 el angulo entre V'y B: la fuerza es nula si la
velocidad es paralela al campo magnético8 =0,0 =7
y es maxima e igual a gvB, cuando V es ortogonal a B.
La direccién de la fuerza es ortogonal al plano formado
por vy B y el sentido estd determinado por la regla del
producto vectorial si la carga es positiva, mientras que es
opuesto si la carga es negativa; recordemos que tal regla
es la regla de la mano derecha que lleva ¥ sobre B (véase
figura 7.5).

En particular, la fuerza es siempre ortogonal a la
velocidad, o sea, a la trayectoria y por lo tanto, segin la
definicién de trabajo y de energia cinetica, se obtiene

Figure 7.4: Fuerza de Lorentz.

AEk:Eva_EmVP:W:/p F.-ds=0. (7.7)

Para cualquier desplazamiento desde el punto P al punto Q en la regién donde existe el campo
magnético, la energia cinetica de la particula se mantiene constante ya que la fuerza de Lorentz
no cumple ningln trabajo sobre la particula: la fuerza no entrega a la particula una aceleracién
tangencial, sino que solamente una aceleracion centripeta. En otras palabras, cuando una particula
cargada se mueve en un campo magnético, su velocidad cambia en direccién pero no en modulo.
Es conveniente poner en evidencia las diferencias entre

la fuerza magnética ecuacién (7.5) y la fuerza F = qE . FY tqposiiva)

Por la dltima, a menos que los puntos P y Q coincidan o
se encuentren en una superficie equipotencial, se cumple
siempre un trabajo

Fy (g negativa)

(O o
W:/ F-dE':q/ E-ds=q(Vp—Vp)
P P Figure 7.5: Fuerza de Lorentz: regla de

Y . . la mano derecha.
y la energia cinetica de la particula cambia; en general,

la velocidad puede cambiar en modulo y en direccidn.
Notemos ademds que la fuerza electroestdtica es paralela al campo E, mientras que la fuerza
magnética es ortogonal a B.

Unidades 7.2.1 Desde la fuerza de Lorentz podemos ya definir la unidad de medida del campo
magnético

F N N

B= = =
Am

- - 7.8
gv Cms™! (7.8)

llamado Tesla
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Movimiento en un campo uniforme, 6 = 7/2

Supongamos que el campo magnético B sea uniforme en una regién y que la velocidad inicial de
la particula sea ortogonal a B: la fuerza dada por ecuacién (7.5), también ortogonal a B, produce
una variacién en la direccion de la velocidad, que sigue siendo ortogonal a B. El movimiento de la
particula es asi en un plano y la ley del movimiento es, poniendo en ecuacion (7.6) sin@ = 1:

2

F=qvB=ma, =m—

’

donde obtenemos el radio de curvatura de la trayectoria

my

r=—.
qB

(7.9)
El radio de curvatura es contante ya que todas las cantidades son constantes. La ecuacién (7.9) es
correcta para todos los valores de v; para velocidades cercanas a la de la luz, la relacién anterior es
modificada por los efectos relativisticos myv = mv/y/1— (v/c)?.
Ya que el radio de curvatura es constante, entonces la
trayectoria es un arco de circunferencia de radio » dado

por la ecuacion (7.9) o una circunferencia completa, si la
particula sigue en la region donde estd definido el B. El
movimiento es circular uniforme con velocidad igual a

aquella inicial y velocidad angular:

——————— -

——————

v B
w="=2
r m

(7.10)

La anterior se puede escribir en forma vectorial. Recor-
dando lg expresion de la velomda'd y dela acefleracmn'df: Figure 7.6: Fuerza de Lorentz, 6 —
un movimiento circular, y la propiedad de anticomutativi- /2
dad del producto vectorial: '
d

Cl:&(a)x

. do _ _ dFf Y e =

F)=—XF+0OX— — d=0XF+0xV (7.11)
dr dr

el termino & X 7 = dr es la aceleracion tangencial y el segundo @ x vV = dy es la aceleracion

centripeta. Porque @ es constante por la ecuacién (7.10) (si B es constante) tenemos, acordando

también la propiedad anticonmutativa del producto vectorial:

B=m® xV=—-mvx®d

X

qv
o0 sea

o=—-15. (7.12)
m

Esta relacion es independente del valor del dngulo 6 y muestra que la velocidad angular es siempre
paralela a B:sila carga es negativa, @ toma el mismo sentido de B y, por lo tanto, desde la punta
de B el movimiento es antihorario, si la carga g es positiva, @ es opuesto a B y el movimento es
horario.

En fin, el periodo del movimiento circular uniforme y la frecuencia valen:

T 2mm’

2r 2 1 ¢B
= F_m v il (7.13)
w qB

y no depende del radio de curvatura ni de la velocidad.
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La relacion (7.9) se puede escribir como S ppm— — .
B @ (J i ‘I
qr
y se presta a una definicién operativa de B basada en la medicién | R . . )
del radio de curvatura de la trayectoria recorrida por las particulas B
con velocidad y relacién m/q conocidas. El campo magnético se da ; : - _:
en funcidén de las cantidades mecdnicas y de la carga eléctrica, sin J - Q
tener que definir previamente cantidades como la masa magnética o
el momento de dipolo magnétic o a la accién que experimenta una x x
aguja magnética en un campo magnético. Una versién mds practica x x ox  x x
de la definicion operativa de B a través de la fuerza de Lorentz se
mostrard en el ejemplo 7.1. Figure 7.7: Movimiento de
carga.

Movimiento en un campo uniforme, 6 genérico.

Si el dngulo 6 que forma la velocidad de la particula con el campo magnético es cualquiera, tenemos
que decomponer la velocidad inicial en dos componentes v, = vsin 6 ortogonal a By v, = v sin 6
paralela a B. La fuerza magnética que actda sobre la particula es

F=gVxB=¢q({V,+V,) xB=¢qV, xB
ya que V, X B = 0 (son vectores paralelos).

Por lo tanto, tenemos en un plano ortogonal a B un
movimiento circular uniforme con velocidad v, igual a lo
descrito anteriormente; el radio de curvatura es: z f

my, mvsin@

Ya que en la direccién de B no existe fuerza, V) se
mantiene constante y el movimiento proyectado en la
direccién de B es lineal y uniforme. La composicion de
los dos movimientos genera un movimiento helicoidal
uniforme que tiene como eje la direccién de B. En el
tiempo T = 27/, independiente de V, la particula se ~ Figure 7.8: Movimiento helicoidal.
desplaza de una cantidad

N S A, Y SN

T 2nrmvcos 0
=V =
p P qB )

(7.15)
que se llama paso de la hélice. Fijado B, el sentido de la hélice corresponde al sentido del
movimiento circular y por lo tanto estd dado por la regla encontrada en caso anterior.

Botella magnética y bandas de Van Allen.

Cuando el movimiento de las particulas se produce en un campo magnético no uniforme, se
producen situaciones complejas. Como ejemplo, consideremos un campo magnético con simetria
axial, mds intenso en los extremos y mds débil en el centro, segiin el diagrama de la figura 7.9,
donde el engrosamiento y el adelgazamiento de las lineas de campo indican el valor del médulo de
B. El eje z es el eje de simetria, y el campo magnético tiene la componente longitudinal B;, siempre
del mismo signo, y la componente radial B, que cambia de signo de izquierda a derecha; el patrén
es el mismo en todos los planos que pasan por el eje z. Esta configuracion se conoce como botella
magnética.
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Supongamos de colocar una carga positiva en la zona P
superior izquierda y con velocidad que entra en la % \lxgz
hoja: la carga estd sometida a la fuerza gv x (B, + B,), ) 5 B

que inicialmente tiene una componente radial debida e s S
a B, y una componente a lo largo del eje z, debida e NGEPT X LK Tonio®
C T F !&

— . . . . S —— |/ -
a B,. La particula comienza asf a girar alrededor del P\ Vo e
el ] 51 -

. 2z : S e | R T
eje z desplazdndose hacia una zona donde B es menor _.\\\_\:\,_,/ 37—
y el radio de curvatura (7..14) yel paso de la hélice \\\:// 5%

(7.15) aumentan. En un instante genérico tenemos, P

por lo tanto, un movimiento helicoidal de radio y paso
variables; EZ actta solo sobre la componente V,, de la
velocidad, B, actda tanto sobre ¥, como sobre V. Una
vez pasado el centro, B, cambia de direccién y la fuerza a lo largo del eje z también cambia de
direccién y ahora frena el movimiento de la particula a lo largo del eje z; mientras tanto, la particula
se desplaza hacia zonas donde B es mayor, de modo que tanto el radio de curvatura como el paso de
la hélice disminuyen. Es posible que en un determinado instante v, = V,, se anule y luego cambie
de signo: la particula vuelve atrds, recorriendo una trayectoria helicoidal diferente, pero con el
mismo sentido de rotaciéon. Este efecto de espejo magnético se repite en el movimiento de derecha
aizquierda y la particula se queda atrapada.

Figure 7.9: Botella magnética

El sistema constituye un contenedor sin paredes, por ejemplo, para mantener confinado un
plasma de electrones e iones positivos a temperaturas muy elevadas (T > 107 K), como se requeriria
en aplicaciones de tipo fusion termonuclear controlada. Sin embargo, en las condiciones requeridas
para la fusién, es decir, densidades muy elevadas de particulas cargadas, el sistema no es estable:
de hecho, el movimiento de estas cargas produce un campo magnético que altera en gran medida
la configuracion del campo magnético deseado; como resultado, muchas particulas dejan de estar
confinadas y no se puede alcanzar la densidad requerida para los procesos de fusién. En otras
palabras, la botella magnética sélo funciona si la densidad del plasma es tal que la configuracién
de B en la botella no se ve alterada. Los cinturones de Van Allen son un ejemplo del efecto
botella magnética debido al campo magnético terrestre, cuyas lineas tienen precisamente el patrén
descrito, con los extremos en los polos Norte y Sur. Las particulas cargadas, esencialmente protones
y electrones, procedentes directamente del exterior de la tierra o producidas por interacciones
de particulas césmicas con la atmdsfera terrestre, entran en la botella magnética y realizan el
movimiento descrito quedando atrapadas. El confinamiento no es perfecto y se alcanza un equilibrio
dindmico entre las particulas que entran y las que salen.

Hay dos zonas de confinamiento: una zona interior,

poblada por protones y electrones derivados de la desin- Particulas cargadas  Protones atrapados
., . . K del So..l ?mran po en c:nturone§ m.t_e-
tegracion de neutrones producidos en las interacciones 2 i i ciin

entre las particulas césmicas y la atmésfera que se ex-
tiende desde 800km hasta 4000km desde la superficie
terrestre y una zona exterior, compuesta por particulas
césmicas procedentes del sol, principalmente electrones
que se extiende hasta 60000km de la tierra, como en
figura 7.10. Los cinturones de Van Allen fueron descu-
biertos en 1958 al examinar los datos transmitidos por los
equipos puestos en orbita por el satélite estadounidense
Explorer 1 y estudiados posteriormente por otros satélites estadounidenses y soviéticos. El nombre
proviene del investigador responsable del disefio del primer experimento por satélite destinado a
medir la distribucién de particulas cargadas en la atmésfera superior de la Tierra. La densidad de
particulas cargadas en los cinturones de Van Allen es alrededor de 10* — 10° particulas /cm? (en el

Figure 7.10: Cinturones de Van Allen.
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aire a presién atmosférica tenemos 2.5 - 10! molculas /cm?).

Fuerza magnética en un conductor

La corriente eléctrica en un conductor es debida al movimiento de electrones bajo la accién de
un campo eléctrico creado por un generador; si n es el nimero de electrones libres por unidad de
volumen, cada uno con carga —e, y V; sus velocidades de deriva, la densidad de corriente se escribe
como j = —nevy, siendo paralela y con el mismo sentido que el campo eléctrico. Si un conductor
donde pasa corriente estd en una regién donde existe un campo magnético, cada electrén estd sujeto
a la fuerza de Lorentz

FL:—e\_fd X B.

A través de los choques que los electrones en movimiento tienen con los iones del reticulo, esta

fuerza se trasmite a la masa del hilo conductor, que ahora en adelante supondremos indeformable.
En un tramo de conductor ds y de seccidén X estdn

contenidos n Xds electrones y la fuerza resultante es:

dF = nXdsF; = — (£ds)nevy x B=Xdsjx B.

B
Desde la relacién anterior, siendo X ds igual al volumen in- \/
finitesimal dt, se nota que la fuerza que actiia por unidad \d
de volumen sobre el conductor es:

F,=jxB. (7.16) s
Por otro lado, haciendo referencia a un hilo conductor y

recorddndo que X j es la corriente i que pasa en el hilo,

orientamos ds como fy obtenemos: Figure 7.11: Conductor en un campo

magnético.
dF = idsx B. (7.17)

Esta relacidn se llama segunda ley de Laplace y expresa el hecho de que la fuerza magnética sobre
un tramo infinitesimal de hilo donde pasa corriente es ortogonal al hilo y al campo magnético y estd
orientado con respecto a ds'y B segtn la regla de la mano derecha; el modulo es dFF = iBds sin 9,
siendo 0 el angulo entre ds'y B. Observemos que el signo de la fuerza no depende del signo de los
portadores de carga y es proporcional a la corriente.

Para obtener la fuerza sobre un tramo de hilo indeformable de longitud finita, donde pasa
corriente i (estacionaria), se integra la ecuacién (7.17):

. o
F:i/ ds'x B, (7.18)
P

donde los puntos Py Q son los extremos del hilo.

Dado un campo magnético cualquiera, la ley (7.18) permite calcular la fuerza magnética que
actda sobre un hilo conductor donde pasa corriente de forma cualquiera; en general la fuerza es
distinta que cero también si el circuito es cerrado (P = Q). La estructura de la ecuacion (7.18)
muestra que la fuerza total es la suma de infinitos elementos infinitesimales; pero a diferencia
de otros casos matematicamente similares, donde la contribucién de cada elemento infinitesimal
tiene sentido fisico, en el caso de la ecuacion (7.18) la contribucién del elemento singular no tiene
significado fisico: de hecho no es posible realizar un tramo infinitesimal de conductor donde pasa
corriente y medir la fuerza sobre de este; en otras palabras, la ecuacién (7.17) es un instrumento
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matemadtico de calculo. A nivel elemental tiene sentido hablar de corriente cerrada como aquella
corriente que circula en una espira infinitesimal de Ampere o aquella debida a un electr6n alrededor
de un nicleo.

Otra observacidn importante es la siguiente: la ecuacién (7.18) es una ley macroscépica muy
bien verificada experimentalmente, que podemos asumirla como ley de base; desde esta, podemos
obtener la ecuacion (7.5) razonando al contrario, una vez admitido que la corriente es debida a un
flujo de cargas elementales. Por eso, se nota que la velocidad a considerar en la ecuacién (7.5)
aplicada a los electrones de conduccién es aquella (como hemos admitido implicitamente) de deriva
vy4 y no la velocidad de agitacion térmica, mucho mdas grande que v;. Este hecho confirma la idea
de que las velocidades térmicas estdn distribuidas de manera casual, por lo tanto, la velocidad
resultante de las correspondientes fuerzas de Lorentz es cero en cada instante; se explica asi que para
un conductor en campo magnético donde no circula corriente no actda ninguna fuerza magnética.

Estudiemos ahora algunos casos particulares. Supong-
amos que el campo magnético sea uniforme y que el hilo

conductor donde pasa corriente sea lineal, de longitud 4. i — <
> o >z :
Entonces la ecuacién (7.18) se simplifica en a5 B
. y
ﬁ:i(/ d§‘>><§, (7.19) p L~
P

porque el médulo del campo y el dngulo entre ds y B son Figure 7.12: Conductor curvilineo en
constantes entonces tendremos un campo magnético.

F=ilxB y F=ilBsin6. (7.20)

Si el conductor es curvilineo, pero estd en un plano, se puede demostrar ficilmente que
o 0 - -
F:i/ dsx B = iPO x B. (7.21)
P
Es suficiente escribir
ds' = dxii, +dyid, +dzi;, @ = Axil, + Ayily, B = B, i, + By i, + B i,

dodne el plano x —y es aquello donde yace el hilo, Ax = xg — Xp,Ay = yo — yp, By, By, B; son
constantes; desarrollando los productos vectoriales e integrando se encuentra la igualdad. Por lo
tanto, la fuerza sobre un hilo que yace en un plan y estd en un campo magnético uniforme no
depende de la forma del hilo, sino que sélo de los puntos iniciales y finales, véase figura 7.12.

Si el cable que se encuentra en un plano forma un circuito
cerrado, la fuerza es evidentemente nula, ya que PQ = 0 (véase
el ejemplo 7 .2). Tanto este resultado como (7.21) son realmente
vélidos incluso si el cable no estd en un plano, como demostraremos
en el parrafo 7.5 por un método diferente. Aunque no sea posible
construir un conductor aislado que lleve la corriente, ya que ésta
siempre circula en un circuito cerrado, hay varias formas de con-
struir un dispositivo en el que una parte del circuito sea mévil para
poder mostrar el efecto de la fuerza (7.19), o en el que las fuerzas
en varios tramos del circuito se compensen y sélo quede el efecto
en un solo tramo, como vemos en el ejemplo 7.1.

Figure 7.13: Conductor cer-
rado en un campo magnético.



144 Chapter 7. Campo magnético

Ejercicio 7.1 Una bobina rigida b = 5cm de ancho estéd suspendida de una balanza. La parte
inferior estd sumergida en un campo magnético uniforme B ortogonal al plano de la bobina. Si
en la bobina circula una corriente de intensidad i = 1 A con el sentido adecuado, se observa que
hay que colocar una masa m = 0.5 g en el plato para equilibrar la balanza. Calcular el valor del
modulo de B.

Solucion: El lado horizontal de la bobina inmersa
en el campo magnético se ve afectado por la fuerza ‘ -

(7.20), vf =ib x B, que en médulo vale ib B, ya que

b y B son ortogonales. En los otros tramos de la ii
bobina sometida al campo magnético la corriente

tiene direcciones opuestas y las fuerzas dadas por A D
la ecuacién (7.20) son iguales y opuestos; también o J( C
tienen la misma linea de accién, por lo que no pro- P
ducen ningun efecto.

Con las direcciones dadas en la figura, F se dirige hacia abajo y se equilibra con la fuerza del
peso mg. En conclusién

mg=ibB — B= % —9.8-1072T

para la unidad de medida del campo magnético hemos usado el tesla (T). Con este método, o
uno analogo en el que se sustituye la balanza por un dinamémetro, es posible determinar el
valor de un campo magnético midiendo la fuerza que actda sobre una seccién de conductor por
la que circula corriente. Como hemos dicho, basdndonos en la ley de Laplace y, por tanto, en
dltima instancia, en la fuerza de Lorentz, tenemos una definicién operativa sencilla y practica
del campo magnético. Ademas del médulo, la direccion y el sentido de B se pueden encontrar
orientando el instrumento (en la versién dinamométrica) y buscando la posicién donde la fuerza
es maxima.

Ejercicio 7.2 Una corriente de intensidad i circula en un circuito cerrado en forma de semicir-
culo de radio R. El circuito estd contenido en el plano x — y con la seccién recta PQ paralela al
eje x y estd inmerso en un campo magnético uniforme B paralelo al eje y. Calcular la fuerza
magnética en la seccidén curva y en la seccion recta.

Solucién: La fuerza en el tramo lineal Fé = 2Ry,
inmerso en el campo B = Bii, es, segln la ecuacién
(7.20) g

oL

F =iPQ x B = 2iRBiy x il, = 2iRBi, L

paralela y del mismo sentido al eje z.
En el tramo curvo, siguiendo el sentido de la corriente
ds = —dxa, +dyi,,

UUQ.\-W‘L“““

dF = idSx B = —iBdxd, x i, +iBdyi, x i, =
—iBdxi,
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integrando en a lo largo de la semicircunferencia

R

F = —iBﬁZ/ = —2iRBii,,
—R

igual y opuesta a aquella del didmetro. Verificamos con este ejemplo que en un campo uniforme

la fuerza no depende de la forma del conductor, siempre y cuando esté en un plano, y que la

fuerza es nula en un circuito plano cerrado. u

7.4 Principio de equivalencia de Ampére

Desde un punto de vista mecénico, la fuerza (7.18) tiene que considerarse como la resultante de un
sistema de fuerzas aplicadas en puntos distintos; esta genera un desplazamiento de acuerdo con el
teorema del movimiento del centro de masa. En general, ademds de tener la resultante dada por
la ecuacion (7.18), el sistema de fuerzas magnéticas presenta un torque resultante no nulo, por lo
tanto, es posible tener rotaciones.

En este parrafo trataremos, por simplicidad, solamente circuitos planos rigidos donde pasa
corriente eléctrica y en una regién de campo magnético uniforme; en este caso, la fuerza resultante
es nula y el circuito no se desplaza (y no se deforma), pero el torque resultante puede ser distinto
que cero y poner en rotacién al circuito.

Consideremos una espira rectangular, con lados a y
b, donde pasa corriente i e identificamos con i, al versor
de la normal a la espira y el sentido de la corriente es
antihorario. La espira estd en un campo magnético B
uniforme que forma un 4ngulo 6 con i,. Como se puede
deducir desde la figura 7.14, las fuerzas magnéticas F3
y Fy sobre los lados RS y PQ son iguales y opuestas y
tienen la misma recta de accién: cada una es la resultante
de un sistema de fuerzas paralelas, aplicadas en el centro
del lado, y forman un par de brazo nulo y por lo tanto
torque nulo. Las fuerzas F y F> sobre los lados OR y
SP, cada una de modulo ia B, ya que Bes ortogonal a los
lados a, son también iguales y opuestas, pero constituyen
un par de brazo b sin 8. El torque del par de fuerzas es: B} 1

M=bsinOF =iabBsin0 =iXBsinf
Figure 7.14: Espira en un campo mag-
y es paralelo al plano de la espira. nético.

Definimos momento magnético de la espira al vector
m=iXiy,,

paralelo y con el mismo sentido de #,, y con modulo igual al producto de la intensidad de corriente
por el drea de la espira. El torque mecdnico M puede ser escrito como

M =i xB=iYi,xB. (7.22)

La ecuacion (7.22), obtenida para una espira rectangular, es valida para cualquier circuito plano.
De hecho, cualquier circuito se puede siempre aproximar a n circuitos rectangulares infinitesimales
donde pasa la misma corriente i. En los lados en comun, las corrientes son iguales y opuestas, por
lo tanto, los efectos del campo magnético se anulan y quedan solamente los efectos producidos en
los bordes exteriores, coincidentes con el circuito. Llamando dm = idX 4, al momento magnético
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del circuito infinitesimal de drea dX sobre el cual actia el torque mecénico dM = din x B, se tiene
el torque mecdnico total, véase figura 7.15:

Mz/dﬂzi(/dE)ﬁnxéziZﬁan’:;ﬁxﬁ.
) )

El torque dado por la ecuacién (7.22) es nulo cuando 7 es paralelo
aB:la posicién de equilibrio estable se tiene cuando 8 = 0, aquella
con O = 7 corresponde al equilibrio instable. Por cualquier otro
valor de 6, M hace girar la espira de tal manera que  se haga
paralelo y concorde a B.

En particular, tomemos un eje de rotacién paralelo a M y
llamemos I el momento de inercia de la espira con respecto a
este eje; supongamos que desplazamos la espira desde su posicién
de equilibrio estable a un dngulo 6 pequefio, para poder aproximar
sinf ~ 0. El teorema del momento angular proyectado en el eje
de rotacién da

Figure 7.15: Torque total para

2 . . 4
dL a-e un circuito generico.

M=-mB0=—=Io=1—
" dr dr?’
donde el signo menos indica que el torque llama siempre a la espira a su posicién de equilibrio.
Obtenemos asi la ecuacion
d?e mB

2n _
F‘f‘a) 60=0 con w = T

y las pequeiias oscilaciones de la espira son arménicas con periodo

27 1 1
o Nowmp T\ izB (7.23)

El comportamiento oscilatorio de la espira donde pasa corriente y sumergida en un campo magnético
calca exactamente al del dipolo eléctrico puesto en un campo eléctrico. Por otro lado, como se
dijo anteriormente, también una aguja magnética tiene el mismo comportamiento; ademads, la
ecuacion (7.23) proporciona un método préctico para determinar el momento magnético de una
aguja magnética midiendo simplemente el periodo de oscilacién.

Esta identidad de comportamiento entre espira y aguja magnética ha sido generalizada por
Ampere en forma de postulado,

Definiciéon 7.4.1 principio de equivalencia de Ampere: una espira de drea dX donde pasa
corriente i equivale, por los efectos magnéticos, a un dipolo elemental magnético

dm = idXi, , (7.24)

perpendicular al plano de la espira y orientado con respecto al sentido de la corriente segtn la
regla de la mano derecha.

La ecuacion (7.24) tiene que ser considerada como un instrumento de calculo muy util porque
permite aplicar a situaciones magnéticas conceptos ya desarrollados para los dipolos eléctricos;
estd claro que no se puede dar validez absoluta.

Andlogamente a lo visto para el dipolo eléctrico, también para el dipolo magnético se define
una energia potencial:

Up,= —i-B=—mBcos6 = —iXBcos0, (7.25)
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minima en la posicién de equilibrio estable (8 = 0) y maxima en la posicioén de equilibrio instable
(6 = 7). Entre torque y energia potencial sigue valida la relacion:

du,

M=-—=—""
de

= —mBsinf. (7.26)

Ejercicio 7.3 El Galvanémetro es un instrumento universal por la medida de la corriente eléc-
trica, su esquematizacion estd mostrada en figura. La corriente i que hay que medir pasa por una
bobina formada por N espiras rectangulares de drea X y soportadas a lo largo del eje por dos
resortes. La bobina estd sometida a la accién de un campo magnético B producido por un imén
que se expresa en un par de fuerzas aplicadas a los lados verticales. En el interior de la bobina
se coloca un cilindro de hierro dulce C, y esta disposicién, como veremos en el capitulo 9,
garantiza que las lineas de campo de B sean siempre perpendiculares a la superficie del cilindro
y, por lo tanto, a los lados verticales de la bobina, independientemente de la posicién que tome.

El momento magnético de la bobina i = NiXil,, forma un
angulo 6 = /2 con el campo magnético B que actia en los la-
dos verticales (es este campo el que interesa y no el del hierro).
Como resultado, 1a bobina estd sometida al momento mecanico
dado por la ecuacién 7.22, M = NiX B y empieza a girar. Los
resortes por los que la bobina esta unida al hilo de suspen-
sién ejercen un torque eldstico de médulo k que se opone a
la rotacién: k es una constante caracteristica del sistema. Por
lo tanto, existe una posicién de equilibrio identificada por la

B\
Corriente!!  Muelle de

Condicién recuperacion

NiXB
k

kO =NiXB = 0 = (7.27)
El indice (solidal con la bobina) se utiliza para medir el dngulo de desviacién 0 desde la posicion
de reposo cuando no circula la corriente. Supongamos que la escala esté graduad de modo
que s = nsy, siendo s = 02 (el arco de circunferencia descrito por un dngulo 6 con radio ¢ que
corresponde a la longitud de la aguja). Imaginemos que la escala esté graduada de modo que
s = nsp; entonces 8 = nsy/¢ y la ecuacién (7.27) serd

i:< kso )n:Sn. (7.28)

Existe, por lo tanto, una relacién de proporcionalidad directa entre la intensidad de la corriente i
y el nimero de divisiones n en que se desplaza el indice de la escala graduada. La constante S
depende de las caracteristicas de construccién del instrumento y puede medirse haciendo pasar
una corriente de intensidad conocida a través del mismo. A titulo indicativo, si la corriente
de fondo de escala es if = SOuA y la escala tiene n = 100 divisiones, S = 50uA /100 =
0,2 uA/divisiones. Se puede reducir S, haciendo que el instrumento sea mds sensible, por
ejemplo eliminando los resortes y suspendiendo la bobina directamente por un alambre: si éste
es lo suficientemente fino, la constante k suele ser menor que con los resortes. Si se invierte
el sentido de la corriente, se invierte el sentido de rotacién; por lo tanto, se puede construir un
galvanémetro de centro cero que no s6lo mide la corriente, sino que también indica su sentido.
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Fuerza, torque y trabajo a través del flujo magnético

Los resultados encontrados pueden ser generalizados utilizando el concepto de flujo.
Consideremos un circuito cualquiera C, también no plano,
donde pasa corriente i y una superficie cualquiera X que
se apoya sobre C. Dividimos X en n circuitos rectangu-
lares infinitesimales (figure 7.16), en los cuales circula la
corriente i. La energia potencial del genérico circuito de
drea dX es:

T

dU, = —din-B = —iB - l,dZ = —id®(B), (7.29)

donde hemos utilizado la definicién de flujo del campo -
magnético. La energia potencial total es:
Figure 7.16: Superficie encima de un

U, =—i / B-,dX = —i®(B). (7.30) circuito C.
X

El campo magnético es solenoidal y, por lo tanto, fijando el contorno C, el flujo de B no depende de
la superficie X: o sea, la ecuacion (7.30) estd determinada por el circuito C y afirma que

Definicién 7.5.1 la energia potencial de un circuito donde pasa corriente y sumergido en un
campo magnético B es igual al producto con signo cambiado de la corriente por el flujo de B
concatenado con el circuito.

Para un desplazamiento rigido, en general una rototraslacién, o una deformacién del circuito, el
flujo de B cambia y llamamos d@(ﬁ) ala variacion infinitesimal (ahora es una variacién infinitesimal
y no un elemento de flujo infinitesimal); ya que el flujo cambi6 de @ a @ + dP, cambia también la
energfa potencial de U, a U, 4+ dU),, o sea, de la cantidad dU, = —i(d® +d® — ®) = —idd y por
lo tanto se cumple trabajo:

dW = —dU, = id®(B). (7.31)
Para una variacion finita desde una configuracién inicial a una final el trabajo vale:
W= iAD =i [CIDZ(E) —o,(B)| . (7.32)

Si es positivo, se ha sido cumplido por las fuerzas del campo, si negativo, contra las fuerzas del
campo.

Es esencial la condicion que durante el desplazamiento la corriente sigue contante: si no fuera
asi, las formulas escritas ya no son validas. La importancia de esta aclaracidn deriva de la existencia
de fendmenos, que veremos en el capitulo 10, que provocan una variacién de la corriente en un
circuito cuando varia el flujo magnético concatenado con el propio circuito. Se entiende asi que la
condicién requerida implica necesariamente una intervencién para mantener la corriente constante
y que la Up no puede ser la inica forma de energia en los fenémenos magnéticos (situacién que
recuerda a los procesos de potencial constante en electrostitica). Examinemos ahora algunos casos
concretos.

Casos particulares

Si el circuito cumple una translacién rigida en el eje x, el trabajo para un desplazamiento infinitesia-
mal dx es:
0P

dW =Fdx=i—dx
ox
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por lo tanto, la componente en el eje x de la fuerza es

0P
Fx = la .

De manera andloga, para las otras componentes tenemos:

; (aa‘f 0P, %f@):-vq):_vupz (7.33)

=i Uy + a—yuy +
la fuerza que actia sobre el circuito es proporcional al gradiente de la energia potencial. Esta
expresion es vélida para cualquier circuito sumergido en un campo magnético cualquiera, también
no uniforme; si un B es uniforme, el flujo a través el circuito que cumple cualquier translacién no
varia con la posicion, el gradiente del flujo es nulo y también la fuerza. Imaginemos que partimos el
circuito en dos partes y llamamos Fi y F; las fuerzas sobre las dos partes, tiene que ser F+FE=0

0 sea ﬁl = —ﬁ3; también si cambiamos la forma del tramo de P a Q, tiene que ser 132 + ﬁ3 =0osea
F, = —F3 y, concluyendo, F; = F,; la fuerza sobre un tramo de hilo depende solamente del punto

inicial y del punto final y no de la forma del hilo, si el campo es uniforme.
Cuando el circuito cumple una rotacion rigida infinitesimal

oD
36

si My es la componente del torque en el eje de rotacién; tenemos

AW = —dU, = Mpdf = i=—d#

P U
Mg=iw=——2".
20 26
Finalmente, si el circuito es plano y de drea pequefia X y si estd puesto en un campo magnético no
uniforme, tenemos

F=iv (E : ﬁ,,):) —v (ﬁ%-ﬁ) , (7.34)
Mg = ije (E-ﬁnz) - ;9(* B); (7.35)

i es el momento magnético del circuito igual a i¥4,, y se supone que B, también si es no uniforme,
tenga el mismo valor en todos los puntos de X.

Estas férmulas, que también podrian derivarse desde la
ecuacion (7.25), también se aplican a una pequefla aguja mag- z
nética de momento 772; nétese que la ecuacion (7.34) es andloga a la
ecuacion (2.55) que es vélida para un dipolo eléctrico en un campo
E no uniforme. Resumiendo los resultados sobre la fuerza exper-
imentada por un circuito en un campo no uniforme, disponemos de
dos férmulas: ecuacién (7.18), basada directamente en la segunda
ley elemental de Laplace (7.17) que utiliza una integral extendida
al circuito, y la ecuacién (7.33) que, en cambio, utiliza el gradiente
del flujo de B a través de una superficie apoyada en el circuito. Este
segundo procedimiento también proporciona explicitamente una
expresion para el trabajo y el torque mecanico. Para comparar los
dos procedimientos, apliquémoslos a una bobina circular de radio r, con centro en el eje z y situada
en un plano ortogonal al eje z, por la que circula la corriente i. La bobina estd sometida a la accién
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de un campo magnético con simetria axial respecto al eje z, cuyas lineas de B forman un dngulo 6
con el eje z en los puntos en los que se sitda la espira (véase la figura 7.40). Calculemos la fuerza
que actia sobre la espira utilizando primero (7.17). En el punto P tenemos

ds=dsi,, B=—Bsin@i,+Bcos@il,,
por lo tanto la fuerza elemental es
dFp =ids x B = iBds(—sin8 i, —cos ).
En el elemento ds’ diametralmente opuesto, o sea en el punto Q, tenemos
dFg = i(—d5s) x (Bsin@a, + B cos84,) = iBds(—sin 4, +cos ).
La fuerza resultante sobre los dos elementos es
dF = —2iBsin0da; .

Observamos que el resultado es independiente de la eleccion de los ejes x e y, como tiene que ser
por la simetria del problema. La fuerza total se dirige a lo largo del eje z y se obtiene integrando a
lo largo de medio bucle, ya que se han considerado pares de elementos:

r
F=-2iB sine/ dii, = —-2nriBsin0i,.
0

La fuerza total es atractiva, por el sentido de la corriente (i, concorde a E); si la corriente circulara
en el sentido contrario, la fuerza seria repulsiva. Observamos que pur siento la espira plana la fuerza
no es nula porque el campo magnético no es uniforme; pero, dada la simetria de la configuracién,
es nulo el torque (la espira no gira).

El mismo resultado se obtiene empezando con la relacién
(7.30), escrita como

P B
F=F=i—;
az =Bsin |\ _ _\_____ B sinf
de hecho, por razone de simetria, la fuerza tiene que ser paralela Lot | /
aleje z. Supongamos ahora que la espira cumple una translacién —

infinitesimal dz a lo largo del eje z y consideremos una superfi-

cie cerrada a forma de caja cilindrica que tiene como bases las

superficie £ y ¥/ de la espira antes y después el desplazamiento, re-

spectivamente; la superficie lateral serd la franja de altura dz y drea

2w rdz. Si orientamos las superficies hacia el exterior y llamamos

@’ el flujo que sale a través de X', —® el flujo saliente de @ y P, el flujo saliente pro la superficie
latera, tenemos entonces

(I)tot:()a qD,—‘IJ—I—q)l:O

La diferencia @' — ® representa la variacion del flujo a través el circuito causada por el desplaza-
miento y por lo tanto, en términos infinitesimales

d® = —-Py = —-27xrdzBsinb;
de hecho, la componente de B ortogonal a la superficie lateral es B sin 6, igual sobre toda la
superficie lateral por la simetria cilindrica. En cunclusién

dd dd
F=i— =—i—' — _2nriBsin0
dz dz
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y el signo menos indica que la fuerza es atractiva (discorde al eje z); hemos asi encontrado la
férmula precedente.

Si la espira es pequefia asi que r < z, donde z es la distancia m4s cercana al polo del imén (que
genera B), podemos sin0 ~ 0 ~ r/z y la fuerza es

2w r2iB | 2B _
- Uy = ———m,

Z <

F=

donde 771 = 72 iii, es el momento magnético de la espira.

Unidades 7.5.1 Podemos expresar otra vez la unidades de medida del campo magnético:

N N kg
C%_Am_Asz’

esta unidad se llama tesla T. Submultiplos muy usados, pero no estdndar, son gauss, definido
1G = 107*T. Ya hemos mencionado que el campo magnético terrestre en la superficie de la
tierra es del orden de 107> T, es decir, 10~' G. Los campos magnéticos constantes maximos
que se pueden producir hoy en dia es de 1200T. El flujo del campo magnético se mide en
Tm? (campo por superficie) y esta unidad se denomina weber (Wb). Por lo tanto, El flujo del
campo magnético se mide en Tm? (campo por superficie) y esta unidad se llama Weber ((Wb)).
Ademas, por la relacion entre trabajo y flujo, tenemos
J Js Vs

= — = — = Tzi
Wb A=C Vs — -~

y la unidad de medida de momento magnético (71 = iX i) es

Am? = (7.36)

J
T
Ejercicio 7.4 Un generador capaz de mantener una corriente constante i (como en figura)
alimenta un circuito formato por dos conductores rigidos lineales paralelos y por un hilo rigido
PQ largo b que puede moverse sin friccion, quedando siempre ortogonal a los dos conductores.
El circuito esta en un campo magnético B uniforme que entra en la hoja. Calcular la fuerza que
actda sobre el hilo PQ.

Solucién: El hilo PQ siente la fuerza (7.20) que,

segun los sentidos dados por el problema, es paralela P
y con el mismo sentido de la x =
F=iPOxB=ibBi,.
. . =
Dicha fuerza es constante y el hilo se mueve de moto 0

uniformemente acelerado.

El mismo resultado se obtiene utilizando la ecuacién (7.31): por un desplazamiento dx el
flujo a través el circuito @ = X B = bx, B, varia de d® = b Bdx, se cumple trabajo dW =ibBdx
y la fuerza serd F' = ibB. El flujo es positivo, porque la normal al circuito orientada segtn la
regla de la mano derecha es concorde a B, y aumenta en el desplazamiento, por lo tanto d® y
dW son positivos y la fuerza es concordante con el eje x. Si la corriente hubiese tenido el sentido
opuesto entonces i, y B habrian sido discordantes, el flujo habria sido negativo ® = bBx, y
disminuiria debido al desplazamiento, consecutivamente d® y dW habria sido negativos y la
fuerza hacia la direccién opuesta al eje x.
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Es importante prestar atencidn a los signos si, ademds del médulo, se desea conocer la direccién
de la fuerza; desde este punto de vista el resultado obtenido de(7.31) es mds inmediato. Obser-
vamos que la fuerza se puede escribir como F = id®/dx, de acuerdo a la ecuacion (7.33). De
hecho, el fenémeno resulta de una traslacién, aunque sélo sea de una parte del circuito, que
implica una variacién de flujo, por lo que estamos en el &mbito de validez de la (7.33).
Concluimos que el circuito se deforma bajo la accién de la fuerza magnética y que el cable se
desplaza hacia la derecha si i, y B son concordantes (ambos salientes o entrantes), mientras que
se desplaza hacia la izquierda si 4, y B son discordantes. Obsérvese un hecho importante: el
desplazamiento bajo racién de la fuerza magnética es siempre en la direccidon que aumenta el
flujo a través del circuito. De hecho, el desplazamiento hacia la derecha aumenta el drea y por
tanto el flujo, que es positivo porque &, y B son concordantes: pero también en el desplazamiento
hacia la izquierda el flujo, que es negativo porque i, y B son discordantes, aumenta porque
desde un valor negativo tiende a cero.

Propiedades de los dipolos
Eléctrico magnético

momento de dipolo pP=qd m = iXi,
torque M=pxE M =i xB

. ~ _ [ 1 _ [ 1
periodo pequefias T=2m »E T=2m/.%
oscilaciones
fuerza en un campo no uniforme F. = p%—f F. = m%—f
paralelo al momento de dipolo

Table 7.1: Comparacién entre las propiedades de los dipolos.

7.6 Efecto Hall

En un conductor de seccién X = ab pasa corriente i con sentido en el eje x. La densidad de corriente

€S

y

- 0, o
j=—1li,=nevy
ab

como hemos dicho, toma el mismo valor independientemente del signo de los portadores de

carga.

Si el conductor esta puesto en un campo magnético uniforme B, que asumimos perpendicular a

fy concorde al eje y, sobre cada portador de carga actiia la fuerza de Lorentz es:

F:e\?’de.

La estructura de la formula muestra que sobre la carga e actiia una fuerza no electroestética y, por

lo

tanto, definimos de acuerdo a la definicién de campo electromotor
. F A,
Ey="—w,xB=-"L xB. (1.37)
e ne

Esto es un aspecto muy importante de la fuerza magnética sobre una carga en movimiento, la cual
permite en cada caso definir un campo eléctrico de origen magnético, o sea, un campo electromotor
dado por:

E=7VxB. (7.38)
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Como veremos, este campo no es conservativo.

En el caso en examen Ey tiene la direccién sobre el eje z, o sea, aquella de lado b del conductor;
el sentido depende del signo de la carga: si e > 0, Ep es concorde al eje z, mientras que es opuesto
al eje zsie <O. Ey es conocido como campo de Hall, desde el nombre del fisico que en el afio
1879 lo puso en evidencia; provoca una deflexién en el movimiento de las cargas, afiadiendo una
componente transversa a la velocidad de deriva, y consecutivamente, lleva a una acumulacion de
cargas de signos opuestos sobre las caras ortogonales a Ey, osea, enel eje z. Se llega a un equilibrio
porque esta acumulacién origina un campo electroestético Eq que se opone a una acumulacién; la
condicion es:

EH+Eel =0.

En equilibrio el dispositivo se porta como un generador en el cual no circula corriente; la tensidn
del campo Ey es:

Q. Lo
ég:/ EH'dZ:EH'PQ:j:EHb,
P

con signo positivo si e > 0, negativo si e < 0. En médulo:
&—Egp=I20_ B _ B0 VA~ Vs, (1.39)
ne nea nep d
El fenémeno descrito se llama efecto Hall transversal, y tiene aplicaciones interesantes. Primero,
desde el signo de & se puede determinar el signo de los portadores de carga; ademas, conocidos
los médulos de &, y B se puede obtener la densidad de carga ne.

Para la mayoria de los metales, los portadores de
carga son negativos, de acuerdo con la suposicién de que : e>0
son electrones, y la densidad de carga medida est4 en
buena concordancia con el nimero de electrones de va- o i & %
lencia por unidad de volumen. Sin embargo, hay algunos
metales bivalentes, entre ellos el zinc y materiales como
los semiconductores, en los que el signo de &y corre- ===
sponde a portadores positivos. La explicacién de esta =
aparente anomalia se atribuye a una modalidad particular .
de movimiento de la deriva de los electrones en estos
materiales: en esencia, los electrones van a llenar posi- . =
ciones vacias, llamadas huecos, creando a su vez huecos
en las posiciones que dejan; el paso de los electrones
de una zona neutra A a una zona B con huecos, hace P R,
que la zona B sea neutra y la zona A positiva y, por lo
tanto, aparece como un movimiento de cargas positivas en
sentido contrario al movimiento de los electrones. S6lo gure 7.17:
con la mecénica cudntica se puede dar una explicacién
completa de estos efectos.

Finalmente, la ecuacién (7.39) no s6lo proporciona una relacion de proporcionalidad entre la
tension &y y el médulo B del campo magnético, sino que se puede utilizar para construir medidores
de campo magnético, llamados sondas Hall; 1a constante de proporcionalidad:

Ex i b(Vsy —Vp)

o= — = =
B nea nepd

'
5
B

<

e<0

Efecto Hall por cargas dis-
tintas.

puede determinarse experimentalmente introduciendo la sonda en un campo magnético de valor
conocido y midiendo el valor de la tension Hall.
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Ejercicio 7.5 Una cinta de cobre, de longitud d =2cm y con lados a =0.1cm, b = 1.5¢cm, es
atravesada por una corriente i = 5 A y estd inmersa en un campo magnético uniforme de médulo
B =1.5T, ortogonal a la cinta. Calcular el valor de la tensién Hall y la corriente que fluye si se
conecta una resistencia con R = 10~*Q entre los puntos Py Q de la figura.

Solucién: En el cobre, el nimero de electrones por unidad de volumen es n = 8.49 - 10?8
electrones/ m’. A partir de (7.39) calculamos la tensién Hall:
iB 5-1.5

bp=—= =552-107"V.
H= ea ~ 849.10%.16.10 01053 2210

La constante & = 3.68-10~7V/T. Cuando se
conecta una resistencia externa R entre los puntos
Py O, se forma un circuito en el que la banda de N
cobre atravesada por la corriente e inmersa en un i N %
R

campo magnético actiia como generador. Utilizando

la simbologia del apartadg 6.7_,» el campo eléctrico E 4
a lo largo del circuito es E = Ey + E¢, en el interior . Lid
de la cinta, E = Eel en el interior de la resistencia

externa.

El generador Ey en médulo es mayor que E. porque el circuito ya no estd abierto y las
cargas acumuladas pueden moverse a lo largo de la resistencia externa; al equilibrio estatico con
corriente nula ha sido sustituido por el equilibrio dindmico con corriente constante. La fuerza
electromotriz es

) ) 0.
5:7§E.d§:]§Ed-d§+/ By dz=&y,
P

claramente coincidente con la tensién de Hall (y se nota que Ep no es conservativo. La corriente
que circula es iy = &y /(r+ R), donde r es la resistencia de la cinta de cobre a lo largo del eje z
y se calcula con la ecuacién (6.19) y usando lo datos en la tabla 6.1

b
r:pazl.zs-l(ﬁg.

Por lo tanto iy = 4.9 - 1073 A, facilmente medible con un miliamperémetro. La d.d.p. de R, o
sea entre los puntos Py Q es AV = & —rig = Riy = 4.9-1077 V. Con este método se puede
calcular &y vy, por lo tanto, B midiendo iy (conociendo r y R); la sensibilidad de la sonda seria
iy/B=327mA/T. n

Ejemplos de movimiento de cargas en un campo magnético uniforme

Examinemos ahora algunos dispositivos que a partir del anélisis del movimiento de las particulas
cargadas en un campo magnético permiten deducir ciertas propiedades de las propias particulas
y también un tipo particular de acelerador de particulas. La ley del movimiento en un campo
magnético se basa en la fuerza de Lorentz o, en el caso de la presencia simultdnea de un campo
eléctrico, en la

F =q(E+vxB) (7.40)

expresion completa de la fuerza que actiia sobre una particula cargada, que se sigue denominando
fuerza de Lorentz. Se da por supuesto que el movimiento de las particulas consideradas, general-



7.7 Ejemplos de movimiento de cargas en un campo magnético uniforme 155

mente iones o electrones, tiene lugar en el interior de recipientes en los que se ha creado un vacio
para evitar la accién perturbadora de las colisiones con las moléculas de aire: éstas harian que el
movimiento se produjera con caracteristicas muy diferentes a las predecibles a partir de 7.40.

Espectrometro de masa

El espectrometro de masas es un instrumento que separa los iones que tienen la misma carga y
diferente masa o, mds generalmente, que tienen diferentes relaciones carga-masa. Un ejemplo
tipico es el de los isétopos, d&tomos de un mismo elemento que tienen nticleos con el mismo nimero
Z de protones, pero un nimero diferente N de neutrones, por lo que el nimero de masaA =Z+N
es diferente.

Se sittian en el mismo lugar de la tabla periddica (de ahi el nom-
bre de is6topos) y tienen propiedades quimicas idénticas, pero al
tener una composicién nuclear diferente tienen propiedades fisicas
distintas. El primer espectrometro de masa fue ideado por Thom- S
son en el 1912: en esencia, al aparato con el que habia medido la

relacién e/m de los electrones en 1897 (véase el ejemplo 2.2) le R e
afadié un campo magnético paralelo al campo eléctrico y utilizé B ‘ ‘ B
como fuente un gas enrarecido en el que los iones positivos son

producidos por descargas eléctricas y acelerados por una d.d.p. del ===
orden de 10*V, que les da una velocidad v. Refiriéndose a la figura N

7.18 donde los campos son discordantes, la fuerza eléctrica g E
provoca una desviacion en el plano y —z y la fuerza magnética
gV x B una desviacién en el plano x — z. Suponiendo que los iones
entran en el dispositivo en z = 0 moviéndose a lo largo del eje z,
para z = L tenemos

1gE L? gBL?
_ =

2m v’ T 2mv z
La expresion de y es la de un movimiento uniformemente aceler-
ado, ya visto en el ejemplo 2.2 y a partir del cual se determino la
relacién g/m para los electrones. En realidad, la expresion de x es
aproximada bajo el supuesto de que el radio de curvatura r dado Figure 7.18: Esquema del es-
por (7. 7) sea mucho mayor que L; entonces, el arco de circulo pectrémetro de masas.
puede confundirse con un arco de pardbola, como si el movimiento
fuera uniformemente acelerado, y resulta

1 gvBL?
x= .
2 m V2
Valores numéricos tipicos pueden ser g = 1.6-1071°C, m =20-1.67- 102" kg, v = \/2qV /m =
3.1-10°m/s,B=0.1T, r =0.65m, L ~ 0.1m, E = 10*V/m.
La trayectoria, o sea el punto de salida de los iones, es una pardbola
2E m 5

22
L’B? ¢

y:

De este modo, Thomson descubrié que los iones de nedn caian en dos parabolas diferentes, una
correspondiendo a A = 20, el otro a A = 22; ademds a partir de la intensidad de las trazas de las
dos pardbolas, registradas con una placa fotografica impresionada por debido a la energia de los
iones, dedujo que el is6topo con masa 20 era unas 9 veces mds frecuente que el de masa 22: y
efectivamente la media ponderada con los factores 9 y 1 da el valor conocido de 20.2 de A para el
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neén. Asi podemos entender el origen de los valores de A que son muy diferentes de un nimero
entero: son causados precisamente por el hecho de que un elemento se presenta como una mezcla
de isétopos; cada isétopo, en cambio, tiene un nimero de masa A muy cercano a un nimero entero.
El descubrimiento de Thomson estimul6 el crecimiento de este campo de investigacion y se
construyeron varios tipos de espectrémetros mds precisos, es decir, en los que, para los mismos
is6topos, la separacién de los is6topos era mas nitida que en el espectrometro de Thomson. Una
contribucién importante fue la de Aston, que hacia el 1920 desarrollé un espectrémetro en el que la
zona de desviacion eléctrica era distinta de la zona de desviacién magnética y que permitia medir la
masa con una precisién de al menos una parte en 10*. Aston descubrié un gran nimero de isétopos
y midid su porcentajes relativos (denominados abundancias).
Un espectrometro especialmente adecuado para la
medicién de abundancias es el espectrometro exclusiva-
mente magnético disefiado hacia 1920 por Dempster. Los Fuente de fones
iones producidos en la fuente S pasan a través de un par Placa fotogréfica
de estrechas rendijas Fj y F; que definen su trayectoria y

entre los cuales se aplica una d.d.p. V del orden de 10° V 3'—_ —— F
e 035 i o]

(figura 7.19) - 171. s

A lasalida de F>, todos los iones, independientemente X R . S
de sus masas si tienen la misma carga y considerando ks "~ ?fxf,/ﬂ“m‘
despreciables la velocidad inicial, poseen una energia X 1% +>§+q2 >
cinética B

1 2 . z
E.=-mv:=¢qV (7.41) Figure 7.19: Espectrémetro de Demp-

2
ster.

Asi obtenemos un haz delgado y colimado de iones isoen-

ergéticos que, después de F>, entra en una region en la

que s6lo actda un campo magnético uniforme B, ortogonal a la hoja y que entra en la hoja. Como
visto en el parrafo 7.2.1 los iones describen una trayectoria circular de radio r = mv/(gB). Dada la
misma energia cinética y la misma carga, a diferentes masas corresponden diferentes velocidades
y, por lo tanto, diferentes radios. Hallando v en funcién de r sustituyendo en la ecuacién 7.41
obtenemos

m  B*r?

q 2V

2
e m (7.42)
B? ¢

La raz6n m/q resulta determinada, para los varios tipos de iones, de la medida de r.
Supongamos ahora que el revelador sea una placa fotografica y que el haz de iones esté formado
por dos isétopos de mas atdmica A; y A,; desde la ecuacion (7.42) obtenemos

A (r)
Ay \n
la cual no depende de V' y B.

El ciclotrén

La aceleracién de las particulas cargadas por los campos electrostaticos estd limitada por la d.d.p.
méxima alcanzable, que es del orden de 107 V (principalmente debido a un efecto llamado efecto
corona).
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Un método alternativo, realizado en 1934 por
Lawrence y Livingstone, consiste en la aplicacion
repetida de una d.d.p. variable. La mdquina se llama ;
ciclotrén y funciona segun el siguiente esquema (figura
7.20). Se aplica una d.d.p. alterna V = Vysin(@grt?), ‘
Ilamada radiofrecuencia, entre dos cavidades metalicas
semicilindricas, llamadas D por su forma d mayuscula;
las cavidades estdn inmersas en un campo magnético
uniforme ortogonal a ellas. polo norte
Un ion de masa m y carga g se inyecta en el sistema
desde la fuente S en el centro y suponemos que es acel-
erado por la d.d.p. V existente en ese instante entre las
dos D. Entra en D, dentro de la cual el campo eléctrico
es esencialmente nulo, y estd desviado por la fuerza de
Lorentz haciendo un semicirculo de radio r; = mv;/(¢B) donde v; es la velocidad adquirida, que
se determina por 1/2mv? = qV; después de un tiempo

Figure 7.20: Ciclotrén.

127 m

"2 v ¢B

n

el ion sale de D y estd por entrar en D;. Si en el mismo tiempo la radiofrecuencia ha cambiado de
signo, el ion experimenta una segunda aceleracién entre D y D, y se tiene

1
Emv% = Emv% +qV =2qV.

En D; el ion cumple un semicirculo de radio r, = mv,/(gB) > r; en el tiempo

_1277,'1‘2_7”71_
2w  ¢gB

n h
y se nota que el tiempo para cumplir una 6rbita circular no depende de la velocidad de la particula.
Si en el tiempo #, la radiofrecuencia ha cambiado otra vez de signo, el proceso de aceleracion se
repite entre D, y D, y asi sucesivamente.
La condicién de funcionamiento es que el tiempo ¢ que se tarda en recorre medio giro sea igual
al semiperiodo de la radiofrecuencia
2 2wm B
Top = — =2=""" = = =0: (7.43)
WRF 1B m
la pulsacién wgr de la radiofrecuencia de ciclotrdn tiene que ser igual a la velocidad angular de los
iones.
El proceso continua hasta que el ion llega al radio mdximo R, determinado por las dimensiones
del magnete del ciclotron. A tal radio corresponde una velocidad méxima y energia cinética del ion

gBR 1, q*B*R?
Vimax = ——, Eemax = sM Vi = .
m ’ 2 2m

(7.44)

Porque a cada giro el ion adquiere una energia cinética 2¢qV, el nlimero de giros para llegar a la
energia cinética maximas es

E¢ max o qu R?

N = =
2qV 4mV
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al cual corresponde el tiempo

2n TR’B
mN _

qB 2,V

In =

En este momento, mediante un mecanismo adecuado, el haz de iones acelerado se desvia fuera del
ciclotrén y se guia hacia la zona de utilizacién, pudiendo comenzar un nuevo ciclo de aceleracion;
se dice que el ciclotrén es una maquina de funcionamiento pulsado, es decir, no continuo. Este
método también tiene una limitacién fundamental. A medida que la velocidad de las particulas
aumenta, hay que utilizar férmulas relativistas; la pulsacién resulta @ = g B/(mY): para velocidades
pequefias (7.43) es correcta ya que ¥ ~ 1, pero cuando v > 0.1 ¢ (siendo c¢ la velocidad de la luz) el
efecto de 7y no puede despreciarse. Refiriéndonos, como se hace comtinmente, a la frecuencia de la
revolucién, escribimos

v—w— 9B =vpi/1 v
T2t 2mmy 0 c?

siendo Vo = wgp /27 la radiofrecuencia del ciclotrén. A medida que v aumenta, la frecuencia v
disminuye (el periodo de revolucidén aumenta) y se pierde el sincronismo con la radiofrecuencia
que tiene la frecuencia fija vgr = vy. El ion ya no se ve afectado por la misma d.d.p. de aceleracion
y el ion llega en el huevo entre las D en instantes distintos y viene decelerado. Esta dificultad se
superé parcialmente haciendo disminuir la vgg, pero el limite viene puesto por las dimensiones del
imdn, porque al crecer de la energia hay que aumentar R.



Campo magnético producido por una corriente

En el capitulo anterior hemos puesto en evidencia algunas propiedades de la interaccién magnética,
subrayando que ésta se manifiesta entre cargas en movimiento, y hemos analizado la fuerza sobre
un circuito donde pasa corriente utilizando la fuerza de Lorentz.

En este capitulo veremos el enlace explicito entre el campo magnético y las corrientes que lo
generan.

El andlisis de los primeros experimentos sobre las
caracteristicas del campo magnético producido por corri-
entes en conductores indujo a Laplace a formular una ley,
conocida como la primera ley de Laplace, 1a cual expresa
el campo magnético producido por un tramo infinitesimal
ds donde pasa corriente, en un punto P distante r desde
el elemento de hilo:

- dsx i ds , . Lot
dB = Kpi——a— = Kyp—-10; X fiy; Figure 8.1: Campo magnético pro-

r r ducido por corriente eléctrica.
i, es el versor de la direccién orientada desde ds hacia P,
iI; el versor tangente al hilo, por lo tanto, ds' = ds i, &,
es una constante que depende del sistema de unidades y del medio. Suponiendo que se opera en el
vacio, como haremos en todo el capitulo, en el sistema internacional tenemos:

donde la unidad H/m (henry partido por metro) se justificard en las secciones siguientes. En la
realidad

H H
K= 0 =5 g = 47K, =47 1077~ 136107~

4w

y Mo se llama permeabilidad magnética del vacio.

8.1)
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La primera ley de Laplace se escribe como:

— ,U()i ds’ x i, Mo ids n
dB=— = ——
4 r? ag 2

X 0y . (8.2)

El campo magnético elemental de un tramo infinitesimal de circuito es proporcional a la corriente e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia; la orientacién de B depende del sentido de la
corriente (o sea a #i;). Las lineas de fuerza del campo magnético siguen la regla de la mano derecha
donde el pulgar indica la direccién de la corriente; o sea, si el pulgar estd por arriba, entonces las
lineas de fuerza circulan en sentido antihorario (segun las puntas de los dedos, véase figura 8.2).
La formula (8.2) tiene validez general, pero sola-
mente como herramienta matematica de calculo; esto
porque no es posible medir la contribucién de un ele- t. }
mento infinitesimal de hilo, el cual ademds no puede 1

existir solo. @_j Q_/

Lo que tiene significado fisico, y se puede medir, es la - 8
superposicion de las contribuciones de la ecuacion (8.2), %_E

o0 sea, su integral y se llama ley de Ampére-Laplace

- i [dsxid
B:%%f — (8.3)

Figure 8.2: Regla de la mano derecha
la cual entrega en cada punto del espacio el campo mag- por el campo magnético generado por
nético debido a un circuito cerrado de forma cualquiera, un hilo donde pasa corriente.
donde pasa corriente i. La ecuacion (8.3), que es veri-
ficada experimentalmente por cualquier circuito, da la conexién entre el campo magnético y la
corriente que lo genera.

En general, si el conductor no es un hilo, se considera un elemento largo ds, de secciéon dX
donde pasa una corriente de densidad J; el elemento de corriente se escribiré:

dids = jdxds = jdr,
donde ]_"es paralelo a ds. La ecuacién (8.2) se escribe como:

5 Mo Jx i

dB = 8.4
4 r? (8.4)
e integrando en todo el volumen 7 donde f;é 0, tenemos:
= _ Ho / fX Ay
B=— dr. 8.5
47'[ T 7"2 ( )

Si conocemos la distribucion de las corrientes, entonces es posible calcular el campo magnético en
todo el espacio. En el caso de varios circuitos el campo magnético se calcula como superposicién
de las contribuciones (8.3) 6 (8.5).

Campo magnético producido por una carga en movimiento

La densidad de corriente es proporcional al niimero de cargas por unidad de volumen, f: nqv,
substituyendo en la ecuacion (8.4) tenemos:

&qﬁx i,

dB =
4T 12

ndrt (8.6)

donde nd7 es el niimero de cargas contenidas en el volumen d7 que en movimiento producen el
campo dB.
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Entonces, el campo magnético producido por una B
sola carga en movimiento es: r 7N

= Mo gV X<, ~7 .
B=ts ) T

vélida en el sistema de referencia donde v # 0. El campo
eléctrico debido a la carga, en el mismo punto P donde
queremos calcular el campo magnético, es

Figure 8.3: Campo magnético pro-
ducido por una carga.
q9 .

E= i
47'580}"2 "

admitiendo que la formula sea correcta también si la carga
se mueve. Sigue que

Vx E (8.8)

estableciendo una relacién entre campo eléctrico y magnético producidos por una carga en

movimiento. En la ecuacién (8.8) hemos puesto:
2 1 1

= = Cc=
& Lo Mo

(8.9)

C

siendo ¢ = 3 - 108m/s la velocidad de la luz en el vacio. Obviamente los célculos son correctos si la
velocidad v < ¢; también el campo eléctrico tiene las mismas limitaciones.

El interés fundamental de la ecuacién (8.7) es que pone en evidencia como el campo mag-
nético depende del movimiento de las cargas, independientemente de las causas que producen el
movimiento.. Por lo tanto hay que esperar que no s6lo una corriente en un conductor genere un
campo magnético, sino que también un movimiento de cargas genérico genere un campo magnético.

Campos magnéticos producidos por circuitos particulares

Apliquemos ahora la ley elemental de Laplace (8.2) a algunas configuraciones done la corriente
fluye en un conductor linear de forma simple. En la préctica, la integral que aparece en la ecuacién
(8.3) se extiende a una linea tal que el cdlculo se reduzca a una integral unidimensional. Veremos
en el parrafo 8.4 un método alternativo mucho mas simple aplicable sélo si existen simetrias
particulares.

Hilo rectilineo indefinido. Ley de Biot-Savart l‘g

Consideramos un hilo conductor rectilieno, de longitud 2 a, donde N

pasa corriente continua #, y nos ponemos en el eje mediano del hilo 11\ s
R

en el punto P, distante R del hilo.
Un elemento de hilo produce en el punto P un campo magnético ‘

d§:@d§xﬁr dB:&idssine.
4w r? 4T 12 4
Observamos la siguientes relaciones trigonométricas: {
2a P
. ) 1 sin’6
R:r81n(7r—9):r81n9:> EZT’ H‘
Rd6
R=stan(m—0) = —stan — ds= ——,
sin” 0 Figure 8.4: Campo magnético

producido por hilo.
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y el médulo del campo magnético es

4B — Hoisin6d6 ‘
4r R
la anterior se integra desde el valor minimo del dngulo & = 7/2 hasta su valor maximo que
dependerd de las dimensiones del hilo. El hilo de longitud a (medio hilo) produce un campo en
modulo
Mol Bimax Mo c0s Omax

in0d(0) =
AR Jz)2 sin8d(6) 4R

B, =

y el campo total es, expresando cos O = cos( — 6;) = —cos 0 = —a /v a? + R?, véase figura
8.4:

B — Uoi a
‘T 2mRVRZ Y2
En el plano mediano, el campo magnético es costante en cada circunferencia de radio R y tangente

en esta circunferencia. Llamando 7 el versor tangente a la circunferencia y orientado con respecto
al sentido de la corriente segtin la regla de la mano derecha, podemos escribir

Mol a
2R VRZ+ &2
Sia — o (0 sea, 0 — ), entonces la ecuacion (8.10) se transforma en:

D2ty = 3 L X, (8.11)

siendo &, el versor paralelo al hilo y concorde a la corriente y i, el versor normal al hilo hacia P.

La ecuacién (8.11), conocida como ley de Biot-Savart, afirma
que el campo magnético producido por un hilo indefinido depende
s6lo de la distancia desde el hilo, en manera inversamente propor-
cional; sus lineas de fuerzas son circunferencias concéntricas al
hilo.

La estructura de las lineas B se revela facilmente con
limaduras de hierro colocadas en un plano ortogonal al r
cable. Mientras que en ausencia de corriente no se aprecia > | = H =
ninguna disposicion ordenada, cuando una corriente con- DS Soilsr
tinua atraviesa el hilo la limadura se adensan a lo largo de | |
circunferencias con centro en el hilo. El experimento tam-
bién puede realizarse con agujas magnéticas colocadas a
igual distancia R del hilo, que se orientan tangencialmente
a una circunferencia de radio R (si se pueden despreciar
los efectos del campo magnético terrestre con respecto al
campo del hilo); invirtiendo el sentido de la corriente en
el hilo, las agujas giran 180°.

El cable indefinido es un sistema ideal; en la realidad, se puede tener un circuito con una
seccidn recta bastante larga y la ecuacién (8.11) se verifica si uno se coloca a una distancia del
cable mucho menor que la longitud. Es interesante relacionar el resultado (8.11) con el resultado
visto en el ejercicio 1.2, relativo al campo eléctrico producido por un hilo recto indefinido cargado
con densidad uniforme A:

ol . . -
H Ur X Uy, E=
27w R

ool

. (8.10)

B

Figure 8.5: Deflexién de agujas mag-
néticas cerca de un hilo donde pasa cor-
riente eléctrica.

A
2T R

A

i, .

B =
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El campo E se obtuvo como superposicion de las contribuciones ortogonales al hilo a los elementos
de hilo con carga dg = Ads (las contribuciones paralelas se eliden):

Se puede suponer que también el campo magnético, cuyo moédulo tiene la misma estructura de
aquello del campo eléctrico, se puede obtener sumando las contribuciones elementales: sustituimos
1/(4mey) con yo/(4x), A con i y obtenemos

. ,lloids .

dB = A2 sin 0.

De estas observaciones naci6 la primera ley de Laplace, que posteriormente se demostré que era
vélida en cualquier circunstancia.

Ejercicio 8.1 Calcular el campo magnético producido por una espira cuadrada de lado 2a en

los puntos del eje de la espira.

Solucién: Cada lado de la espira produce en el eje x (normal a la espira) el campo mag-
nético B, dado por la ecuacion (8.10), de médulo

B — Mol a
'T 2R VRt &2
cuya componente en el eje x es
B Uoi a
LT IR VR &2

El campo total es la suma de los campos creados por
los cuatros lados

cos o,

2[.1()i a2

T (x2+a?)VR?+2a? o
donde hemos substituido x> 4+ a> a R?; este es paralelo al eje x en cuanto, en los punto del eje, las
cuatros componentes ortogonales se eliden. En el centro de la espira x = 0, el campo magnético
es maximo y vale

B=4B,,=

mientras que para x — too el campo tiende a cero. En vez, a distancias x > a tenemos

2Ugia®
7ux.
X

B(x>a) =

Segun la definicién del momento magnético de la espira, tenemos para una espira cuadrada
in = iLi, = 4a*i, y el campo magnético en el eje (i, = i) se escribe
Uo 277
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identico como estructura a

g__1 2P
4rey 13’

campo eléctrico en el eje de un dipolo eléctrico (parrafo 2.6). El campo magnético en el eje de
una pequefia espira (x > a se llama aproximacion de pequefia espira) es un campo de dipolo.
Volveremos a este tema en un momento, pero digamos ahora que el resultado es valido para
los circuitos planos donde corre corriente, cualquiera que sea su forma, y constituye el otro
aspecto valido del principio de equivalencia de Ampere, segin el cual una espira y un dipolo
son equivalentes también para el campo magnético producido y no sélo por la fuerza.

8.2.2 Espiral circular

Consideremos ahora una espiral circular de radio R, donde pasa corriente i. En el punto P, distante
x desde O de la espiral, un elemento ds de espiral genera un campo magnetico B de médulo:

_ Moildsxd,|  poids

dB = —
4w r? 47 r2’

ya que d5'y @, son ortogonales. La componente en el eje x vale:

dB, = %% cos B,
con O el angulo formado por dB con el eje x.

Cuando se consideran las contribuciones dB de todos los ele-
mentos ds que forman la espira, las componentes paralelas al eje
se suman, mientras que las transversales se cancelan de dos en dos,
por simetria del problema. En los puntos del eje de la espira el
campo magnético es, por lo tanto, paralelo al eje mismo y concorde

si la corriente circula segin la regla de la mano derecha. En total:

= Uoi cos 0
B=¢—
4 r?

_ Hoicos6

dsity = -~ 27R iy,

siendo cos 0 y r constantes, si el punto P es fijo. Substituyendo
r> =x>4+R?ycos® = R/r, se obtiene:

 WiR? . wiR?
T 38 T et Rzt

B(x) (8.13)

Figure 8.6: Campo mag-
nético producido por una es-
pira donde pasa corriente eléc-
- Uoi trica.

Biax = ﬁun; (8.14)

Observamos que B tiene el mismo sentido en todos los puntos del
eje. En el centro de la espira (x = 0), el campo es mdximo y vale:

por x — oo el campo tiende a cero.
Cuando estd satisfecha la condicién x > R la necuacién (8.13) se traduce en:

o WoR* . o 2imR* . o 27

B(x) = , = )= 1
(x) 23 " Tan B " 4n ®.15)

donde hemos puesto 77 = i Xii, = itR%fi,, que es el momento magnético de la espira circular.
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También en el caso de una espira circular encontramos el mismo
resultado que en la ecuacién (8.12), o sea que el campo magnético
producido por la espira circular en los puntos del eje tiene la misma
estructura que el campo eléctrico producido por un dipolo, siempre
que la distancia sea mucho mayor que las dimensiones del sistema.
La analogia no se limita solamente a los puntos del eje, sino que se
encuentra que en general el comportamiento del campo magnético s
B dela espira es idéntico al campo eléctrico E de un dipolo, asi
valen las ecuaciones (2.44) y (2.46)

- Ho p AN i
B = Hlj (2COSeur+Sln6u9) (816) 07"
B o= 2 BGa),— . ®.17) g

donde i, es el versor direccion y el sentido de 7 estd dado por la
corriente. Se confirma plenamente el principio de equivalencia de
Ampere.
Si en un punto distante r de una espira de momento magnético
my, alo largo de la direccidn i, se coloca una segunda espira de momento magnético i, la energia
potencial magnética se escribe segin la ecuacion (2.58):

U,=—i-B [y - iy — 3 (g - @0, ) (iy - 3,)] - (8.18)

=ann
La simetrfa de la expresién de U, con respecto a 711 y 7715 indica que la ecuacién (8.18) describe la
interaccién mutua dipolo-dipolo en el caso magnético.
Para calcular la fuerza de interaccién entre dos dipolos o el torque con respecto a un eje de

rotacidn, las ecuaciones (7.34) y (7.35)
9y — i(ﬁ:,z.ﬁl)‘

a6 Jo
Sin embargo, hay una diferencia sustancial entre las lineas de campo eléctrico de un dipolo eléctrico
y el campo magnético de una espira en las cercania del sistema: las primeras salen o entran de las
cargas, las segundas son continuas sin principio ni fin. La estructura de las lineas de campo eléctrico
de dipolo estd de acuerdo con la propiedad de que la circulacién de Ealo largo de cualquier linea
cerrada es nula: por otra parte, si tomamos una trayectoria cerrada coincidente con una de las lineas
de campo B de una espira circular, nos damos cuenta de que el campo es siempre equidireccional
a lo largo de dicha linea y por tanto su circulacién no puede ser nula. Esta diferencia no esta
relacionada con el caso particular, sino que es una propiedad fundamental del campo magnético,
como veremos en el parrafo 8.4: aqui encontramos la limitacién del principio de equivalencia de
Ampere, debido esencialmente a la inexistencia de los dipolos magnéticos.

F=-VU,=V(ia-B)), Mg=

Ejercicio 8.2 El disco de Rowland

Un disco de radio R = 20 cm posee una carga eléctrica distribuida uniformemente con densidad
o = 107°C/m? y gira alrededor de su eje cumpliendo N = 200 giros por segundo. Calcular el
campo magnético producido en el eje del disco a una distancia x = 1 cm desde el centro O.

Solucion. La carga dg que se encuentra en la corona circular entre los radios r y r+dr
vale

dg=o0dX =2nocrdr;
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debido a la rotacién, tenemos una corriente equivalente

d ()
di= . —2nordr=wordr,
T 2m
donde T es el periodo y w la velocidad angular de rotacién. Dicha espira de radio r produce en

el punto P del eje distante x, un campo magnético (8.13)

Uodi r? oo  ridr

dB = = .
2 (x247r2)3/2 2 (24r2)32

El campo magnético total se obtiene integrando (por partes) entre 0 y R, considerando el disco
formato por infinitas espiras circulares, y se obtiene

5 oo 2x2 +r? R_quG D e -
2 22, 2 [ +r)l2

Si x> < R?, como en este caso, el campo magnético se
puede aproximar a (con expansion en Taylor por x — 0)
Uo®w O R

B= .
2 w

Numéricamente, siendo @ = 27N - 102 rad/s,

4r-1077-4w-10%-107°.0.2
p w10 ”20 0702 | s5.10-107T,

Este campo es muy pequeflo en comparacion con el campo magnético terrestre, que es del orden
de 103 T, por lo que su detecci6n plantea considerables problemas experimentales. Sin embargo,
la medicién fue realizada por Rowland en 1878 y demostré por primera vez que los efectos
magnéticos producidos por un cuerpo cargado en movimiento no difieren cualitativamente de
los de las corrientes eléctricas. u

8.2.3 Solenoide lineal

Un solenoide lineal esté constituido por un hilo conductor enrollado en forma de hélice cilindrica
de paso muy pequeiio.

Sea d la longitud del solenoide, R el radio, N
el nimero total de espiras, n = N/d el nimero
de espiras por unidad de longitud; si éstas estdn
suficientemente cerca para considerarlas dis-
tribuidas con continuidad, en el tramo dx ten-
dremos ndx espiras. El valor del campo mag-
nético en un punto P sobre el eje se calcula con

d
la expresion: ecuacion (8.13)
ap =Ry (8.19) Oy >
27 z

el cual es paralelo al eje x y estd conectado
con el sentido de la corriente segtn la regla de
la mano derecha. Si utilizamos la variable ¢,

Figure 8.7: Campo magnético producido por un
solenoide donde pasa corriente eléctrica.
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como en figura 8.7, se observa:

rsing =R,
Rd¢

x—x9=—Rcot¢, dx=
0 ¢ sin’ ¢

— dB= %smq)dq).

El campo magnético en el punto P se obtiene sumando sobre todas las espiras, o sea, integrando
entre ¢ y ¢:

. ¢ . .
B= %/ ’ singpd¢ = # (cos ¢y —cos @) = # (cos ¢y +cos 97) (8.20)

1

donde ¢; y ¢; = T — ¢, son los dngulos bajo los cuales el punto P ve las espiras finales del solenoide.
Midiendo x con respecto al centro del solenoide tenemos:

d+2x d—2x
+
V(@ +2x)2+4R>  \/(d —2x)? +4R?

B(x) = Ko

5 8.21)

El campo magnético es maximo en el centro (x = 0),
donde vale:

d
B(x) = ni———
)= ot ke

y decrece simétricamente con respecto al centro.

Un caso particular es cuando el solenoide es muy
largo d >> R, desde el centro O las dos espiras terminales
estdn vistas bajo dngulos casi nulos, por lo tanto, cos ¢; =
cos ¢, = 1 y el campo magnético vale:

B.. = Honi, (8.23)
La lineas de fuerza y el médulo del campo magnético )’/-/;'J N
generado por un solenoide estdn mostrados en figura 8.8. — - - ——
La linea de fuerza son muy similares a aquellas de un x

iman cilindrico; el médulo del campo magnético, en fun-
ci6én de la posicion, estd mostrado por distintos valores
del radio del solenoide, R = {d/2,d/10,d/50,d/100} y
normalizado con los valore de la corriente y el nimero de
espiras. Claramente, el efecto es lineal con la densidad de
espiras y la intensidad de corriente. La figura 8.8 muestra
el médulo del campo magnético en el eje del solenoide para distintos valores de la relacién R/d.
Cuando esta relacion es muy pequeiia, en el limite cero (caso del solenoide indefinido), la zona en
la que el campo magnético tiene aproximadamente el valor Beo es bastante extendida; se estrecha
a medida que R/d aumenta y al mismo tiempo el valor en el centro disminuye, mientras que se
extiende la regién exterior en la que hay un campo magnético distinto que cero.

Figure 8.8: Lineas de fuerza de un
solenoide (arriba) y el médulo del
campo magnético.

Acciones electrodindmicas entre circuitos

Calculamos ahora la fuerza entre dos circuitos donde pasa corriente, utilizando las leyes elementales
de Laplace, ecuacion (7.17) y (8.2). Llamamos ds; y d5s’ a los elementos de hilo de los dos circuitos
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e i1 e ip las corrientes correspondientes, la fuerza dF] que actda sobre el elemento ds, debido al
campo magnético dB; producido por ds} en el punto donde se encuentra ds; es:

Uoitip dsh X (df] X ﬁl)

dF|, = irds, x dB| =
1,2 2052 1 an 2

La fuerza que actda de ds, sobre ds estd dada por:

,Uol]lz dSl X (dS2 X uz)

dF> | = i1ds| x dBy =
2,1 = 11d5] X an 2

No es dificil encontrar situaciones particulares donde dﬁhz #* —dﬁzﬂl, en contradiccion con el
principio de accién y reaccion; el hecho no es preocupante ya que, como se ha dicho anteriormente,
las leyes de Laplace, per se, no se aplican a sistemas fisicamente realizables.

La fuerza resultante entre los dos circuitos se ob-
tiene con una doble integracion extendida a los dos
circuitos que considera los elementos ds

- ‘uolllzfj{dSQX ds1><u1)

Fir,=

- ‘LLolllz dS1 >< dS2 X uz)
e

Figure 8.9: Acciones mecanicas sobre dos

Recordando la regla del doble producto vectorial: o .
circuitos en los cuales pasa corriente.

\71X\72><\73:(\71-\73)X\72—(\71-\72)X\73,

la integral que aparece en Fj  se transforma en:

CHt e
1J2 r2 1J2 r? .

Si escribimos ity /r* = —V(1/r), el primer término es:

ﬁ M (dsrzﬂul)} f [?{V < ) d§2} ds) (8.24)

es cero porque la circulacion de un gradiente es siempre cero.

Por lo tanto, como #; = —iip y ya que las integrales se pueden cambiar:
1—;»,1, 01112 %% dS1 dS2 M1 _ 01112 %% dS2 dS1 u2 —F‘271 (8.25)

la fuerza entre los dos circuitos obedece al principio de accion y reaccion.

Examinemos ahora el caso de dos hilos lineales in-
definidos donde pasan corrientes i; e ip. Si son ortogo- I—1A I—1A
nales, entonces la ecuacion (8.25) nos dice que la fuerza
es nula ya que ds; - ds; = 0. Si son paralelos, entonces se lm
nota que si las corrientes tienen el mismo sentido la fuerza
es atractiva ya que ds7 - ds, > 0, si las corrientes circulan F—9.10-7 N
en sentidos contrarios entonces la fuerza es repulsiva. El
mddulo de la fuerza es:

_ Moirixd
d= 2nr

Fi2 =B Figure 8.10: Fuerza entre hilos donde

pasa corriente eléctrica.
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La fuerza por unidad de longitud es:

Hoi1iz
F; = . 2
d 27r (8.26)

y es igual por ambos hilos.

Unidades 8.3.1 La decimoprimera Conferencia Internacional de pesas y medidas decidi6, en
el afio 1960, adoptar como cantidad eléctrica fundamental la intensidad de corriente, utilizando
como unidad de medida de base la ecuacion (8.26): tiene intensidad de 1 A aquella corriente
que circulando en dos hilos lineales paralelos a una distancia r = 1m origina una fuerza
F = uy/2m =2-10"'N por metro de cada conductor. Se observa que esta definicién fija
en la prictica el valor de K, o sea, de la permeabilidad magnética en el vacio yy al valor
47 -10~"H/m. Conociendo la velocidad de la luz, queda fijada también la contante dielectrica

£.

Ejercicio 8.3 Electrodinamémetro absoluto a balanza. Dos espiras circulares de radio
R = 30cm que tienen el mismo eje se colocan en planos horizontales paralelos a = 3mm
de distancia. La espira superior estd suspendida de una balanza. Si la misma corriente i = 1 A
circula por las espira en el mismo sentido, hay que afiadir una masa m, que ahora determinare-
mos, al otro plato de la balanza para restablecer el equilibrio. La relacién entre la distancia a y
la longitud 27R de las espiras es de 1.6-1073; ésta es muy pequefia y las dos espiras pueden
tratarse como hilos paralelos indefinidos. Entre ellos actia entonces la fuerza de atraccion

o . )
Hot112 Hot
F = 2R = ——
2R a
y el equilibrio se restablece con la fuerza peso A
m="—=128-10"kg=1.28-10"2g, —
ag

siendo g la aceleraciéon de gravedad. La fuerza y, por tanto, la masa son muy pequefias y
su medicion es dificil y con errores considerables. Para la misma corriente, la fuerza aumenta
si se sustituyen las dos espiras por dos bobinas compactas de n espiras cada una: la geometria
sigue siendo la misma, pero la fuerza aumenta de un factor n%. Ya con n = 10, la masa se
convierte en 1.28 g, mds facil de medir con alta precisién. En cualquier caso, una vez fijado
el valor de L, el instrumento permite medir la corriente mediante mediciones de magnitudes
mecdnicas: la escala es cuadritica. como en el electrémetro visto en el ejercicio 4.11. u

N ) Los factores 47 en las definiciones de &) y L

Llamados k., y K, los coeficientes en las expresiones de las fuerzas entre dos cargas y
entre dos corrientes, vale la relacion

=K/, (8.27)

como veremos cuando calcularemos las ecuaciones de Maxwell y la existencia de las ondas
electromagnéticas. Las definiciones

Ke=1/(4me), K= o/ (47)

trasforman la relacion (8.27) en la ecuacion (8.9). Numéricamente los valores de las canti-
dades eléctricas y magnéticas no cambian, pero es distinto el aspecto de las formulas si se
utilizan K, y K, 6 € y Uo. Por ejemplo, la ley de Gauss seria

®(E) =4nK,q
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y los campos eléctricos en los casos a simetria esférica, cilindrica y plana se escriben

=24, E=="Z4, E=d4nk ci,. (8.28)
Anédlogamente la ley de Biot-Savart y el campo magnético al interior de un solenoide se
escriben

2K i
r

A

B= g, B=4nKyil,. (8.29)

Resulta que los factores 47 6 27 no aparecen en las formas relativas a las simetrias circulares,
donde los campos varfan como 1/r> 6 1/r, sino que se encuentran en los campos constantes,
donde las lineas de campo son rectilineas. Desde este hecho surgi6 la propuesta de racionalizar
el electromagnetismo, sustituyendo a K, y k;,, respectivamente 1/47wey y Lo/47, con lo que
las férmulas adquieren el aspecto visto hasta ahora, con los factores 47 y 27 que aparecen
cuando el dngulo sé6lido y el dngulo plano son importantes. A las racionalizaciones de las
férmulas se acompafi6 la adopcion del sistema Giorgi de unidad de medida o sistema mk s A
racionalizado donde las unidades fundamentales era el metro, el kilogramo, el segundo y el
ampere. Afiadiendo las unidades Kelvin, mol y candela se form¢ el sistema internacional.

Observamos que la eleccién del valor numérico de g y, por lo tanto, de & fija arbitrariamente
los valores de la constante dieléctrica y de la permeabilidad magnética del espacio vacid;
el efecto en los materiales se mide con respecto a estas constantes, definiendo la constante
dieléctrica relativa y de la permeabilidad magnética relativa, cuyos valores son intrinsecos y
no dependen del sistema de unidad de medida, siendo razones.

8.4 Ley de Ampeére

El enlace entre las corrientes y el campo magnético producido por estos, que nos proporcioné las

ecuacion (8.3) y ecuacidn (8.5), puede ser expresado con una particular integral sobre el campo

magnético, asi como ocurre por el campo eléctrico con la ley de Gauss.
Empezamos considerando un hilo lineal indefinido donde pasa

corriente i, el cual produce un campo magnético dado por la

ecuacion (8.11), y escribimos el producto escalar entre el campo

B y un vector infinitesimal ds puesto en el espacio cerca del hilo,

()

a una distancia r: P N RN

3 oo Mol o NN

B-ds= fg - ds. > e
27r

@)
o

La cantidad 7 - ds’ proporciona la proyeccion de ds en la direccién

de iy, la cual es igual a rd¢ vy, por lo tanto,
¢ s %P Figure 8.11: Ley de Ampere.

_ Hol

B-ds :
ds 2nd(])

el producto escalar depende solamente del dngulo bajo el cual estd vista la proyeccion de ds'en la
direccién de B.
La circulacién de B extendida a una linea cerrada estd dada por la circulacién

Y
F_]{B d5 = zn?{dtp.

Tenemos ahora dos posibilidades: o la linea cerrada estd concatenada con el hilo (o sea contiene el
hilo), en tal caso la integral es 27, por lo tanto,

fé-ds*:iuoi
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donde el signo depende de la orientacién de la corriente y la orientacién de la circulacidn, siguiendo
siempre la regla de la mano derecha. O la linea cerrada no estd concatenada con el hilo (o sea
no contiene el hilo), por lo tanto, la integral es igual a cero: de hecho, para cada elemento ds; de
curva con proyeccién en la direccién de B vista bajo un dngulo d¢ existe otro elemento ds, con
proyeccidn vista bajo un dngulo —d¢, como en figura 8.12.
Si la linea cerrada concatena muchos hilos lineales donde pasas

gonientes i1, i2, ..., iy los cuales producen los campos El, Ez, - o

B,, el ca_)mpo_)magllético en gada punto del espacio estd dado por i
la suma B=B;+ B, +...+ B, y, por lo tanto, i / .

%E.di':j{ Y By -dE’:Z%B’k.dg’:Zr‘k' I
k k k B

Cada circulacion vale Ui o cero segin que la linea contenga o no =,
la corriente i; en figura 8.13 se muestran 3 casos de circulaciones,
nétense la orientacién de la circulacién; concluyendo, podemos
decir que la circulacién del campo magnético se expresa como

Figure 8.12: Ley de Ampere
con circulacién no concate-

]f B-ds = i (8.30) nada.
la cual se llama ley de Ampére, donde es implicito que la corriente en el segundo miembro es la

suma algebraica de todas las corrientes que estdn concatenadas con el camino.
La ley de Ampere, calculada para hilos lineales indefinidos

es valida para cualquier forma de conductor donde pasa corriente S o o

eléctrica, y es una propiedad fundamental del campo magnético

producido por corrientes estacionarias. , I TR Ir=c,
La ecuacion (8.30) puede ser escrita de manera diferente expre- R e

sando cada corriente con la correspondiente densidad de corriente. ST
Por eso, consideremos una superficie X cualquieraﬁque se apoya s '\\_ ‘

sobre la linea en la cual se calcula la circulacién de B y orientada o o o °

con respecto a la orientacion de la linea, segtin la regla de la mano " :’LDU‘ .

derecha; llamamos Y, ..., X, ... las intersecciones de los hilos T3 = puo(iy + 2 — i)

conductores con las superficies X, véase figura 8.14 y escribimos:

/f‘ﬁndZ:/ f1‘ﬁ1d2+...+/ T ids Figure 8.13: Ley de Ampere
M P Xk

generalizada.

lo cual es posible ya que fes distinta de cero solamente en las zonas

de interseccion, donde coincide con fl R f'k, ... . Sila corriente es

estacionaria, entonces cada integral se corresponde a la intensidad de corriente eléctrica que circula
en el hilo i, = fzk Ji - ixgdE como hemos visto en el capitulo sobre la corriente eléctrica, por lo tanto,
la ley de Ampere (8.30) se escribe como:

}{E-dyzyo/f.ﬁndz.
x

El teorema de Stokes permite transformar la circulacion de B en un circuito C en flujo del rotor de
B a través una superficie apoyada en el circuito C:

/(VXE) -ﬁndZ:uo/f-ﬁndE
x X

y esta igualdad es vélida para cualquier superficie ¥ y, por lo tanto,
VxE:uOf (8.31)

la cual es la expresion local de la ley de Ampere.
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La ecuacién (8.31) es compatible con la condicién de esta-
cionariedad de la corriente, expresada por V - f = 0, porque i
V.VxB=0 por la regla del producto mixto cuando dos vec- g
tores son iguales. Si la corriente no es estacionaria, o sea, V - f:
—dp/dt, la ecuacion (8.31) no puede ser vilida; esta inconsisten-
cia ha sido superada por Maxwell, como veremos en los capitulos
siguientes.

Hemos ya observado que la ley de Ampere constituye un enlace
entre las fuentes y el campo andlogo a aquello dado por el teorema
de Gauss. De la misma manera, aunque en un contexto geométrico
distinto, la ley de Ampere se puede utilizar para calcular el campo
magnético cuando la simétrica lo permite. Conviene encontrar
lineas de integracion donde el campo sea constante y orientado segin el recorrido, como veremos
en algunos ejemplos.

Figure 8.14: Ley de Ampere
con densidades de corriente.

Ejercicio 8.4 Verificar que el campo magnético producido por una espira pequefia de radio R
satisface la ley de Ampere (8.30).

Solucion: Podemos elegir el recorrido de integracion como mostrado en figura, donde el
tramo curvo es una circunferencia de radio » > R. Para la integral de P a Q utilizamos la
ecuacion (8.13):

/ °.ax — HoiR? ¢ dx
P 2 P (xz +R2)3/2
HoiR> [x 1 "
2 {R m]
Mot r
La integral desde Q hacia P en la circunferencia

resulta desde la ecuacién (8.17) donde ponemos
m =i R?:

—r

P P n i R2
| Bedi= [ Borao— [ = EinRsing (ra0) = EO -
0 0 0 4mr 2r

Sir > R la contribucion del tramo lineal vale Ui, mientras aquello del tramo curvo se anula.
Si, en vez, la condicién r > R no esta satisfecha, no podemos usar la expresion (8.17) para
el campo fuera del eje y no es tan fécil verificar al ecuacién (8.30), que sigue siendo siempre
vélida.

Ejercicio 8.5 En un hilo recto indefinido de radio R fluye una corriente de intensidad i. Calcular
el campo magnético producido por el hilo en funcién de la distancia r al eje del hilo.

Solucion La simetria axial del problema indica que el médulo del campo magnético sélo
puede depender de la distancia al eje del hilo, es decir, B = B(r); este hecho, junto con la
direccién y sentido dados por la primera ley elemental de Laplace, dice que las lineas de campo
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B son circunferencias con centro en el eje del hilo y situadas en planos ortogonales al hilo. A
una de estas circunferencias con radio » > R aplicamos la ecuacion (8.30):

. i

fB.dE:zan:uoi —, p= !
2@r

que es la ley de Biot-Savart; la corriente i es aquella que fluye en el hilo concatenada en la
circunferencia elegida. Es interesante notar que el campo magnético fuera del hilo no depende
del radio R y es igual al de un hilo con seccién transversal despreciable, coincidente con el eje
del hilo.

Consideremos ahora en la regién interior del hilo
una circunferencia andloga a la anterior, pero con
radio r < R; las consideraciones de simetria son las
mismas, pero la corriente concadenada, suponiendo
que la densidad es uniforme en la seccidn transversal
y valga j = i/mR?, es

2
i(r)y=jnr =ips
Desde la ley de Ampere
2 ; .
T T & _ Mojr  Moir
2xrB=Uyjmr —uolﬁ:>B— TR 0<r<R.
(8.32)

El médulo del campo B es nulo en el eje, crece linealmente con el radio en el interior, es
continuo para r = R y disminuye como 1/r en el exterior. Si el cable fuera hueco, similar a una
superficie cilindrica de grosor despreciable, el campo magnético en el exterior seguiria siendo el
mismo, pero en el interior seria nulo, como se demuestra facilmente con los mismos argumentos
utilizados hasta ahora.

Ejercicio 8.6 Deducir desde la ley de Ampere el campo magnético producido por un solenoide
rectilineo indefinido.

Solucién Como el sistema es indefinido y la densidad de las espiras (que componen el solenoide)
se supone constante, el campo magnético en cada punto del eje, ademas de ser paralelo al eje,
debe tener el mismo valor.

De manera mas general, el valor del campo en los puntos
de una determinada seccidn transversal debe ser igual al
valor en los puntos correspondientes de cualquier otra
seccion transversal, es decir, no puede haber variacién en
las caracteristicas de B a lo largo del solenoide mientras
las espiras estén muy cercana. Una consecuencia de esto
es que si tomamos una caja cilindrica coaxial al solenoide
y situada en todo su interior, el flujo B que entra por una
base es igual al que sale por la otra;

como en total el flujo a través de la superficie de la caja es nulo, el flujo que sale por la



174 Chapter 8. Ley de Ampeére

superficie lateral debe ser nulo, sea cual sea el radio de la caja. Esto s6lo puede ser asf si Bes
paralelo a la superficie lateral (si no lo fuera en un punto no lo seria en ningtin otro) y concluimos
que Bes paralelo al eje incluso en puntos fuera del eje. Por lo tanto, las lineas de campo estan
todas confinadas en el interior del solenoide y el campo exterior es cero.

Dadas estas premisas, consideremos la trayectoria cerrada ABCD como en figura; la corriente
concadenada es nhi, si n es el nimero de espiras por unidad de longitud, y la inica contribucién
al circuito proviene del tramo AB ya que en los otros tramos el campo magnético es ortogonal o
nulo.

Desde la ecuacion (8.30)

fB’.dE:Bh:uonhi = B=yni,

que es la ecuacién (8.23). El resultado no cambia si el tramo AB no coincide con el eje y, por lo
tanto, el campo magnético en el interior de un solenoide lineal indefinido es uniforme en todas
partes, es paralelo al eje del solenoide, orientado con respecto a la direccién de la corriente
segln la regla de la mano derecha, y el médulo depende de la corriente y de la densidad de las
bobinas, pero no de su radio.

En un solenoide de longitud finita, esta situacién se cumple

aproximadamente en la zona que rodea al centro, tanto mis s
cuanto menor sea la relacién entre el radio y la longitud del ‘\'\\\
solenoide. Al igual que los demds casos de extension infinita,

el solenoide indefinido es un caso ideal no fisico, ttil como

punto de referencia para los cdlculos.

A

Por ultimo, observamos el siguiente hecho: en la practica, un solenoide estd necesariamente
dispuesto segtin una hélice cilindrica, de modo que el movimiento de las cargas puede pensarse
como la superposicion de un movimiento circular y un movimiento linear paralelo al eje del
solenoide, movimientos que tienen lugar en una superficie cilindrica de radio R, coincidente con
la superficie del solenoide. Si tomamos un tramo AB como el de la figura, en eso fluye una una
corriente que puede expresarse como el producto de una densidad de corriente lineal j, (medida
en A/m) por la distancia AB; nétese que en la ecuacion (8.23) el término ni tiene precisamente
este significado de densidad de corriente lineal, corriente que circula por n espiras dispuestas en
una longitud de un metro. Del mismo modo, la seccion CD estd atraviesada por una corriente
de densidad lineal j,, y cambiando a vectores la densidad de corriente lineal del solenoide es
J=Jn+ fp. Cada densidad es proporcional a la velocidad de las cargas y la razén es
Jo _Vo_ P

jn va 3TWR

porque al mismo tiempo que se completa una circunferencia de radio R, se produce un avance de
la cantidad p, igual al paso de la hélice. Si el solenoide es indefinido, la componente j, da lugar
al campo magnético de modulo By = L j, en el interior y nulo en el exterior; la componente j,
equivale a una corriente distribuida a lo largo de una superficie cilindrica (véase el ejemplo 8.5
al final) y da lugar a un campo nulo en el interior y en el exterior es igual al campo generado por
un hilo indefinido donde pasa corriente j,27 R:

Hojp2m R . R JnP R p
2nr HoJp r u027rR r 027tr
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Normalmente p es mucho menor que R y, claramente, también de r, por lo tanto B/By ~ 1:
cuantitativamente el efecto descrito no es relevante. L

Flujo entre circuitos. Autoflujo

El campo magnético B, generado por un circuito donde pasa

corriente i; determina un flujo magnético @, a través de e
cualquier otro circuito en la regién donde actda B). Utilizando

las definiciones de flujo y del campo magnético, tenemos: G

1 dsy x 4, B}
q,m:/ ( Wﬁ/).ﬁndzb 5
P 4r r

donde X, es una superficie cualquiera que se apoya en el o a7
segundo circuito, r es la distancia desde el elemento ds’ del woo
primer circuito al elemento de drea dX; y i, es el versor de e

la direccion orientada a 7. La expresion del flujo puede ser
escrita sintéticamente;

D15 =M iy,

insertando en M; todos los factores geométricos y las
propiedades magnéticas del medio; el flujo producido por
el primer circuito y que atraviesa el segundo es proporcional
a la corriente i; que circula en el primero. De manera andloga, Figure 8.15: Flujos entre circuitos.
se encuentra:

C,

D1 =M 1ir.

En la seccién 8.7 demostraremos, a través del potencial vector, y en el capitulo 10, a través de
un razonamiento energético, que My, = M 1 = M: M se llama coeficiente de mutua induccion
entre los dos circuitos y depende de la forma de los circuitos, de sus posiciones relativas y de las
propiedades magnéticas del medio; este coeficiente es constante si los circuitos son indeformables
y en reposo uno con respecto al otro.

Ejercicio 8.7 Dos solenoides lineales indefinidos son coaxiales: el primero tiene n; espiras por
unidad de longitud y seccién X, el segundo tiene n; espiras por unidad de longitud y seccién
¥ > X;. Calcular el coeficiente de induccién mutua por unidad de longitud.

Solucién Calculemos @ >, el primer solenoide produce el campo B; = Uon;i; en el inte-

rior, mientras que en el exterior By = 0.
El flujo concatenado con el segundo solenoide es el que

., .. 0000000000000,
pasa por la parte de la secciéon X, que coincide con X;. &
Asi, en la unidad de longitud del segundo solenoide, que 00000000000000000C000
tiene ny espiras, S "

REREEEERIRERERERRRRER
Do =noX1 By = Uonim Xy iy ‘
ARERRRRRRRRRD)
— M = Ugniny X,
Para calcular @, ; observamos que el campo B> = lgnyi> produce a través n; espiras del
primer solenoide de seccién X el flujo:

@271 = nlzl B, = uonlnng h — M= Mo I’lQZ] o
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De este ejemplo se desprende que lo importante no es tanto la seccién geométrica del circuito a
través del cual se calcula el flujo, como la parte sobre la que el campo es distinto de cero: es
decir, como es légico, lo que interesa es la geometria del flujo. u

Ejercicio 8.8 Un hilo indefinido coincide con el eje de un solenoide toroidal de N espiras de
seccion ¥, igual a un rectangulo de lados a, b: el radio interior del toroide es R. Calcular el
coeficiente de induccién mutua del sistema.

Solucién El hilo indefinido produce el campo magnético B = g i/27xr, ortogonal a cada espira
del solenoide. El flujo a través de cada espira es

cbz/f?-ﬁ dEZW/RMWZ Hoia) R+b
s 21 Jr r 27 R

y el coeficiente de mutua induccién es

_N® _pNa, Rtb

M
I 21 R

Si, por el contrario, partimos del campo del solenoide, el
flujo de éste concatenado con el circuito del que forma
parte el hilo, que imaginamos completado por un tramo
muy alejado del sistema, coincide con el flujo a través de a i
una espira del solenoide toroidal, ya que el campo externo
del solenoide es pricticamente despreciable. Por lo tanto,
encontramos la misma expresion para M.

En los ejemplos considerados, era facil verificar que M1 > = M5 ; en otros casos la verificacién
podia ser muy dificil. Si en el ejercicio 8.8, en lugar del hilo indefinido tuviéramos una espira de
cualquier forma, el célculo de @, ; (del solenoide a la espira) seria idéntico, pero el de @1 (de
la espira al solenoide) serfa prohibitivo. Por lo tanto, en un célculo de M es mejor examinar el
problema con cuidado y, aprovechando que se dispone de dos posibilidades de célculo, elegir la
que sea analiticamente mds accesible.

8.5.1 Autoflujo

El campo magnético generado por un circuito produce un flujo también a través del circuito mismo,
Ilamado autoflujo del circuito, que se escribe:

.LLOildEXMAr ~
q):/z< Fra >'”"dzv

poniendo en evidencia la corriente, la expresién queda:

d=Li

donde el factor L se llama coeficiente de autoinduccion del circuito y depende de la forma del
circuito y de las propiedades magnéticas del medio.

Ejercicio 8.9 Calcular el coeficiente de autoinduccién de un solenoide toroidal y de un solenoide
lineal indefinido (en este tltimo caso por unidad de longitud).

Solucién. Para el solenoide toroidal, si N son las espiras, ¥ la seccién y R el radio medio,
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se puede escribir

UoNi [ UoN>Z

Od=NXB=NX =
2R — 2R

Esto es cierto si el campo puede considerarse uniforme sobre la seccién transversal; en caso
contrario, hay que conocer la forma de la seccion transversal y realizar la integral de flujo, como
se vio en el ejercicio 8.8. Con un solenoide de esta tipologia tendriamos
N?ai R+b N?a_R+b
Ho n—— — L= Ho In——.
R 2 R

|

d=N / B-a,dx =
En el caso del solenoide lineal de seccién X, tenemos (por unidad de longitud)
® =nIB=nXupni = L= pon’L. (8.33)

Cuando se calcula el autoflujo, el versor normal a la superficie ¥ se orienta con respecto a la
direccién de la corriente en el circuito segun la regla de la mano derecha por lo que el flujo a través
de X es positivo: en otras palabras, el coeficiente de autoinduccién L se supone siempre positivo.
El caso de M es diferente: normalmente se supone que M sea positivo si el flujo concadenado del
primer circuito al segundo tiene el mismo signo que el autoflujo del segundo; el problema se hace
importante solo cuando tenemos variaciones temporales del flujo.

Unidades 8.5.1 Los coeficientes M y L estidn dados por la razén entre un flujo y una corrientes,
y tal medida es

weber  volt segundo

= = ohm segundo.
ampere ampere

Tal unidad de llama henry, cuyo simbolo es H. En la seccién 8.1 habiamos visto la unidad de
medida de yp que es Tm/A = Wb/(Am) o sea H/m.
Se usan frecuentemente los submultimplos

milihenry mH=10"3H, microhenry uH=10"%H.

Por ejempo, el coeficiente L para un solenoide lineal con n = 103 espiras/metro y seccién
¥ = 100cm? es, segtin la ecuacién (8.33), L = 47 10~°H/m. Normalmente, cuando se trabaja
en el vacio, L y M son muy pequefios, en el capitulo 9, veremos que es posible llegar a valores
muy altos cuando se utilizan materiales ferromagneticos.

8.6 Propiedad del campo B en el vacio

Las caracteristicas de la interaccién magnética en el vacié estdn debidas a corrientes estacionarias,
0 sea, a la magnetoestdtica y estan resumidas en las ecuaciones:

?{E-dfzuoi, ?{E-ﬁndZ:O. (8.34)
a las cuales se corresponden las propiedades locales
VxB=pj,, V-B=0, (8.35)

llamadas equaciones de Maxwell de la magnetoestatica.
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El campo magnético tiene la propiedad de ser siempre solenoidal, pero no es irrotacional. Esta
circunstancia no da la posibilidad de encontrar de manera univoca un potencial escalar magnético
desde el cual poder calcular el campo con un operador de gradiente, como veremos en la seccién
8.7.

La expresion explicita més general del campo magnético es

B— @/ J XU gp (8.36)
T

4w r2 ’

La compatibilidad con las ecuaciones. (8.35) y (8.36) se demuestra aplicando el operador de rotor
y divergencia. Utilizando la i, /r> = —V(1/r) tenemos:

= Ho 2 1 .UO/—.' 1
V.- B=—-"—-V. V{-)dt="— -VxV|[-)drt=0;
4an /zj (r) T TJ % <r> L

junto a la propiedad del campo magnético, va puesta la férmula de la fuerza que actia sobre una
carga en movimiento, o sea, la fuerza de Lorentz:

ﬁL:quE.

Discontinuidad del campo magnético
Hemos ya visto, en la seccién 3.3 que el campo eléctrico es

discontinuo cuando cruza una superficie cargada. Anéloga-
mente, demostraremos que el campo magnético es discontinuo

al cruzar una superficie donde hay una corriente con densi- OOOOOOOOOOOOOO
dad lineal f Antes de estudiar la discontinuidad tenemos que

D By c

L. . . L .44_
calcular el campo magnético producido por una superficie A H B
donde pasa corriente eléctrica con densidad j. Esta superficie
se puede considerar como compuesta por hilos en los cuales ®.

pasa un corriente i, véase figura 8.16. El campo magnético es
paralelo a la superficie y orientado segtin la regla de la mano

derecha. Si aplicamos la ley de Ampere al camino ABCD, con

lado AB=CD= h y, por lo tanto, la circulacidn es:

1 Figure 8.16: Campo magnético
jl{l_f -ds=2Bh=ugNi= unhi — B = —Uyni producido por wuna superficie
2 donde pasa corriente eléctrica.
donde n = N/h es el nimero de hilos por unidad de longitud
y N es el nimero total de espiras en el camino elegido (no existen contribuciones en los lados BC'y
AD porque el campo magnético es ortogonal al elemento d5s'y, por lo tanto, el producto escalar es
cero).
Si tomamos dos punto P y Q muy cercanos a la superficie, asi que la superficie se puede
considerar localmente plana, el campo magnético debido a la corriente superficial en los puntos Py
Q estd dada por:

1 o1 .
B= SHoni = S Mo Js

donde hemos puesto ni = j; como densidad lineal. A este campo generalmente se superpone otro
debido a otras fuentes B y en los puntos (que estdn muy cerca) se puede considerar constante. El
campo magnético total en los puntos es:

T T S = = 1
Bp:B+§/,Lo]Sux, BQ:B_E.LLO]SMX'
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La discontinuidad est4 dada por:
Bp —Bg = o jii (8.37)

y es tangente a la superficie ortogonal a las lineas de corriente. Por lo tanto, la componente
normal del campo magnético no varia al cruzar la superficie donde pasa corriente, mientras que la
componente tangencial varia en modulo y direccidn.

Potencial vector

El hecho que el rotor del campo magnético sea proporcional a la densidad de corriente (por lo que
no es nulo) no nos permite definir un potencial escalar magnético, como no ha sido el caso para el
campo eléctrico, donde V x E=0.

Con referencia a la figura 8.17, donde hemos considerado
tres caminos distintos desde el punto P y el punto Q y un
circuito donde pasa corriente, tenemos

o P
r, = /(B-d§)1+/ (B-d5) »
p 0

o o
— / (B-d§)1:/ (B-d5),,
P P

o L Figure 8.17: Circulacién B.
1—‘2’1 = / (B-ds)1+/ (B‘ds)_3:u0i
P Q

o o
— /P (B-d§)1:u0i+/P (B-ds),

La integral de linea de B desde el punto P hasta el punto Q es distinto seguin los recorrido y no se
puede siempre poner igual a la diferencia entre los valores de una funcién escalar V univoca de la
posicioén; a lo largo de los recorridos 1y 2, AV tomaria siempre el mismo valor, mientras que a lo
largo de 3 tendriamos una contribucién k g i, con k =1, 2, ... dependiendo si el recorrido de una o
mas vuelta alrededor de la corriente .

Afortunadamente, el campo magnético satisface la condiciéon V - B =0; esto quiere decir que
puede ser siempre expresado como rotor de otro vector A, llamado potencial vector:

B=VxA. (8.38)

De hecho, si aplicamos a la ecuacién (8.38) el operador de divergencia encontramos un resultado
idénticamente nulo. Las componentes de B se obtienen como derivadas de las componentes de A
(donde por ahora es un vector).

La definicién ecuacién (8.38) no determina completamente el potencial vector: de hecho si
consideramos un nuevo campo vectorial

A'=A+VS, (8.39)
donde S es una funcion escalar arbitraria, tenemos
VxA =VXA+VxVS=VxA

y, por lo tanto, el campo magnético obtenido desde A es igual al obtenido desde A.El potencial
vector estd definido a menos del gradiente de una funcién escalar arbitraria.
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Esta indeterminacién parcial puede ser utilizada para imponer una condicién que serd util en
casos particulares (como veremos en brevedad). Por el momento, calculamos la divergencia de la
ecuacion (8.39)

V-A'=V.-A+V-(VS)=V-A+V?S;

si se elige S tal que satisfaga la ecuacion V2§ +V A =0, resulta V-A’ = 0. En otras palabras, si
tenemos un determinado potencial vector A y se elige la funcién S tal que satisfaga la V2§ = —V A,
el potencial A’ = A+ VS tiene divergencia nula. Todo esto es posible sin que cambie el campo
magnético B=V x A’ = V X A.

Por lo tanto, la definicién completa del potencial vector del campo magnético es:

B=VxA, V-A=0. (8.40)

Es importante precisar que la eleccién de la condicién V- A = 0 es significativa para campos
constantes en el tiempo (magnetostatica), mientras que en fenémenos variables en el tiempo resulta
mads apropiada una condicidn distinta (la cual serd tratada en los capitulos siguientes).

Utilizamos ahora la definicion del potencial vector en las ecuaciones de Maxwell para la
magnetostatica, ecuaciones (8.35):

VxE:Vx(VxZ):V(Vﬁ)—V%:ﬂmi

donde hemos utilizado la regla del doble producto vectorial. Se puede notar que para las condiciones
ecuaciones (8.40), el potencial vector obedece a la ecuacion

V2A’ = — .u()f,
y en coordenadas cartesianas tenemos para las tres componentes:
VA, = —Woje, V?Ay=—poj,, V*A,=—Uoj.. (8.41)

Las relaciones anteriores son ecuaciones de Poisson y, por lo tanto, sus soluciones tienen que ser en
coordenada cartesianas:

/ ﬁnyMW&)
VE=x)2+(—y)?+(z—7)?

, coni==x,y,z

Ai(x,y,2)

y vectorialmente:

. 7d
U A

8.42
4w T I ( )

Si el elemento de volumen se corresponde al de un elemento de hilo donde pasa corriente i, tenemos
dt =Xds, j =il /¥, jdt = idsii; = id5 y la integral de volumen se transforma en integral de
circulacion extendido en todo el circuito

A=l fS (8.43)
4 r

Las relaciones (8.42) y (8.43) expresan el enlace entre las fuentes y el potencial vector; en éstas, el

potencial vector A puede ser pensado como la superposicidn de contribuciones infinitesimales dA

debidos a los volimenes elementales o a los elementos infinitesimales de hilo, segtin la 16gica y

con las mismas limitaciones conceptuales de la primera ley de Ampere; dA es paralelo y concorde

al elemento de corriente que lo genera y su modulo decrece con la distancia.
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La ecuacidn (8.42) aclara también la limitacion de la condicién V -A =0: se nota que ésta es
compatible con la condicién V - J_": 0, o sea, en régimen de corrientes estacionarias, pero no con la
relacién més general V- F = —dp /ot.

Por dltimo, si calculamos el flujo del campo B=VxA y utilizando el teorema de Stokes
encontramos:

/E@&:/G&A)@@:%Eﬁ, (8.44)
) )

la cual es la forma integral de B=VxA:

Definicién 8.7.1 la circulacién de A en un camino cerrado es igual al flujo de B a través de una
cualquier superficie X apoyada sobre dicho camino.

Como en electroestdtica, desde la distribucidon de carga p es posible calcular el campo eléctrico
E o calcular el potencial V y con sus derivadas el campo eléctrico; también en magnetostatica es
posible calcular el campo magnético directamente con la ecuacion (8.5) o utilizando el rotor del
potencial vector. A priori, es dificil decir cudl es el método mds sencillo para calcular el campo
B, porque en ambos casos tenemos que desarrollar integrales de vectores. De todas maneras, esta
claro el significado conceptual de A y la razén por la cual se llama potencial vector.

El potencial vector se usa sobre todo en aplicaciones mas avanzadas. Mostramos ahora
como en algunos casos el potencial vector puede ser util. Por ejemplo, utilizando A podemos
demostrar de manera muy répida que los coeficientes de mutua induccién son iguales M, = M> 1.
Calculamos el flujo del campo magnético utilizando la ecuacién (8.44), donde utilizamos la
expresion ecuacion (8.43) para los dos casos, o sea, el flujo del campo magnético generado por un
primer circuito a través de un segundo circuito y viceversa:

o [ j1ds; | ds - ds’
ZZ%AI,Z'dEE:j{ Uoi1dsy d5 .Ull %f{ 51 - Sz
2 2 |J1 47 |

i [ { Hoiads d, - d
CI)2,I == %AL] dE’l :% M —' ‘Ulz %% 52 - Sl
1 11J2 47171"2’1

Las dos integrales en el tltimo miembro son iguales, ya que r1 > = r21 y porque el resultado no
depende del orden de integracion; por lo tanto, tenemos:

) Dy
T’ =M1,2:T.' =My = Mip=M;;.
1 2

Potencial magnético escalar

Hemos sefialado las diferencias entre las ecuaciones de Maxwell para la electrostatica y la mag-
netostética y sus consecuencias sobre las propiedades de los campos E y B. Sin embargo, hay
un caso en el que los problemas de la magnetostatica son exactamente los mismos que los de la
electrostdtica, y esto ocurre cuando el campo B estd definido en una regién delimitada del espacio
en la que no existen corrientes; veremos posibles realizaciones practicas en el capitulo 9. En este
caso tendremos

V.-B=0, VxB=0
y es posible definir un potencial escalar magnético V,, tal que

B=-VV,.
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El potencial magnético obedece a la ecuacion de Laplace

a*v,, 9%*v, 9%V,

V2V, =
dx? + dy? + 27>

=0.

El interés de esta situacion particular estéd en el hecho que las soluciones encontradas en determina-
dos problemas electrostaticos se pueden transportar exactamente al caso magnético: la estructura
geométrica de las superficies equipotenciales y de las lineas de fuerza es la misma. Queda obvia-
mente distinta la fuerza sobre una carga eléctrica, igual a qE en el caso electrostatico y a gV x Ben
el caso megnetostético.

Transformaciones entre campos eléctricos y magnéticos

Una carga g con velocidad v en un sistema de referencia inercial, que llamamos sistema de
laboratorio, genera los campos:

E—_L 4, B
= —Uu =
471'8()1’2 "

Uo gV X iy
a2

y en cada instante estdn conectado a través de la relacién
VX E. (8.45)

Como hemos dicho, estas formulas son vilidas sélo si (v/c)? < 1.

Consideremos ahora un segundo sistema de referencia inercial, que se mueve con respecto al
primero con velocidad ¥, igual a la velocidad de la carga ¢g. Indicamos sintéticamente con O el
primer sistema y con O’ el segundo sistema, en el cual la carga estd en reposo.

Una carga de prueba gg estd sujeta a la misma fuerza en los dos sistemas, porque son inerciales;
por simplicidad supongamos que go tenga en un particular instante la velocidad v en el sistema O.
En O, la carga esta sujeta a la fuerza:

ﬁ:q()(E—i-VXE) .

mientras que en el sistema O’ la fuerza sobre la carga es solamente:
F'=qoF',

ya que en O’ el campo magnético B’ es nulo. Igualando la dos fuerzas se deduce que:
E'=E+VxB.

Para el campo B, vale seguramente la relacién

BB LyxE,
c
y como B’ es nulo, vale la relacién ecuacién (8.8).

Otro ejemplo es el siguiente: en el sistema O una carga esta en reposo y un dispositivo que
produce un campo magnético estd en movimiento con velocidad V; este dispositivo esta en el
un sistema de referencia comévil con O'. En O’ la carga se mueve con velocidad —V, el campo

eléctrico E’ es cero y la fuerza sobre la carga se escribe:

F'=—qixB.
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En el sistema O el campo magnético B es igual a B', la carga estd en reposo, pero en ella actia una
fuerza F que tiene que ser igual a F”:

F=gE=F =—¢gvxB — E=—-VxB.

Las relaciones E = —v x B' y B = B’ pueden ser escritas de la forma:
o 2 oo pl n o/ 1 = !
E=E—-vxF, B=B+5¥xE

Las expresiones de las transformaciones de los campos que hemos obtenido en los casos particu-
lares tienen validez general, independientemente del sistema de cargas que generan los campos.
Precisamente, los campos medidos en el sistema O' en movimiento con velocidad ¥ con respecto al
sistema O estan dados por:
L. I
E'=E+VXB, B =B— SVxE. (8.46)
c
Las relaciones inversas, relativas a los campos en el sistema O en movimiento con velocidad —V
con respecto a ', son:
Lo, L, I
E=EFE —-VxB, B=B+SVXE. (8.47)
c
Estas relaciones constituyen las transformaciones galileanas de los campos eléctricos y magnéticos;
y son vélidas si v < c.

La cosa mds importante que hay que observar es que en el cambio de un sistema al otro el
campo E 'y el campo B no se transforman independientemente; consecutivamente la fuerza sobre
una carga puede aparecer solamente eléctrica o solamente magnética o resultante de los dos efectos:
la clasificacion del tipo de interaccién cambia de sistema a sistema de referencia, también si la
fuerza es la misma.






9.1

Magnetizacion de la materia

Hemos hablado en los capitulos anteriores que en la naturaleza existen materiales, compuestos
de hierros, que son capaces de crear un campo magnético o que si acercamos un material a otro
magnético esto se magnetiza. Al lado con estos fendmenos muy vistosos, limitados a algunos
materiales, existen otro muchos mds comunes pero menos evidentes.

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de la materia en presencia de un campo mag-
nético. Inicialmente daremos una descripcién fenomenolégica y, utilizando el vector magnetizacion

M, veremos como se modifican las ecuaciones de la magnetostatica.

Consideremos un solenoide lineal, de radio R y longitud d, con
n espiras por unidad de longitud, y pongdmoslo con el eje vertical.
Colguemos con un resort un pequefio inductor, compuesta de N’
espiras de radio r < R coaxiales con el solenoide y donde pasa
corriente ’; supongamos que la posicion de equilibrio de la bobina,
bajo la accién de la fuerza peso y de la fuerza eldstica, coincida con
el centro O’ de la cara terminal del solenoide. Cuando en solenoide
circula corriente i entonces se crea un campo magnético y sobre el
inductor actiia una fuerza

dB
Feam®
i

donde m’ = nr’N'i’ es el momento magnético del inductor. Si 77’ es
concorde con el campo B del solenoide, o sea i e i’ tienen el mismo
sentido, la fuerza sobre el inductor es atractiva y lleva el inductor
hacia el centro del solenoide, si 7’ es discorde al campo B la fuerza
es repulsiva y empuja el inductor hacia fuera donde el campo es
menor.

D HOBOBOHIHIOIOIE)
Q

00000000000
I

Figure 9.1: Solenoide con in-
ductor.

Ahora repetimos el experimento pero en vez de utilizar un inductor, usamos materiales distintos.
Cuando en el solenoide circula corriente se observa que sobre el material actda una fuerza.
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Cualitativamente, por la mayor parte de los materiales la fuerza es pequefia también si el
campo magnético toma valores muy altos. Algunos materiales vienen atraidos hacia el interior,
otros empujados hacia fuera y esto independientemente del sentido del campo magnético, que se
obtiene cambiando el sentido de la corriente. El conjunto de los resultados se interpreta suponiendo
que algunos materiales, bajo un campo magnético, adquieren un momento magnético paralelo y
concorde a B, mientras que otros adquieren un momento magnético paralelo y discorde a B: los
primeros son aquellos que vienen atraidos, los segundos aquellos repulsados.

Por un analisis cuantitativo, nos referimos a un vol-
umen dado 7, igual para todos los materiales usados. La
fuerza por unidad de volumen vale, en médulo: % %

7 F
B m
F
1y

F  mdB dB
Fr=—=—— =M—.
T  Tdx dx

La cantidad M, que representa el momento magnético
de la unidad de volumen del material, se llama magneti-

zacion; y se define

M=—. 9.1)

Q| S

Desde la medida sistemética de Fz, ademds a las difer- Figure 9.2: Solenoide con distintos ma-
encia de signo y de médulo, se obtienen otros compor- teriales.

tamientos. Si hacemos variar la intensidad de la corriente

i en el solenoide, cambia B y obtenemos como cambia

M en funcién de B: mientras que por la mayor parte de los materiales se observa que la magne-
tizacion es directamente proporcional al valor del campo magnético, por otros como el hierro la
dependencia de M con B es mds complicada. Ademds, por algunos materiales, la fuerza depende
de la temperatura, y por otros es independiente.

Segtin las caracteristicas tenemos una primera clasificacién de los materiales:

« Diamagneticos: son los materiales que vienen repulsados por el solenoide. M es opuesta al
campo magnético externo y es proporcional; el efecto no depende de la temperatura. A esta
clase pertenecen la mayoria de los materiales.

* Paramagneticos: son los materiales que viene atraidos por el solenoide. M es concorde al
campo magnético externo y es proporcional. Se encuentra que el efecto aumenta con el
disminuir de la temperatura, pero existen excepciones.

» Ferromagneticos: son los materiales que vienen fuertemente atraidos por le solenoide. M
es concorde al campo magnético externo pero la relacion entre ellos no es lineal ni univoca.
Ademads, normalmente los materiales se quedan magnetizados por un tiempo largo también
cuando se ha apagado el campo magnético externo, cosa que no ocurre para los diamagneticos
y paramagneticos.

La idea de asociar la fuerza a la magnetizacion, o sea al momento magnético por unidad de volumen,
acuerda cuanto hecho para los dieléctricos con el vector polarizacién, o sea momento de dipolo
eléctrico por unidad de volumen. Como veremos, existen analogias muy fuertes entre los dos
fenémenos atn si estos son muy distintos conceptualmente.

Permeabilidad magnetica

El momento magnético que se crea bajo la acciéon del campo magnético externo causa una modifi-
cacién del campo mismo: o sea el medio magnetizado se suma a las fuentes de B constituidas por
las corrientes de conduccién. Examinemos el efecto del solenoide indefinido cuyo campo tiene la
expresion By = Upni, donde By es campo magnético en el vacio.
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Imaginemos de rellenar completamente el solenoide con el medio homogéneo; se encuentra

que B es paralelo a By con la razén entre mdédulos

— =K.
By "

9.2)

A esta razon damos el nombre de permeabilidad magnética relativa del medio considerado. Por lo

tanto
B =x,Byp = WKuni= Uni
definiendo permeabilidad magnética absoluta la cantidad

1= Hoky .

9.3)

9.4

Obviamente k;, es adimensional y u tiene la misma unidad de medida de iy, [H/m].

La relacion (9.2) es valida para cualquier circuito en un medio indefinido. También la
ecuacion (9.4) es general, porque segin la ley de Ampere-Laplace el campo magnético en el
vacio tiene siempre el coeficiente yy. Podemos decir que el campo magnético que existe en un
medio indefinido homogéneo creado por un circuito donde pasa corriente eléctrica es

— ui%df’/\lft,
B="— .
4r r2

9.5)

La variacién del campo magnético debida a la presencia del medio es

B — By = KnBo — Bo = (kn — 1)Bo = XmBo.

Definiendo asi una nueva cantidad, la susceptibilidad magnética
Xm = Kn— 1, Kn =14+ Ym,

por lo tanto, el campo magnético en un medio se puede escribir
B = K,Bo = (14 Xm)Bo = Bo+ XmBo = Honi+ Uo)mni

y podemos darle la interpretacion siguiente: el primer termino es el
campo magnético producido por un solenoide indefinido en el vacio
mientras que el segundo es idéntico a aquello que seria producido
por un solenoide donde pasa corriente con densidad y,, ni.

Como veremos esta interpretacion no es ficticia: en la super-
ficie del medio magnetizado existe una corriente real, la cual no
es una corriente de conduccién sino que una corriente de origen
atébmica. Estas corrientes se llaman corrientes amperianas, en
honor a Ampere que por primero intuyé la existencia.

Es clara la analogia con los fendmenos estudiados en el capitulo
5: la permeabilidad magnética juega el mismo rol que la constante
dielectrica y las corrientes amperianas aquello de las cargas de

(9.6)

0000000000000 000,
Xm — B

FEREEEIEREEIRXS)

0000000000000000KK
(N ] L)
£

Xm0 — B
XXX XX XX XXX
KIREIRREIRERERIEIRX)

Figure 9.3: Corrientes ampe-
rianas en un material.

polarizacién. Es importante evidenciar que la variedad de los fenémenos magnético es mayor,

como veremos en los siguientes parrafos.
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Materiales diamagneticos

Desde la medida del B en el solenoide por un material diamagnetico se obtiene que la permeabilidad
magnética relativa es constante al variar del campo magnético y es menor que 1:

Kn<1l = xn<0. 9.7)

Porque B es menor que By las corrientes amperianas tienen que dar una contribucién opuesta a
By, circulando en el sentido opuesto con respecto a aquella de conduccidn; esto es coherente con
el hecho que el momento magnético es opuesto a By, si admitimos que 1 llegue de las corrientes
amperianas. En la tabla 9.2 se reportan algunos valores numéricos; es importante notar que X,
depende de la densidad de material, en el sentido que es mucho mayor en los gases que en los
liquidos y en los sélidos.

Susceptibilidad de materiales diamagneticos

plata | —2.39-107° agua —0.90-107
oro | —3.46-107° | mercurio | —0.90-1073
plomo | —1.58-10> | argon | —1.10-1078

cobre | —0.98-107> | nitrégeno | —1.35-1078
silicio | —0.42-107> | hidrégeno | —0.45-1078

Table 9.1: Susceptibilidad de materiales diamagneticos

Materiales paramagneticos

Para estos materiales la permeabilidad magnética relativa es constante al variar del campo magnético
y es mayor que 1:

Kn>1 = Xmn>0; (9.8)

las corrientes amperianas tienen el mismo sentido de las corrientes de conduccién y los efectos

magnéticos se suman. En estos casos los efectos son pequeifios, los valores de J;, estdn entre 10~

y 1073 a temperatura ambiente. En la tabla 9.2 se reportan algunos valores numéricos para .
Es importante la dependencia de la temperatura la cual obedece

a la ley, llamada primera ley de Curie 0000000000000000
XX XX XX XXX
_Cp B
Xm = T’ Y €0
donde p es la densidad, T es la temperatura expresada en Kelvin ARRRRRREROSHOSEE
y C es una constante. Solamente algunos metales paramagneticos diamagnetismo
no siguen la anterior y poseen una susceptibilidad practicamente
constante. o800 E00000000
— B
Materiales ferromagneticos Xm >0
La permeabilidad de un material ferromagnetico puede tomar val-  @RHeEERRREERSSEER
ores muy altos 10* — 10° y depende del valor del campo magnético paramagnetismo

externo y de la manera con la cual se lleg6 a tal valor; K, y X» no
son funciones univocas de B. Las corrientes amperianas tienen el
mismo sentido de aquellas de conduccién y sus contribuciones al
campo magnético son muy altas. También para los materiales ferro-
magneticos existe una dependencia de la temperatura en el sentido que més all4 de una determinada
temperatura el comportamiento se parece al paramagnetismo.

Figure 9.4: Corrientes ampe-
rianas en materiales.
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Susceptibilidad de materiales paramagneticos
aluminio | 2.08-107> | titanio | 18.22-107°
calcio 1.94-107> | tungsteno | 7.92-107°
magnesio | 1.17-107> | wuranio | 40.92-107°
platino | 27.91-107 | oxigeno | 387.4-1078
sodio 0.85-107

Table 9.2: Susceptibilidad de materiales paramagneticos

Corrientes amperianas

En el pérrafo anterior hemos introducido la susceptibilidad magnética como cantidad macroscopica
que permite de estimar el proceso de magnetizacién de un material. De otro lado, hemos también
hipotetizado que la magnetizacién fuese debida a corrientes atomicas. Trataremos de manera
exhaustiva este argumento en las secciones siguientes. Por el momento decimos simplemente
que el movimiento de los electrones alrededor del nicleo puede ser considerado como corriente
microscopica, al cual estd asociado un momento magnético. En la mayor parte de los casos estos
momentos magnéticos se compensan y en general el material no tiene magnetizacién, cuando
actiia un campo magnético externos el movimiento de los electrones estd perturbado y se origina
un momento magnético que es opuesto al campo magnético externo: esto es el mecanismo del
diamagnetismo. La situacién se parece al mecanismo de polarizacién de un material dielectrico
bajo el accion de un campo eléctrico externo: y como para el dielectrico el efecto se opone al
campo que lo ha generado, disminuyendo el campo magnético efectivo en el medio.

En algunos materiales existen condiciones de asimetria donde las moléculas pueden tener
momento magnético intrinseco, debido a la agitacién térmica el momento magnético total es
cero, pero bajo la accién de un campo magnético externo se crea una orientacioén parcial y se
origina un momento magnético paralelo y concorde al campo externo, el cual supera el efecto
diamagnetico. Esto es lo que ocurre en los materiales paramagneticos y es evidente el paralelismo
con la polarizacion de los dielectricos. La diferencia es que mientras el campo de dipolo eléctrico
en el interior del medio se opene a E, el campo magnético y la corrientes elementales que generan
los momentos magnéticos son concordes a B. Pero, aparte del signo, se puede efectuar el mismo
andlisis matematico.

Tanto para el diamagnetismo que para el paramagnetismo se puede entender clasicamente
el origen de los fendmenos, mientras que las previsiones numéricas no son precisas ya que la
explicacion correcta se llega utilizando la mecénica cudntica. En el ferromagnetismo el fenémeno
es mds complejo y no existe una explicacion clésica; también aqui existen momentos magnéticos
intrinsecos que se orientan paralelamente con el campo magnético externo, la diferencia es que es
suficiente un campo relativamente débil para que los efectos sean muy grandes.

Sin profundizar la discusién decimos que los 4tomos o las moléculas en los materiales adquieren
un momento magnético medio (/) bajo la accién del campo B, orientado paralelamente a B.
Consideramos un volumen A7 alrededor de un punto P, donde estan contenidos AN; dtomos (o
moléculas), el momento magnético es

At = AN (i)
y el momento magnético por unidad de volumen, o sea la magnetizacion es

. Am AN;
M: —_—=
AT AT

(i) = nin (9.9)

donde n es el numero de dtomos (o moléculas) por unidad de volumen en P. Para AT — 0 se define



190 Chapter 9. Propiedades magnéticas de la materia

la magnetizacién M en funcién de la posicién. Se habla de magnetizacién uniforme cuando M es
constante en el medio.

Supongamos de tener un cilindro magnétizado uniformemente
con magnetizacién paralela al eje z y aislamos un disco de grosor
dz. Dividimos el disco en prismas de base d¥, altura dz y volumen

dt = dXdz. Cada unos de los prismas tiene un momento magnético
orientado como M, como en figura 9.5,

dit = Mdt = MdXdza, . .

z

=

Segtn el principio de equivalencia de Ampere el mismo momento é
magnético lo tiene una espira de area dX y altura dz donde pasa i \‘/
corriente di,,, tal que

it = dipy dZ i, = MdEdzit, = diy, = Mdz. (9.10)

Como sabemos, la equivalencia es valida también por el campo
magnético producido.
Substituyamos cada prisma de magerial magnetizado con el W W
circuito equivalente donde pasa di,,,. Si M es constante las corrientes
se eliden a dos a dos en los lados en comun y quedan solamente @ = @
las corrientes sobre la superficie del cilindro. El disco de material
magnetizado uniformemente es equivalente a un circuito donde
pasa corriente dada por ecuacion (9.10). Procediendo en la misma  Figure 9.5: Magnetizacion.
manera para todos los discos de altura dz los cuales forman el
cilindro con altura A, concluyamos que este equivale a una banda
de altura 4 donde pasa corriente

h
im:/ Mdz =Mh ©.11)
0

o sea corriente con densidad lineal

im  dip, -
M = —= — = .
h dz Jsm
Vectorialmente el enlace entre la densidad lineal de corrientes amperianas y la magnetizacion se
escribe, considerando la regla de la mano derecha:

Jo =M Ay 9.12)

donde i, es el versor normal al eje del cilindro y orientado hacia el exterior.
Otra forma de escribir la relacién entre magnetizacién y las
corrientes amperianas se obtiene calculando la circulacién de M

en un camino cerrado genérico que contenga i,, véase figura
(9.7). Porque fuera del cilindro M = 0 y que en el cilindro vale la 8 e
ecuacion (9.11), se tiene: g <> 1 s
B
]f Md5 =i, ©.13) - .

En el caso més general M puede no ser uniforme en el material.
Entonces por dos prismas contiguos en el eje x tenemos dos compo-
nentes M, y M., distintas, que llegan de dos corrientes dij = M,dzy

Figure 9.6: Magnetizacion.
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dir = M_dz, por lo tanto la corriente efectiva en el eje y, o sea en la
cara en comiin, es

oM
dil—dizz (MZ—MQ) dz=— dedZ.
dx
Repitiendo el argumento para dos prismas contiguos en el eje z y
para la componente M, de la magnetizacién, notamos que en el eje M, M
y hay corriente [ 1
oM | |
dis — diz = (M, — M) dx = ——dxdz.
aZ = S 1) RLEE] RREb dz
y en todo el eje y tenemos -‘.:d-i-l """" L s §
oM, oM i
diy = diy —diz +di; —dip = | 5— — —— | dxdz. do
dz dx
El elemento de drea dX, = dxdz es ortogonal al eje y y por lo tanto —F
la componente en la direccién y de la densidad de corriente es Al
! : s E—— M;
diy oM, JIM, _ o E
= =SSR (VAR 0.14) o [l
DT odz T 9z ox ( ] (9.14) i
Completando el razonamiento para todos los ejes M,
di:;i :
i : K4
in=VAM 9.15) i .

Hay que hacer atencién que j, es una densidad de corriente,
definida en un volumen y medida en A/m?, mientras que fsm es una
densidad lineal de corriente definida sobre una superficie y medida
en A/m.

Las ecuaciones (9.12) y (9.15) establecen en el caso general la relacién entre el vector magne-
tizacion y las corrientes amperianas que son el aspecto macroscopico de las corrientes atomicas
originadas en el medio debido a la presencia del campo magnético externo. Deducimos que los
efectos magnéticos de un medio magnetizado se pueden calcular desde una distribucién superficial
de corriente con densidad lineal ]_;m y por una distribucién espacial de corriente con densidad -
En particular es asi que se puede determinar en el interior de un medio magnetizado el campo
magnético debido al medio mismo, entendido como campo macroscopico medio.

Veremos més adelante una situacion formal de las ecuaciones (9.12) y (9.15). Por el momento
notamos la analogia con la situacion de un dielectrico polarizado donde el efecto del medio se
calcula desde una distribucion de carga de polarizacion 6, y de una distribucién de volumen con
densidad p,, conectadas al vector de polarizacion:

Figure 9.7: Magnetizacion
dos prismas infinitesiamles.

6, =Py, pp=—V-P. (9.16)

El campo H

Las ecuaciones generales de la magnetostatica en el vacio tienen que ser modificadas cuando
tenemos medio magnetizados. Sigue invariata la propiedad de B de ser solenoidal mientras que
cambian las ecuaciones donde aparecen las fuentes, debido al hecho que ahora tenemos corrientes
amperianas. Por lo tanto tenemos que escribir en forma integral

fé.ds*zuo(wrim)=u0i+uof1\2-d§ 9.17)
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y en forma diferencial
VAB = o (T4 i) = Ho+ oV A M, 9.18)

La anteriores se pueden escribir como
§ (B wot) -5 =poi, VA (B o) = .

Si ahora introducimos el nuevo campo vectorial H a través de la definicién

-

H=2_j1, osea B=p (H+M) (9.19)
notamos que éste satisface las relaciones
fﬁ-df:i, VAH=]. (9.20)

La primera de la ecuacién (9.20) es la ley de Ampére por el campo H:

Definicién 9.4.1 la circulacién de H extendida a una linea cerrada cualquiera es igual a la suma
de las corrientes de conduccion concatenadas por la linea.

En términos locales el rotor de H es igual a la densidad de corriente de conduccidn.
Podemos ahora escribir las ecuaciones de la magnetostdtica en general utilizando los dos
campos By H:

j[é-ﬁ,,dz:o, V.-B=0.

fﬁ-dizi, VAH=].

En estas ecuaciones han desaparecido las corrientes amperianas, pero para resolverlas necesitamos
la informacién sobre M. De hecho B y H estan relacionados por la definicién (9.19), por lo tanto
necesitamos la ecuacién de estado del medio magnetizado, o sea una relacién explicita entre By H

Por razones que comentaremos brevemente se prefiere poner en evidencia la relacion entre M y
H, tomando como relacién caracteristica del medio magnetizado la

M= y,H. 9.21)
Como inmediata consecuencia tenemos
B = 1o (fl+1\2> = Uo (ﬁ—kx,ﬂ?) = o (1 +xm)FI = loK,H = uH (9.22)

y juntando las ecuaciones (9.21) y (9.22),

X = B. (9.23)
u Ho Kin Ho K
Tenemos que especificar algo sobre los pasos que hemos seguido. Desde un punto de vista general
la ecuacién (9.20) no define completamente el vector H, esto fija solamente la propiedad de su
circulacién. Pero en muchos casos interesantes, que veremos mds adelante, las condiciones de
simetria permiten obtener H directamente a partir de la ecuacién (9.20) sin preocuparse del medio
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magnetizado. Esta es una circunstancia importante: conociendo las corrientes de conduccion, las
cuales son bajo nuestro control, podemos conocer H y por lo tanto somos capaces de valuar el
efecto sobre el medio a través de la ecuacion (9.21) y de calcular el campo magnético total (o sea
creado por todas las corrientes) a través de la ecuacién (9.22). Podemos decir que H juega el papel
de variable independiente a la cual asociamos los efectos magnéticos sobre los medios.

El significado fisico de la ecuacién (9.20) se basa sobre la asuncién que los momentos magnéti-
cos en el medio magnetizado sean siempre proporcionales al campo que los genera y de hecho en
la mayoria de los casos las relaciones (9.21) y (9.22) son relaciones lineales reales, con X, y K
constantes. No es asi en los medio ferromagneticos, donde J,, es una funcién no univoca de H y
no se puede hablar de ecuacién de estado en términos simple como la ecuacién (9.21); la relacién
entre M y H o entre By H se expresa a través del ciclo de histéresis (como veremos més adelante).

material Am Kin Ams Km M yFI ByBy
diamagnetico | <0 | <1 constantes M opuesto a H | B<B
paramagnetico | >0 | >1 constantes M concorde a H | B> By
ferromagnetico | >0 | > 1 | funciones de H M depende de H | B> By

Table 9.3: Resumen de las propiedades de los materiales magnéticos.

Unidades 9.4.1 La magnetizacidn, definida como momento magnético por unidad de volumen,
resulta también igual a una densidad lineal de corriente; consecutivamente su unidad de medida
es A/m. La misma unidad es valida para el campo H, llamado algunas veces campo de
magnetizacion: de hecho vale la ecuacion (9.21) y sabemos que la susceptibilidad magnética y
la permeabilidad magnética son adimensionales. Acordamos que la permeabilidad magnética
absoluta se mide en H/m (henry sobre metro)

Ejercicio 9.1 Un solenoide toroidal estd rellenado por un material que tiene permeabilidad
magnética relativa k. Calcular los campos By H.

Solucién. La simetria del problema sugiere que las lineas del campo magnético en el inte-
rior del solenoide sean circunferencias con centro en el eje del toroide y que el médulo del
campo B dependa solamente de la distancia r del eje. Si aplicamos la circulacién del campo Ha
una circunferencia de radio r tenemos

= = Ni
fH-di:ZmH:Ni — H=2"p,. (9.24)
27r

Desde la dltima y desde la ecuacién (9.22)

- L UoKyNi
B=puyx,H="—"1. 9.25
Ho Kin r u ( )
El campo H no depende del medio material, el campo magnético en vez si. u

Ejercicio 9.2 En el interior de un solenoide indefinido de radio R est4 puesto un material de
forma cilindrica de radio r < R, coaxial con el solenoide y con permeabilidad magnética relativa
K. Calcular los valores de H, B, M y la densidad de corriente amperiana.
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Solucion. Todos los campos, por razones de simetria, son paralelos al eje del sistema. El
campo H se calcula utilizando la ecuacién (9.20): primero, en un recorrido rectangular que
concatena la corriente nih y luego con un segundo recorrido que no concatena las corrientes de
conduccidn (n es el nimero de espiras por unidad de longitud). En los dos casos

]{ﬁ-df = Hyh=nih = Hy =ni
Por lo tanto, el campo H tiene el mismo valor
H=ni,
en la zona vacia del solenoide y en el cilindro magnetizado. El campo vb es, en vez, distinto:
B, = WwH =ynii,,
B, = WwH = wky,nii, = x,B;,
La magnetizacion es distinta que cero sélo en el cilindro y es
M=yn,=H=)unii,,
la cual es uniforme y por lo tanto V x M=0 y fm = 0; no hay corrientes amperianas de volumen,
sino que sélo de superficies
js,m =M X il = Ymnii; X iy, js,m = Xmni.

Tiene la misma direccién que la corriente de conduccidn, contribuyendo a un aumento del
campo magnético en el material si ), es positivo, mientras que tiene el sentido contrario si
Xm €s negativo, disminuyendo el campo magnético en el material. Un método sencillo para
magnetizar uniformemente un cilindro finito de hierro es colocarlo en el centro de un solenoide
bastante largo. Si por ejemplo ni = 10° A /m consideramos estas tres posibilidades:

Am = 107* M=0.1A/m B,=1.0001B,
An = —107* M=0.1A/m B, =0.9999B
Am = 10> M=10°A/m B,=101B,
Se nota que el efecto es considerable en los materiales ferromagneticos. u

9.5 Discontinuidades en medio magnetizados

Hemos ya estudiado que el campo magnético es discontinuo si cruza una superficie donde son
presentes corrientes de conducciones. Tenemos que esperar un efecto similar en el pasaje a través
la superficie de separacidén entre dos medios magnetizados distintos: de hecho sobre las superficies
estdn localizadas las corrientes amperianas, en general distintas entre ellas y por lo tanto la suma es
distinta que cero.

Llamemos H; y B = ulﬁl los campos en el primer medio y i, el versor de la normal a la
superﬁc1e de separacién en un punto P, los vectores H,, B y i, forman un plan donde est4 también

. La densidad lineal de corrlente amperiana ]3 m €s ortogonal a este plano y la discontinuidad,
debldo a esta, es ortogonal a ]S,m, como sabemos desde el capitulo anterior, y por lo tanto estd en
dicho plano: por lo tanto B;, también si es discontinuo, sigue en el mismo plano.
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Admitamos que H,, B, y H>, B, estén todos en el mismo plano que contiene la normal a la
superficie de separacién en el punto P. La aplicacién de la ley de Gauss del campo B a una caja
cilindrica infinitesimal con las bases en los dos medios y paralelas a las superficies, lleva a la
relacién

Bi,=B, o sea Bicos0, =Bycos6,, (9.26)

llamando 6, y 6, los dngulos que B; y B> forman con la normal. El campo magnético tiene la
misma componente normal en los dos materiales (como es obvio ya que la discontinuidad del
campo magnético puede ser s6lo tangencial). Desde la H = B/ sigue

Kl,mHl,n = KZ,mHZ,n : (927)

la componente normal del campo H es discontinua.
Apliquemos ahora la ley de Ampere a un rectdngulo que estd en el plano creado por los campos,
con dos lados paralelos a las superficies de separacion y los otros dos infinitesimales; se encuentra

fﬁ-df: Hy.1h—Hy 2h =0
porque no hay corrientes de conduccién concatenadas y por lo tanto
Ht,l = Ht,Z 0 sea H,sin6; = H,sin 6, . (9.28)

Los angulos son los mismos considerados anteriormente. Por lo tanto podemos decir que la
componente tangencial de H es continua, mientras que aquella de B es discontinua segin la relacién

B B
Lt = 22t (9.29)
K1, m K2 m
Combinando las relaciones, se encuentra
2
B K2, .
22—\ [cos? 6, + (2") sin® 0, ,
B 1 Ki.m
2
H K
22 _ [sin? 0, + <1m> cos2 0, .
Hl K2.m
Finalmente, haciendo la razén entre las ecuaciones (9.26) y (9.28), obtenemos
tan 0 K
A M 9.30)

tan 6, K2 m ’

llamada ley de refraccion de las lineas de campo magnético en el cruce de un medio a otro; si
K2.m > K1,m €ntonces 6, > 6;: las lineas se alejan de la normal.

La desviacion es notable cuando se pasa del vacié a un medio ferromagnetico con ks /K m ~
102 —10*: 6, es casi igual a 90° y B, es casi paralelo a la superficie de separacién, creando lo que
se llama escudo magnético.

Los resultados sobre las discontinuidades de los campos By H permite de establecer una
definicién operativa del campo B macroscopico y del campo H macroscoplco en el interior de una
cavidad. Si practicamos una cavidad plana ortogonal a las lineas de B, desde la ecuacién (9.26)
sabemos que B tiene el mismo valor en el medio y también en la cavidad y por lo tanto es suficiente
medir B en esta cavidad para conocer el valor en el medio. Si se practica una cavidad sutil paralela
a las lineas de fuerzas de B, es H segtin la ecuacion (9.28) a tener el mismo valor en el medio y en
la cavidad: por lo tanto es suficiente medir B en la cavidad y dividirla por iy para tener el valor H
en la cavidad y en el medio.



196 Chapter 9. Propiedades magnéticas de la materia

Ejercicio 9.3 Calcular el campo magnético B dentro de un cilindro uniformemente magnetizado
y utilizar el resultado para determinar el campo magnético dentro de una cavidad cilindrica
paralela a las lineas de B en un medio indefinido uniformemente magnetizado.

Solucion. Utilicemos el célculo realizado en el parrago 8.2 para un solenoide recto de longitud
de radio R. El campo B en un punto del eje viene dado por la ecuacion (8.20) en el que ahora
sustituimos M en lugar de ni:

.M
B=po> (cos ¢y +cos @) .
En particular, en el centro ¢; = ¢ = ¢o y _, M
¢1-__ _________
Bo = uoM cos ¢g ; O P
en el centro de una cara terminal del cilindro, donde ¢} =
/2 d
L M
Bo = NOE cos @ . (9.31)
Si R/d < 1, podemos aproximas los cosenos con las expresiones
1 1/ R\ R?
= l=cgy=l=xc|—1] =1=0—
cos o 2% 2 <d/2> 4’
1, 1 /R\? 1 R
COS¢1 = 1—2¢1:1—2<d) :1_§ﬁ’
Los valores del campo magnético en los puntos O y O’ son
. _ R? . M R
Bo=uM|1-2— Bo=ut—=|(1-2— ). 9.32
0= Mo < d2>’ 0 N02< d2> (9.32)

Si R?/d? ~ 0, como en un iman muy largo,

— — - M
Bo =M, Bo = ko~

Observamos que la presencia de los polos, que obviamente siempre estdn presentes en un
imén real de longitud finita, provoca una disminucién del campo, es decir, tiene un efecto
desmagnetizador. Tomemos ahora un medio indefinido uniformemente magnetizado en el
que hacemos una larga y delgada cavidad cilindrica con la forma del imén que acabamos de
considerar. De acuerdo con el pr1n01p10 de superposicidn, el campo B en el medio es igual al
campo B, en la cavidad mis el campo Bo del material cilindrico:

O s€a
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Cuando el segundo término en paréntesis, debido a la presencia de las bases de radio R , es
despreciable, B. = LigH y se justifica la definicién operativa de H en el medio. Cuantitativamente

tiene que ser

2 R2

1
<<l = <L —.nn (9.33)

’ R
Xm Z <2

a
De otro lado, las aproximaciones que llevan a las (9.32) son vdlidas para pequefios dngulos;
por ejemplo, con ¢3° resulta R/d =2.5-1072 y R/d = 6.3 - 107, Valores de este orden de
magnitud satisfacen siempre la disegualdad para los materiales diamagneticos y paramagneticos,
donde |x;,| < 1. En un medio ferromagnetico, aunque admitiendo que se pueden usar las
mismas formulas, los valores de ¥, son tan grandes que obliga a tener dngulos muy pequefios:
con X, ~ 103 necesitarfamos un ¢ ~ 1° para tener una disegualdad igual a R? /d?> < 10~*, por
lo tanto la cavidad tiene que ser muy sutil. u

9.6 Comparacion electrostatica y magnetostdtica

Hemos ya notado analogias entre dieléctricos polarizados y materiales magnetizados. La razén es
que, también si los fendmenos fisicos son distintos, las ecuaciones que describen los fendmenos
tienen la misma estructura y por lo tanto las soluciones son mateméaticamente iguales. Para efectuar
la comparacién vamos a escribir las ecuaciones para la electrostatica y la magnetostatica en medios
indefinidos y en ausencia de cargas libres (p = 0) y de corrientes de conduccién (f: 0):

VAE=0 VAE=0

V.-D=0 V.B=0

D . P B . .
——E+— — =—H+M.
& & Ho

Estas relaciones ponen en evidencia las correspondencias formales
. _ D B P _
E—H, — = —, — =M. (9.34)
€ Ho €

Una verificacion inmediata la podemos hacer resumiendo los resultados sobre las discontinuidades

Componentes tangenciales continuas Ej; =E>;, y Hi;=H,
componentes normales discontinuas  K1E1, =kEy, y KinHi,= K H,

components normales continuas D1, =D>, y Bi,=By,

componentes tangenciales discontinuas =—
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Materiales ferromagneticos

Hemos ya hablado del hecho que las propiedades de los materiales ferromagneticos son muy
distintas de aquellas de los otros materiales y mds comple]as de tratar, también desde un punto de
vista fenomendlogico, porque las relaciones que unen B y M con el campo H no son ni lineales
ni tampoco univocas. De otro lado es en los materiales ferromagneticos que los efectos son altos
y tienen interés tecnolégicos, por lo tanto el estudio de estos materiales no sélo tiene un interés
conceptual sino que es muy Util en términos practicos.

Hemos dicho que en la naturaleza existen materiales como la magnetite FeO.Fe,O3 (o, su
férmula quimica F62+Fe;+04), los cuales, bajo la accién de un campo magnético, se transforman
en fuentes de campos magnéticos permanentes. Experimentando con campos magnéticos conocidos
se observa que la magnetizacion es elevada también con campos, y por lo tanto con corrientes de
conduccidn, no particularmente elevados, ademds estos efectos, que a temperatura ambiente estan
presentes en los elementos como hierro, niquel y cobalto, se obtienen también con aleaciones donde
estd presente por lo menos uno de estos elementos.

Las propiedades magnéticas de las aleaciones varian notablemente con la composicién quimica
y dependen también de como se han preparado, por lo tanto es indispensable un trabajo preciso
para evitar efectos indeseados.

En fin, por algunos materiales con alta permeabilidad mag-
nética (~ 10*) las propiedades magnéticas pueden cambiar
radicalmente bajo solicitaciones mecanicas. Todos estos fac-
tores inducen a pensar que los fendmenos atdmicos que estin a I
la base de ferromagnetismo dependan fuertemente de la estruc-
tura cristalina y de sus modificaciones causadas por agentes
térmicos y mecanicos.

Para encontrar las relaciones entre B y H utilizamos un
solenoide toroidal. El campo H viene variado cambiando la
intensidad de corriente en las espiras y el campo B en el medio
viene medido con sonda de Hall en una cavidad ortogonal a las lineas de campo. Por cada valor de H
se mide B y se obtiene el valor de la magnetizaciéon M = B/ iy — H. Este experimento proporciona
directamente la funcién B(H) e indirectamente M (H).

Figure 9.8: Toroide solenoidal.

Supongamos que inicialmente el material se encuentre en
un estado virgen, o sea no ha sido nunca puesto a una magneti-
zacion, y que sean nulos todos los campos. Dejando aumentar
H los valores de B 'y de M se disponen a lo largo de una curva
a, llamada curva de primera magnetizacion; cuando H su-
pera el valor limite H,, la magnetizacion se queda constante al
valor M, y el campo magnético crece linealmente con H, mas
lentamente que antes. De hecho, por M = M,,; =constante
la ecuacién (9.19) B = uy(H + M, ) es una linea recta con

pendiente Uy, o sea muy pequefia. Se dice que por H > H,, el
material llegé a la saturacién y el valor My, se llama magne-
tizacion de saturacion: mas alla de H,, el campo B crece s6lo
por efecto del aumento de la corriente de conduccién, porque
la contribucién del medio ha llegado a su valor maximo posi-
ble.

Porque la curva a no es una recta, las cantidades Figure 9.9: Ciclo de histeresis.

—B Ky = B = =K 1
IJ“_H7 m_I,LOH_ ) Xm—m

&=
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no son constantes, sino que funciones de H. Se define también permeabilidad diferencial

dB 1 dB
Ha = —7 0 Knd = — 775

dH’ Mo @ ’
la primera coincide con la pendiente de la curva (localmente). Tenemos un aumento del valor
inicial no nulo por H = 0 hasta un méximo en correspondencia de un punto de inflexién y luego
una disminucién hasta el valor g (6 1).

Si después de haber llegado al valor H,,, dejemos decrecer H, los valores de B'y de M se colocan a
lo largo de una curva b la cual se mantiene més alta de la curva de primera magnetizacién e interseca
el eje de las ordenadas (H = 0) con el valor B, o M,, conectados a través de B, = oM, : se habla
de magnetizacion residual y de campo magnético residual, a expresar el hecho fundamental que el
material estd magnetizado también en ausencia de corriente; se transformé en imdn permanente.

Para anular la magnetizacidén necesitamos invertir el sentido de la corriente y disminuir H
hasta llegar al valor H,, llamado campo coercitivo, en correspondencia del cual M =0y B = UgH,.
Disminuyendo mds atin H se observa que mads alld del valor —H,, la curva es lineal, como lo era
para H > H,,, con la misma pendiente: el material ha llegado a la magnetizacién de saturacion,
pero con el sentido contrario.

Finalmente si se lleva H al valor H,, se circula en la curva ¢ hasta unirse a la curva a. La curva
completa cerrada se llama ciclo de histéresis del material. Si H varfa entre —H,,, y H,, 0 mayor se
obtiene siempre el mismo ciclo; si se reduce el intervalo se obtienen ciclos mas pequefios con los
vértices sobre la curva de primera magnetizacién. Siguiendo siempre con ciclos mds pequefios se
puede llevar el material a su estado virgen, este proceso se llama desmagnetizacion.

El ciclo de histéresis representa el diagrama de estado del material ferromagnetico; pero en un
estado (H, B) puede coincidir un punto del ciclo solamente si viene efectuado el procedimiento
descrito. Si en un particular instante del proceso H se lleva a cero y luego se lleva a su valor, el
nuevo estado (H, B) estd en un punto interno al ciclo: operando de manera oportuna todos los
puntos internos son obtenibles y el ciclo delimita una regién donde todos los estados del sistemas
son posibles. Por un valor de H pueden corresponder infinitos valores de B entre las curvas by c,
situacién que se llega diciendo que la magnetizacion de un material ferromagnetico depende de la
historia del material, aparte del valor H.

La forma del ciclo depende fuertemente de la composi-
cién del material. Tomando como pardmetros caracteristicos M
los valores de la magnetizacion residua y del campo coerci-
tivo, tenemos los materiales duros, por los cuales el ciclo de
histéresis es largo: estos son ideales para construir imanes per-
manentes, porque M, es grande y casi igual a My, y también

porque es muy dificil desmagnetizarlos. La situacién opuesta
se refiere a materiales blandos, con un ciclo muy estrecho:

porque H,. es pequefio, es facil magnetizarlos y desmagneti-
zarlos; ademads la permeabilidad magnética es casi constante
en un amplio rango de valores de H.

Otra propiedad fundamental de los materiales ferromag-
neticos es que por cada uno de ellos existe una temperatura
critica T, llamada de Curie, por encima de la cual el material
se comporta como paramagnetico, con susceptibilidad que

sigue la ley Figure 9.10: Ciclo de histéresis
(T—T.) para materiales duros (azul) y blan-
ImlL = Te) C = constante, (9.35) dos (rojo).

P
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conocida como la segunda ley de Curie; p es la densidad del material y C una contante, llamada de
Curie. La temperatura de Curie para el hierro es 7, = 1043K=770°C.

kn(H=0) Knq(max) H.(A/m) poMs(T)

Hierro puro (99.95%) 10* 2-10° 4 2.16
Hierro-silicio (0.5%) 280 3-10° 72 2.14
Hierro-silicio (6.5%) 1390 6.7-10* 16 1.81
Hierro-nichel (45%) 3.5-10°  5-10 5.6 1.60
Hierro-nichel (65%) 3-10% 100 0.8 1.40
Hierro-nichel (78%) 8-10° 10° 4.0 1.08

Table 9.4: Valores de H, y My

Los valores de H,, (por los cuales se llega a la saturacién) son en general modestos, inferiores a
10°A /my se nota en la tabla 9.7 que poMsa >> UoH,y,: 1a contribucion del medio es predominante.
Se nota ademds que no es conveniente operar mds alld de H,,: un pequefio aumento de B necesita
un enorme aumento de las corrientes de conduccién, con un gasto en potencia; de hecho, raramente
un material ferromagnetico se utiliza m4s alld de la saturacidn.

La precaucién en el uso de M= xmﬁ para medios ferromagnéticos deberia ser ahora més clara:
el valor de la susceptibilidad J,, depende del estado (H, B) en el que se encuentra el material, y
por lo tanto no hay una simple proporcionalidad entre M y H. Formalmente, se puede mantener
la escritura M = me pero con un valor diferente del coeficiente en cada estado: por ejemplo,
en el solenoide toroidal mencionado anteriormente, si para un valor dado i de la corriente existe
un valor de B, entonces al valor 2i no le corresponde un doble campo magnético, como ocurre en
el vacio o en un medio magnético comun, sino que hay que conocer el nuevo valor de ), para
calcular B. Sélo en el caso de materiales con un cclo de histéresis estrecho como el de la figura
9.10 (materiales blandos), se puede suponer que ¥, es constante en un determinado rango de H.

Circuitos magnéticos

El dispositivo con el cual hemos determinado el ciclo de histéresis (figura 9.8) es el ejemplo mads
simple de circuito magnético. La relacion entre la corriente que pasa en las N espiras del solenoide,
campo H y campo B son

?{dei:Ni, B—ul: (9.36)

U es la permeabilidad magnética del toriode de material ferromagnetico donde estdn enrolladas
las espiras. Si y es suficientemente alta las lineas de B y H son practicamente todas en el medio y
decimos que a través la superficie externa del toroide no hay flujo del campo magnético B. Porque
B es solenoidal, sigue que el flujo de B es constante a través cualquier seccién del material

= /E -1,dX. = BY = constante .

La expresion BX es valida si se puede considerar B constante en la seccion o si se toma el valor
medio del campo B en la secci6én. Consecuencia del confinamiento del campo magnético es que no
es esencial enrollar las espiras en todo el material sino que es suficiente concentrarlas en una regién
limitada.

Juntemos ahora las relaciones escritas, suponiendo H paralelo a d5'y acordémonos que P es
contante:

Ni:fHdSZ]des:cpfds
m 7>
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Si definimos fuerza magnetomotriz (f.m.m.) y reluctancia del circuito respectivamente las canti-

dades

ﬂ:fHds:Ni, 9.37)
ds
X = ?{ —, 9.38
s (9.38)
obtenemos la ley de Hopkinson
F =RD, (9.39)

la cual es la ley fundamental para el calculo de los circuitos magnéticos. Su utilizacién se puede
esquematizar en la siguiente manera: conocida la geometria del circuito y la permeabilidad
magnética del medio, desde el valor de la corriente que circula en las espiras se obtiene el flujo
y por lo tanto el valor (medio) del campo magnético en todo el circuito o, lo contrario, se puede
calcular la corriente necesaria para producir un determinado campo magnético. Naturalmente el
valor de la permeabilidad deberia de ser aquello correspondiente al estado (H, B) del material,
deducido por el ciclo de histéresis: pero en la ecuacion (9.39) o H o B son desconocidos y la ley
viene usada exactamente para calcular uno conociendo el otro. Por lo tanto esta relacién se puede
usar solamente para los materiales con ciclo de histéresis estrecho y limitando a la regién donde la
relacién entre H y B es lineal; o, por cdlculos aproximados, se puede usar un valor medio de u.
Confrontemos lo obtenido con un circuito eléctrico donde pasa corriente:

&= §E-ds Qﬁ—%HdE
j=oE B=uH
i=[j adx ®= [ B-i,dx
ds
_ ¢ 4d _
R=¢% 7 3
& =Ri F =RD

Observamos que las expresiones son iguales si se cambian
E.H jB o,u i, RZ &, %.

La analogia es solamente formal: en un circuito eléctrico la corriente se corresponde a un
movimiento de cargas, mientras que en un circuito magnético no existe ningin movimiento.
La f.e.m. & proporciona la energia necesaria para mantener el movimiento de cargas, la cual se
disipa en la resistencia R; mientras que .# y Z no corresponden a elementos fisicos donde se
absorbe o se disipa energia. Todavia la analogia es 1itil porque nos permite utilizar herramientas
utilizadas para los circuitos eléctricos también a circuitos magnéticos.

Por ejemplo, si en el circuito magnético existe una interrupcion en aire (llamada entrehierro),
de longitud s, pequeiia con respecto a la longitud s del tramo de hierro y también con respecto
a las dimensiones transversales del circuito, se puede omitir las deformaciones de la lineas de B
debido a la refraccion y suponer que el circuito posee siempre la misma seccion. La riluctancia
total es la suma de las dos riluctancias en serie:

B= R+ Ty =~y 2 N
HX - pHoX px
y se nota que el pequefio tramo s, contribuye més a la rilucancia cuanto mds grande sea k. Se
puede tener k5o > s;: el tramo a permeabilidad menor es el mas importante, como en un circuito
eléctrico el conductor a conductancia menor, o sea a resistencia mayor, es dominante en una
conexion en serie.
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Unidades 9.8.1 La fuerza magnetomotriz se mide en ampere mientras que la reluctancia .% /®
se mide en A/Wb=H"!.

Ejercicio 9.4 Una bobina de N = 200 espiras donde pasa corriente i = 5 A se enrolla en un
anillo toroidal con x;,, = 60 de longitud media L = 50cm y seccién £ =5 cm?. Calcular el valor
del campo magnético y repetir el calculo si en el circuito hay un entrehierro de espesor # = 5 mm.

Solucién. Segin las ecuaciones (9.37), (9.38) y (9.39) tenemos

L F
FZ=Ni=10A, Z= Z:1.33-107H*1, <I>:§:7.54-10*5w1>.

Kin
El campo magnético vale B = ®/X = 0.151T. En presencia de un entrehierro, tenemos

L—nh h L m— L)h m— 1)h
g = 7+7:L:%+u:
.UZ .UOZ .uOKm .uOKmZ

= 1.33-107+0.78-10" =2.11-10’H !,

y el campo magnético es

/ F -5 / CDI
P :§'24'74'10 Wb =— B :§:0.095T.

Se nota que 0.5 cm de aire sobre una longitud de 50 cm (efecto de 1% producen una reluctancia
comparable a la del hierro y una reduccién del campo magnético al 63% del valor sin entrehierro
(B' = 0.63B). El campo magnético es el mismo en el hierro y en el aire, en vez el campo H
cambia

/ /

B B
Hy = —— =1.26-10°A/m, HZ:M—:K,,,H1:7.56~106A/m.
0

g

Se verifica también (entre las aproximaciones de calculo) H, (L —h) + Hyh = N i.

Si la permeabilidad del material fuera mayor, por ejemplo, en un orden de magnitud, en el caso
sin interferente, la reluctancia disminuiria en un factor 10 y el campo magnético aumentaria en
un factor 10, con la misma fuerza magnetomotriz. En cambio, en el caso con un entrehierro, la
reluctancia disminuye poco, porque la contribucién del entrehierro es practicamente constante,
y el campo magnético aumenta poco, llegando a 0.216T. En el limite, para un k;,, muy grande,
mientras B aumenta proporcionalmente, B’ tiende al valor ty N i/h independientemente de K,;
por lo tanto, no es muy util utilizar materiales con &, muy grande. u

Ejercicio 9.5 En el circuito magnético en ﬁgura N =200, s; =30cm, s, =20cm, s = 10cm,
h = 3mm, la seccién del hierrro es £ = 5cm?, la permeabilidad relativa es &, = 250. Calcular
la intensidad de corriente i en la bobina si el campo magnético en el entrehierro es B=5-10">T.
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Solucién. El flujo de B a través cualquiera seccién
del tramo QRST tiene que ser

@, =BX=25-10"Whb.

Este tramo esté en paralelo con el tramo QT y, por
lo tanto, 1P| = %> P, con

2 ~h h
_ 637100 %= M 5041050
.uOKmZ .uOKmZ .uOZ
Sigue @) = %, P, /%, = 3.12-10~* Wb y el flujo total vale ® = &; +d, = 3.37-10~* Wh.

La reluctancia del tramo TV PQ es

N

K =

251+
HoKm

=4.46-10°H!

3=

y la reluctancia total del circuito es

P\ R 6 -1
R=%H3+———=505-1"H".
3+%’1+%2

La f.m.m. necesaria es

—RAD=1.70-1°A — i=

.
2 _85A.
N

9.9 Electroimdan. iman permanente

El circuito magnético més sencillo es el anillo toroidal con un material ferromagnetico. Si el valor
de U es suficientemente elevado las lineas de B y H estdn practicamente todas en el interior del
material, por lo tanto no existe flujo de B en el exterior y las espiras se pueden concentrar en una
regién del material. Estas consideraciones siguen validas si en el circuito existe una interrupcién
de longitud 4 pequefia con respecto a la longitud total s del circuito. El sistema asi descrito se
llama electroimdn, o sea un dispositivo que, alimentado por uno o més inductores, produce un
campo magnético en una reglon de espacio accesible. Desde la constancia de ®(B) sigue que en el
atravesar la regi6n hierro-aire B es continuo y H discontinuo segiin la relacién

B=uH=UyHy.

Laley de Ampere aplicada a una linea en el interior del circuito e incluye el inductor de alimentacién
proporciona

H(s—h)+Hyh=Ni.
Poniéndola a sistema con la ley de Ampere y eliminando Hy obtenemos

—h Ni

——H+ lo— h (9.40)

En el hierro tienen que valer contemporaneamente dos relaciones entre H y B, aquella que se
corresponde al ciclo de histéresis y la ecuacion (9.40) obtenida desde la ley de Ampere y dependiente
de las caracteristicas geométricas y del inductor. En el plano (H, B) del ciclo de histéresis la
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(9.40) es una recta a pendiente negativa, — (s — h)/h, donde aparecen solamente los pardmetros
geométricos; sus intersecciones son
. Ni y Ni
H" = P B = “07'
Fijada la geometria, y por lo tanto la pendiente, al variar de la corriente la recta se desplaza
paralelamente a esta, siendo fijado por el mdximo valor de Ni, la cual también depende de la
méxima temperatura tolerable del inductor, en la cual se disipa energia por efecto Joule. Los posible
puntos de funcionamiento estdn determinados por las intersecciones de la recta con el ciclo de
histéresis; por una corriente son posibles todas las soluciones entre ¢ y b, véase figura 9.11 seguin
como se lleg6 al valor i de la corriente.
Por ejemplo, si empezamos con hierro en el estado virgen
y corriente nula, con el aumentar de la corriente la solucién B|
estd dada por la interseccién de la recta con la curva de primera
magnetizacién: por una corriente i, supongamos que sea d.
Aumentamos ain mds la corriente hasta que la interseccién
coincida con el punto S, donde empieza la saturacién, y luego
volvemos a llevar la corriente a su valor i,: esta vez el punto
de funcionamiento es b. Si llevamos la corriente a cero, in-
vertimos el sentido, llegamos a la interseccion S, y volvemos
atrés hasta i,, el punto de funcionamiento serd c. Asi actuando,
el punto de funcionamiento coincide siempre con un punto
del ciclo, pero con distintos procedimientos de variacién de
corriente se puede obtener cualquier otro punto interno, o sea Figure 9.1 Li Ciclo de histeresis por
entre cy b. el campo H.
Es interesante hablar sobre el efecto del entrehierro. Con-
sideramos inicialmente la ausencia del entrehierro, # = 0. La ecuacién (9.40) es una recta de
ecuacion H = Ni/s paralela al eje B, la cual intercepta el ciclo de histéresis verticalmente, en las
cuales estdn las soluciones. La presencia del entrehierro hace girar la recta en sentido antihorario,
proporcionalmente al tamafo de £ (respetando la condicién /& < s). En la figura 9.11 los puntos a y
b bajan con respecto a los puntos @’ y b’, mientras que sale ¢ con respecto a ¢/, entonces se puede
tener un campo magnético menor o mayor con respecto al caso sin entrehierro.

Observamos otra consecuencia de la forma del ciclo de histéresis, la cual no se tendria con
una relacion univoca entre B 'y H y pasante por el centro: son posibles estados de funcionamiento
con vectores H y B opuestos (puntos en el segundo y cuarto cuadrante). Esto porque, una vez
magnetizado, el hierro conserva la propia magnetizacion y es necesaria una accién contraria,
algunas veces muy intensa, para llevar a cero e invertir la magnetizacion: en las fases del proceso
se realizan situaciones con H en un sentido y By M en el otro o By H en un sentido y M en el
otro, o sea situaciones donde la susceptibilidad toma valores negativos. Tenemos que decir que
los puntos de funcionamiento usuales son aquellos H y B del mismo valor, con corrientes bastante
elevadas; los otros estados se obtienen si se efectda una transicién entre B y —B, pero no se utilizan
comunmente por la simple razén que se quiere obtener el maximo valor de B.

imanes permanentes

Volvemos ahora al electroimédn a C y suponemos, después de haberlo llevado a la saturacién, de
reducir a cero la corriente. El hierro se queda magnetizado y el campo magnético residuo es tanto
m4s alto cuanto mds cuadrado es el ciclo de histéresis (y pequefio el espesor del entrehierro); porque
en tal caso es generalmente grande el campo coercitivo, es dificil desmagnetizar el hierro.
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Poniendo i = 0 en la ecuacion (9.40) se tiene

- s—h
B= _'UOTH'

De otra parte, esta relacién nos permite de encontrar graficamente el valor de B con el método
de la interseccidn con el ciclo de histéresis, de otra parte nos muestra que en el interior del imén
permanente B y H son opuestos. De hecho, dado que en el entrehierro B y H son concordes,
solamente asi es posible satisfacer la ecuacién (9.20) con i = 0. Si no estuviera el entrehierro el
campo magnético tendria el valor residuo B, y el campo H seria cero. Es la presencia del entrehierro
que hace H distinto que cero y discontinuo en el cruce hierro-aire.
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Campos eléctricos y magnéticos variables en el tiempo

Las propiedades locales de los campos eléctricos y magnéticos constantes en el tiempo, vistos
durante el curso de electromagnetismo, estdn establecidas en el vacio por las cuatros ecuaciones de
Maxwell

V.E — %, VAE =0, (10.1)

V-B = 0, VAB=pj, (10.2)
donde las fuentes estan representadas por la densidad de carga p(x, y, z) y por la densidad de corri-
ente f(x, ¥, 2), las dos constantes en el tiempo. La condicion de estacionariedad estd evidenciada en
las ecuaciones precedentes por el hecho que no aparecen las derivadas con respecto al tiempo.

Sabemos que el campo eléctrico E es conservativo y estd generado por las cargas eléctricas fijas;
mientras que el campo magnético B no es conservativo y estd generado por cargas eléctricas en
movimiento estacionario. Aparte esta particularidad, o sea que las fuentes de los campos son siempre
cargas eléctricas, no existe en un dado sistema de referencia ninguna conexion entre fenémenos
eléctricos y magnéticos estaticos y las relativas ecuaciones se pueden resolver separadamente.

Experimentos conducidos por Faraday en Inglaterra e independientemente por Henry en los
Estados Unidos pusieron en evidencia una distinta conexion entre electricidad y magnetismo:
un campo magnético variable en tiempo genera un campo eléctrico no conservativo, el cual en
algunos aparados puede generar una fuerza electromotriz y una corriente en un circuito cerrado; un
fenémenos andlogo se obtiene cuando se tiene un movimiento relativo entre un circuito y un campo
magnético constante. Consecutivamente Maxwell demostrd que para que las ecuaciones por los
fenémenos variables fuesen compatibles con la ley de conservacion de la carga, habia que postular
que un campo eléctrico variable en tiempo originase un campo magnético.

Maxwell llegé asi a una forma mas general de las ecuaciones que gobiernan los fenémenos
eléctricos y magnéticos variables en el tiempo. Las ecuaciones (10.1) - (10.2) son el caso limite
por los fendmenos estéticos. La caracteristica fundamental es que el campo eléctrico y un campo
magnético variables no pueden existir separadamente, y se tiene que hablar de campo electromag-
nético; ademads las ecuaciones de Maxwell dan como solucién un campo electromagnético que
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se propaga con una velocidad que es igual a la de la luz: la dltima viene identificada como un
fendmeno electromagnético rapidamente variable.

En este capitulo estudiaremos los fenémenos eléctricos y magnéticos variables en el tiempo y
formularemos las ecuaciones de Maxwell en la manera més general.

Acordemos algunos conceptos y propiedades que utilizaremos.

La fuerza electromotriz (f.e.m.) estd definida como la integral del campo eléctrico E enuna
linea cerrada, o sea la circulacién de E:

ngl?-ds

y un valor no nulo implica que el campo eléctrico no es conservativo'.
El flujo del camp magnético B a través de una superficie X es

®(B) = /E-ﬁ,,dz.
z

La superficie X tiene como contorno una linea cerrada s y son infinitas las superficies que se apoyan
sobre s. Porque el campo B es solenoidal, propiedad que no depende si los fendmenos son variables
en el tiempo o no, el flujo a través de las infinitas superficies X con el mismo contorno s es el
mismo: se habla por lo tanto de flujo a través de una linea cerrada s o concatenada a la linea
cerrada s, dejando entendido que el flujo se puede calcular sobre cualquiera superficie delimitada
por s. Elegido un sentido de recorrido en s, la orientacién de la normal &, a ¥ sigue la convencién
de la regla de la mano derecha (o del sacacorchos).

Ley de Faraday de la induccién electromagnética

Consideramos una espira A de hilo conductor conectada con un galvanémetro a cero central. Si se
acerca un imén a la espira el indice del galvanémetro se desplaza hacia una direccién mientras que
si se aleja el iméan el indice se desplaza hacia la direccién opuesta; cuando el imdn no se mueve en
la espira no se observa ningin desplazamiento del indice del instrumento.

Los efectos son iguales si se mantiene el imdn parado y se
desplaza la espira. Si substituimos el iman con una espira
A’ en la cual estd un generator de corriente y desplazamos
la espira A’ con respecto a la espira A (o lo contrario) se
observa el mismo efecto. Bajo estas observaciones pode-
mos concluir que en una espira aparece una corriente, que
llamaremos inducida, cada vez que haya un movimiento
relativo entre la espira y un campo magnético B, generado
por un iman o por una espira donde circula corriente.

Para tener una corriente en un circuito es necesario
que en el mismo haya una fuente de fuerza electromotriz,
mejor dicho: desde el movimiento relativo entre una Figure 10.1: Induccién en un circuito
espira y un campo magnético se genera una f.e.m. &; con campo magnético variable.
inducida.

Consideramos ahora otro experimento, conducido por primera vez por Faraday, mostrado
esquemadticamente en figura 10.2. Una espira conectada a un galvanémetro estd puesta cerca de un
solenoide de longitud finita con un nidcleo de hierro. El solenoide esta conectado a un generator y a
un interruptor T con el cual se deja pasar o no la corriente en el circuito. La espira y el solenoide

ol

como por ejemplo en el generator de Van de Graaf (proceso mecdnico) y baterias y acumuladores (reacciones

quimicas)
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no se mueven. En el instante cuando el interruptor se cierra el indice del galvanémetro se desplaza
hacia una direccion y luego vuelve a cero, y se queda a cero cuando en el solenoide circula corriente.
Cuando se abre el interruptor T el indice del galvandmetro se desplaza hacia la direccién opuesta al
caso anterior y luego vuelve a zero. La conclusion de Faraday fue que se puede generar una f.e.m
en un circuito mediante un campo magnético variable en el tiempo: esta se manifiesta solamente en
las intervalos de tiempo cuando el campo magnético producido por el solenoide en los puntos de
la espira, pasando desde cero al valor B al cierre y desde Baceroala apertura, pero no aparece
cuando la corriente y el campo magnético son constantes.

Desde el examen cualitativo de los casos descritos y
en todas las otras situaciones en las cuales se manifiesta

el fenémeno de la induccién, Faraday dedujo que cada O’SBSB
vez el flujo magnético ®(B) concatenado con un circuito ik
varia en el tiempo se genera en el circuito una f.e.m. T

inducida que es dada por el opuesto de la derivada del T

flujo con respecto al tiempo: OSS)S\g
4P (B) L
& =— rat (10.3) o
t T
La ecuacién (10.3) se llama ley de Faraday de la in- O}'}'}'}’\\é
duccion electromagnética (o también ley de Faraday- 1T
Neumann o de Faraday-Henry). Si R es la resistencia del T, o
T
circuito entonces en él circula una corriente
. \
_A__140(B) o D)
R R dt ' ..l

Tiene que estar claro que el efecto principal es aquello !

dado por la ecuacién (10.3), mientras que la corriente
es un efecto secundario. Si en un punto cualquiera del
circuito ponemos un instrumento (sin alterar la geometria
del circuito), se constata que el instrumento signa una
diferencia de potencial (d.d.p.) igual a V = —d®/dr. La f.e.m. inducida se comporta con un
generator.

De hecho esto esta confirmado experimentalmente: cuando un circuito de residencia R y con
un generator de f.e.m. &, estd bajo una variacién de un flujo magnético concatenado, la corriente
sigue la ley de Ohm:

Figure 10.2: Induccién en un circuito
con campo magnético: experimento de
Faraday.

d®(B)
:(g)+@(i:g_ dr

i
R R
o sea: la f.e.m. inducida se suma a la f.e.m. del generator. Claramente, el efecto principal estd dado
por la ecuacién 10.3, mientras que la corriente es un efecto secundario que depende no sélo de la
variacion de flujo del campo magnético sino que también de la resistencia del circuito.
Acordandonos ahora de la definicién de la fuerza electromotriz y de flujo magnético podemos
escribir la ecuacién (10.3) como

s=fEa=-20 = L[5 gas

dr dr Jx
La variacion d®/dr del flujo magnético concatenado con una linea cerrada s origina un campo
eléctrico inducido E;, cuya circuitacién en s es igual a —d®/dr . Claramente este campo no es
conservativo; de otro lado, como hemos puesto en evidencia en la seccién 6.6, los campos eléctricos
no conservativos son aquellos que permiten la corriente en un circuito a través de sus f.e.m. que
representa el trabajo dado a la unidad de carga para cada giro completo en el circuito.
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Ley de Lenz

El signo menos que aparece en la ecuacién (10.3) es
extremadamente importante y se pone en evidencia con 5 8
un enunciado llamado /ey de Lenz: el efecto de la f.e.m.
inducida es siempre tal a oponerse a la causa que ha
generado el fendmeno. Por ejemplo, si en un circuito .
cerrado circula una corriente inducida, ésta tiene sentido @0 s oy gso
tal que el flujo del mismo campo magnético concatenado « “
con el circuito se opone a la variacion del flujo primario &:
si éste aumenta d®/dr > 0 la f.e.m. inducida es negativa
y la corriente creada genera un autoflujo que se opone al
aumento de P, asi que el flujo total a través del circuito crece mas lentamente; lo contrario, si @
disminuye, o sea d®/dr < 0, la f.e.m. inducida es positiva y la corriente inducida genera un un
autoflujo concorde a P, por lo tanto la disminucién es més lenta.

Veremos mas adelante que este comportamiento estd a acorde al principio de conservacion de
la energia.

B;

Figure 10.3: Ley de Lenz.

Unidades 10.2.1 Hemos visto que el flujo magnético se mide en weber (Wb) y es igual a
volt por segundo (Wb = V's), por lo tanto (V = Wb/s). Notamos ahora que tal relacion llega
directamente de la ecuacion (10.3) y obtenemos una nueva definicién: en un circuito se tiene
una variacion de flujo de 1 Wb cuando esta variacién provoca una f.e.m. inducidade 1 Ven 1s.

Origen fisica de la fuerza electromotriz inducida

La ley de Faraday pone en evidencia la relacién entre el campo magnético y el campo eléctrico
inducido

I
]{E,--ds_—g/zB-udE (10.5)

donde X es cualquier superficie que se apoya en un camino cerrado s y éste puede coincidir con un
circuito conductor cerrado o cualquier linea geométrica cerrada.

Es importante repetir lo que se aprendié desde el experimento de Faraday: la variacion del flujo
del campo magnético genera un campo eléctrico inducido y esto es el efecto principal; si E; actda
en un circuito cerrado entonces tendremos una corriente inducida.

El simbolo de derivada parcial en la ecuacién (10.5) indica explicitamente que es la variacién
temporal del flujo a crear el fendmeno. Empecemos ahora a examinar cémo se realiza una variacion
de flujo en el tiempo, listando todas las posibilidades, y luego buscando una clasificacién y una
explicacion fisica.

1. Consideramos un circuito indeformable que cumple un movimiento rigido en una zona en la
cual existe un campo magnético B constante en el tiempo. Si el movimiento es solamente
traslacional y el campo B es uniforme, entonces no se tendrd variacién de flujo; efectivamente
todos los términos en la expresion del flujo son constantes: B es constante y uniforme, la
superficie X es constante y el dngulo entre B y X no cambia en el tiempo. Si el B no es
uniforme el flujo a través del circuito cambia al variar de la posicidn del circuito, en éste
nace una f.e.m. inducida. Una situacién similar ocurre si el movimiento del circuito es
rotatorio y el flujo a través del circuito cambia porque cambia la orientacién del circuito
con el campo magnético (sea el dltimo uniforme o no uniforme). En el caso més general
de movimiento rotacional-traslacional el flujo cambiara en el tiempo. Con lo cual, excluido
el caso de movimiento traslacional en un campo uniforme, tendremos siempre una f.e.m
inducida en un circuito indeformable que se mueve en un campo magnético.
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2. Una segunda posibilidad es que el circuito cambie de forma; en este caso tenemos un cambio
de flujo porque la superficie cambia en el tiempo. Tendremos una f.e.m. inducida con campo
uniforme o no uniforme.

3. El flujo puede cambiar en el tiempo si se desplaza la fuente del campo magnético.

4. Circuito y fuentes de campo magnético fijados: el flujo puede variar si se desliza un medio
ferromagnetico magnetizado, este movimiento cambiara la distribuciéon geométrica de la
lineas del campo B.

5. Por tltimo, en ausencia de cualquier movimiento relativo entre circuito y campo magnético y
de variaciones locales de permeabilidad magnética, tendremos una variacion de flujo si el
campo magnético, uniforme o no uniforme, cambia en el tiempo debido a la variacién en el
tiempo de la intensidad de corriente que lo ha generado.

Las situaciones descritas pueden ser consideras como puntos de referencias ya que hemos consider-
ado sélo casos muy sencillos donde solamente una de las componentes del flujo (B, X y el dngulo
entre B y ii,) cambian en el tiempo. Si quisiéramos, podriamos considerar fenémenos donde todas
las tres cantidades varian. De todas maneras es evidente que la induccién electro-magnética se
puede relacionar a dos causas distintas: el movimiento de un conductor en un sistema de referencia
en el cual las fuentes del campo magnético estdn quietas (puntos 1. y 2.) y la variacion del campo
magnético en un sistema de referencia en el cual el conductor estd quieto (puntos 3., 4. y 5.).

Empezaremos desde la primera causa y vamos a de-
mostrar que en el origen del fenémeno de induccién se
encuentra la fuerza de Lorentz. Para ello, consideramos
una espira conductora que se mueve con movimiento
traslacional con velocidad ¥ en una region del espacio
donde hay un campo magnético B constante. Sobre los
electrones de conduccidn, que se mueven con la espira a
una velocidad v, actia la fuerza de Lorentz

F=—eVAB

y por lo tanto podemos definir un campo electromotor Figure 10.4: Espiral en movimiento

. F )
E=L —3AB. (10.6)
—e

Bajo la accién de E;, las cargas entran en movimiento en la espira y por un movimiento infinitesimal
ds"en la espira se cumple un trabajo por unidad de carga

=

d& =E;-ds=vVAB-d§
y si integramos en toda la espira
(g’,-:]fﬁi-dfzjfmé-df. (10.7)
En el tiempo dr, cada elemento de la espiral se desplaza de d7 = vdz, 1a (10.7) se puede escribir
o= s -
é",-:fv/\B-ds:j{ds/\E'B (10.8)
donde hemos utilizado la propiedad del producto mixto

\_}1X\_/'Z'\_/’:‘,:\_/"ZX\_;:;'\_;]:\73X\_;1'\_;2.
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El vector ds'A d7 tiene médulo igual al area del paralelogramo con lados ds’y d7, descrito por ds
en el tiempo dr, y podemos escribir d¥'ii = ds'A d7, donde i es el vector normal a la superficie ¥/,
véase figura 10.4. Por lo tanto,

dsAd7-B = B-adY = d®’

representa el flujo del campo magnético a través de la superficie ¥'.
En la translacion infinitesimal de toda la espira se describe en total un drea dX a través de la
cual hay un flujo

dcb,:/d@’:fdmd?-éz/é-ﬁdz’.
z

Noétese que la integracion estd en toda la espira, es decir, sobre ds, y que d®’ es un infinitesimal
de orden superior a d®,. Si ahora llamamos @ (B) el flujo concatenado al circuito en la posicién
inicial y ®,(B) a aquel en la posicion final, después de la traslacion infinitesimal se obtiene la
relacién

, (B) — @, (B) +d, (B) = 0.

ésto porque, mirando la figura 10.4, la translacién de la espira “crea” una superficie cerrada dX que
se puede pensar como la superficie lateral del sélido formado y el flujo total que sale de toda la
superficie tiene que ser nulo ya que B es solenoidal. La variacién del flujo a través de la espira es

d®(B) = P,(B) — @ (B) = —d, (B)
y por lo tanto

. d®, (B d®(B
= fonmeas= S2E) __0vB
dr dr

que estd en acuerdo con la ley de Faraday.

Por lo tanto hemos demostrado que cuando un elemento de material conductor se mueve en un
campo magnético, en su interior se crea una separacion de cargas debida al campo electromotor,
el cual ha sido originado por la fuerza de Lorentz. Si los elementos forman un circuito cerrado,
entonces se tendrd una f.e.m. inducida &; distinta de cero y en el circuito circula una corriente
inducida. La &; esta dada por la ecuacién (10.7), pero se verifica que es también igual a menos
la derivada respecto al tiempo del flujo magnético concatenado con el circuito, segin la ley de
Faraday: en los casos considerados el fenémeno de induccién electro-magnetica se reconduce a la
fuerza de Lorentz.

Ejercicio 10.1 Un circuito rectangular estd formado por dos conductores paralelos, cerrados a
la izquierda por un conductor de resistencia R y a la derecha por una varilla conductora mévil
de longitud b y resistencia r.

El circuito esta sitliado en un campo magnético uni- . s N

forme y constante B, ortogonal al plano que contiene N —— ] °
el circuito. Suponiendo que la varilla se mueve por T | R
traslacion con velocidad v en la direccion indicada i *L ® - e & s
en la figura, calcula la f.e.m. y la corriente inducida g .
en el circuito. 5 2 & @ B 3 m%w

Solucién. El campo eléctrico inducido (10.6) actda sobre los electrones de la varilla, cuya
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tension en los extremos de la varilla viene dada por la ecuacién (2.4),
N =g
7= [ ¥xB-di=—vBb:
M

de hecho V'y B son ortogonales entre sy ¥ X Bes paralelo y discordante a M N, cuya orientacion
estd conectada a la de B segtin la regla de la mano derecha. En los otros puntos del circuito, que
son estacionarios E; = 0y, por lo tanto, la f.e.m. del circuito vale

— N —
fi:fva-dg’:/ ¥xB-df= —vBb. (10.9)
M

Llamada x la distancia PN = QM, el flujo del campo magnético a través del circuito vale
®(B) = /E -i1,d~ = Bbx
p)

y segtn la ecuacién (10.3)

do dx
é=———=—Bb— =—Bbv.
’ dr dr
que es la ecuacidn (10.9). La f.e.m. inducida en el circuito es directamente proporcional a la
velocidad con la que se mueve la varilla; si la varilla se mantiene en movimiento con velocidad

constante, la f.e.m. inducida es constante. La corriente inducida, segin la ecuacién (10.4), es

& vBb

= TRT IR

si consideramos que la resistencia de los dos conductores paralelos sea despreciable. El signo
menos indica que la direccion es de N a M: esta corriente genera un campo magnético opuesto a
B, contrarrestando asi la variacién del flujo (ley de Lenz).

En la practica el movimiento della varilla en el campo magnético ha creado un generador de
fe.m. &. El campo electromotor lleva los electrones hacia el punto N y los polos del generador
son M (polo positivo) y N (polo negativo); ademas, esta separacion de cargas produce un campo
electrostatico E,;, por lo tanto, el campo en el circuito vale

— E,+E,=VxB+E, entreM y N en la varilla

= E, entodo el circuito restante donde E; = 0

o

La d.d.p. que se mide entre M y N a circuito cerrado es

VM—VN:(o@i—I’i

Cuando, con la barra en movimiento, se abre el circuito,
la corriente se anula y la d.d.p. medida entre M y N es la
f.e.m. &; del generador. En esta situacion, existe un estado
de equilibrio con un campo eléctrico nulo en el interior /_Z\
de la varilla, ya que el campo electrostético debido a la .

separacion de las cargas es igual y opuesto a E;:

-

E:Eel+VXB:0, EEZI—VXE.
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Pasamos ahora a la segunda causa de induccién, quiere decir a la variacién del campo magnético
visto por un circuito fijo. En este caso la fuerza de Lorentz es nula ya que la velocidad de los
electrones es igual a cero (el circuito no se mueve). De todas manera la fuerza sobre una carga es
dada generalmente por

F=—¢ <E+\7/\§)

la presencia de una f.e.m. inducida se explica con la presencia de un campo eléctrico E: quiere
decir que tenemos que asumir que en una regién donde el campo magnético B cambia en el tiempo
se genere un E;.

Para encontrar la relaciéon entre los campos empezamos desde la expresion

T A
?{Eyds:—E/ZB-udZ.

Aplicamos a la integral de linea del campo eléctrico el teorema de Stokes:

. ﬁ JB
jl{E,--dfz/V/\E-ﬁdZ:— — -adX.
b y ot
La igualdad entre las dos integrales superficiales tienes que ser valida para cualquier superficie ¥,
por lo tanto encontramos

. 0B
VAE = ——
ot

que expresa la relacion entre la variacién en el tiempo del campo magnético y el campo eléctrico
inducido.

Finalmente, tenemos que el campo eléctrico desde el cual calculamos la f.e.m. inducida puede
ser debido a un movimiento del campo magnético o a la variacién temporal del campo magnético:
este segundo fendmeno es algo completamente nuevo, que se afiade a las propiedades de los campos
estudiadas hasta ahora.

La ecuacion (10.10), la cual expresa cuantitativamente la relacion local entre campo magnético
variable y campo eléctrico, es una de las cuatro ecuaciones de Maxwell en la forma mds general.
Esa ecuacién es vdlida en cualquier medio y en particular en el vacid, en ausencia de conductores.

En los parrafos anteriores hemos expresado el campo magnético B como el rotor del potencial
vector X, B=V /\Zf; si insertamos la tltima en la ecuacién (10.10) tenemos

(10.10)

0A . 0A

o 0 -
VAE=—=—VANA=-VA
dt
En general el campo E puede ser debido también a cargas en reposo y su expresién en funcién del
potencial escalar y del potencial vector se escribe

E=——"—VV. (10.11)

Formalmente la ecuacién (10.11) es ain compatible con la ecuacién (10.10) porque el rotor de un
gradiente es identicamente nulo.

Concluyendo, queremos evidenciar el aspecto relativista de algunas propiedades que hemos
visto hasta ahora. Experimentalmente resulta que se mide la misma fuerza electromotriz en el
sistema de referencia en el cual el circuito se mueve con una velocidad v con respecto a la fuente
(en reposo) de B y en el sistema de referencia en el cual el circuito es en reposo y la fuente se
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mueve con velocidad —V; en el primero el efecto estd atribuido a la fuerza magnética F=qgVAB
que actua sobre las cargas en movimiento, en el segundo a la fuerza eléctrica qﬁ que actia sobre las
cargas en reposo, con E dado por la ecuacion (10.11). Esta imposibilidad de establecer un estado
de movimiento absoluto es uno de los conceptos fundamental de la teoria de la relatividad, y los
fendmenos recién descritos constituyen una importante confirmacion.

De tal contesto queda distinto s6lo el caso de ausencia de cualquier movimiento relativo, donde
la variacién de corriente en un circuito en reposo produce la variacién de flujo en otro circuito en
reposo. Sabemos que la ley de Faraday (10.3) conserva su validez y que el campo eléctrico local
estd aun dado por la ecuacion (10.11): eso quiere decir en particular que desde la sola medida de &
no se puede establecer si la variacién de B en el tiempo vista por un circuito en reposo estd debida
al movimiento de una fuente de campo magnético constante o por una fuente en reposo con campo
variable.

Aplicaciones de la ley de Faraday

En esta péarrafo hablaremos de algunas aplicaciones de la ley de Faraday, concentrando nuestra
atencion sobre los proceso energéticos que se verifican en los fenémenos de induccidn electromag-
netica.

Generadores

A tal propésito consideremos un circuito rectangular mostrado en el ejercicio 10.1. Porque la
varilla se mueve con velocidad V en el circuito aparece una f.e.m. inducida &; = —vBb y circula
corriente i = &;/(r+ R). Ahora, si en en el circuito circula corriente i, sobre la barra actiia una
fuerza magnética

B%b? _

F—iNMAB=-2""y,
r+R

que tiene sentido opuesto al movimiento de la barra y modulo proporcional a la velocidad (en la
anterior hay que que acordar que el sentido de NM coincide con el sentido de la corriente, por lo
tanto hay que considerarlo positivo). La presencia del campo magnético por un lado origina la
corriente, de otro origina una fuerza resistente de tipo viscoso, cominmente llamada resistencia de
friccion electromagnetico.

Para ganar esta resistencia de friccién tenemos que aplicar una fuerza externa, igual y opuesta a
F, gastando una potencia

o B2p*y?
P = F V=
ext "V F IR

= (r+R)i* =&i.

La potencia mecanica utilizada para mantener el movimiento se encuentra integralmente bajo forma
de potencia eléctrica gastada sobre las resistencias del circuito. El sistema puede ser considerado
como un generador donde la potencia fornida &;i llega de un accién mecdnica externa; r es la
resistencia interna del generador y R la resistencia externa.

Si en la ecuacién (10.3) no estuviera el signo menos, o sea si la corriente inducida circulase en
el sentido tal que la fuerza magnética no fuera opuesta al movimiento, seria suficiente poner en
movimiento la barra, por ejemplo con un impulso, y sucesivamente el movimiento serfa mantenido
por la misma fuerza F. Tendriamos asi un generador que da potencia eléctrica sin recibir una
cantidad equivalente de potencia bajo otra forma, en contradiccién con el principio de conservacion
de la energia (en la practica tendriamos un generador de corriente perpetuo!). Notamos aqui el
significado energético del signo menos de la ecuacion (10.3), o sea de la ley de Lenz.
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Ejercicio 10.2 Generador de corriente sinusoidal. Una espira rectangular, de lados MN =
PQ =syNP=QM =, gira con velocidad angular @ alrededor de un eje vertical pasante por
el centro de masa, paralelo al lado MN. En la espira actia un campo magnético B uniforme y
constante, horizontal; llamando 6 el dngulo entre B y la normal a superficie: 8 = 0 implica que
i, es paralelo y concorde a B. Calcular la f.e.m. inducida.

Solucién. En los lados MN y PQ, el vector ¥ x B es paralelo y concorde al sentido del recorrido
del lado por lo tanto

e
Vxé-mzﬁxﬁ-@:szsinO, ) p
mientras que en los otros lados F i élﬁé
VXE-IW’:VXE-QT)/I:O \_B ‘9
en cuanto ¥ x B es ortogonal al lado. Por lo tanto WEL )
& =2svBsin0. :
Porque v = ws'/2, ss' = X (area de la espira) y 6 = @1, tenemos
& = wXBsin(wt), (10.12)

expresion de la f.e.m. inducida en la espira debido a la rotacién uniforme en el campo magnético.
El mismo resultado se obtiene también con la ecuacién (10.3)

= = do
®(B) = /EB-ﬁndZ = BXcos0 = BXcos(0wt) — &; = v 0XBsin(wt).

La ecuacién (10.12), aplicable también a un espira plana de forma cualquiera, muestra que la
f.e.m. varia sinusoidalmente, con un valor maximo

Emax = WBX. (10.13)

Si la espira se conecta em seria a un circuito con resistencia total R, entonces tendremos una
corriente

BY
i = sin(@t)

y se gasta una potencia eléctrica

2 2
P:é‘}i:Rizzé%:%sinz(wt). (10.14)

Porque en la espira circula una corriente i, ésta posee también un momento magnético m = i¥,
por lo tanto, para mantenerla en rotacién contra el momento mécanico de las fuerzas magnéticas
que tiende a orientar 711 a B, es necesario proporcionar una potencia mécanica

&2
P=M®o = (mBsinB)w =iwBXLsin(0t) = %sinz(wt)
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igual a la ecuacién (10.14).

Hay que tener en cuenta que esta energia siempre debe ser suministrada al sistema. De hecho,
en el primer semiperiodo (0 < 6 < &, sin6 > 0) la corriente inducida circula en el sentido de
marcha prefijado y el momento magnético /i forma el dngulo 8 con B: aumentando 6 con el
tiempo, es necesario suministrar trabajo para la rotacién que desalinea 7 y B. En el segundo
semiperiodo (7 < 6 < 27, sinf < 0) la corriente cambia de direccién y 7 forma con B un
angulo 6 — &, todavia menor que 7 y creciente; en consecuencia el trabajo debe ser suministrado
como antes. A los efectos pricticos, interesa mds su valor medio a lo largo de un periodo
que los valores instantdneos de la potencia, teniendo en cuenta que la utilizacion se produce
normalmente durante tiempos muy superiores al periodo 7' de rotacién. Acordando que la media
en un periodo de la funcién sin? @ = 7/2, tenemos

&;

P, =—;
" 2R

(10.15)
la potencia media en un periodo es igual a la mitad del valor maximo de la potencia instantdnea.
La potencia (10.15) coincide con aquella que proporcionaria un generador de corriente continua
para dejar circular la corriente i en la resistencia R.

Para dar un ejemplo numérico, consideramos una bobina de N = 20 espiras circulares de radio
r=19.9cm, que gira con frecuencia v = 50Hz en un campo B = 0.4T. La f.e.m. maximay la
f.e.m. eficaz son

Emax = OBE =2VBN > =312.6V, Epr = Emax/V2 =221V

La f.e.m. y una corriente sinusoidal son casos particulares de cantidades alternas. u

Motores

El proceso descrito de transformacién de energia mecdnica en energia eléctrica puede ser invertidos
obteniendo movimiento de cuerpos utilizando energia eléctrica dada por un generador.

En el dispositivo en figura 10.5 substituimos la resistencia R
con generador que haga circular corriente en el sentido indicadoen . . . .« « . . .
figura. Ahora la situacién es opuesta, en la barra circula corriente  , » = .
eléctrica y sobre las cargas en movimiento, y por lo tantosobrela | [, . . . |[. . .
barra, actda una fuerza F’, = iBbil, hacia la derecha; consecutiva- &— # A
mente el flujo del campo magnético concatenado con el circuito |
cambia en el tiempo y se genera una f.e.m. inducida la cual hace M
disminuir la corriente en el circuito y por lo tanto frena la barra en
movimiento.

Llamada &j la f.e.m. del generador, la ley de Ohm del circuito

Figure 10.5: Motores con cor-

es riente inducida.

gﬁéﬁ-:ki:ﬂ:w, (10.16)
si con R indicamos la resistencia total del circuito; admitimos que la corriente (pero no la f.e.m. &)
cambie con el movimiento.

Supongamos ademds que a la barra se aplique una fuerza resistente constante F opuesta a la
velocidad, por ejemplo la barra a través de una cuerda y una polea que levanta un peso (en F puede
ser afladida una eventual fuerza de friccién). La ley del movimiento es

. dv
F:Fl—Fo:le—FO:ma:ma
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substituyendo la expresion por la corriente i encontrada anteriormente, se obtiene una ecuacién
diferencial del movimiento de la barra con masa m

dt ~  mR m’

Si por t = 0 la barra estd en reposo, la solucién es

0 RFy —B2b% /mR
V([):<Bb—82bz> (1—6 t/ )

En régimen, por tiempos grandes con respecto a la constante de tiempo T = m R /B?b?, el movimiento
de la barra es uniforme y la fuerza aplicada es nula. Los valores de régimen son

_ % RR
Yo = B B2
i é"o—vab_&
= R "~ Bb
RFy
Eye = —VuBb=—|(&——21.
- = vesr=- (8-

La potencia dada por le generador es
P = Eyociios = (Rive — Ejoo) oo = Ri2 — Ejoviioo = Ri% + Fy Ve (10.17)

El primer termino corresponde a la potencia gastada en la resistencia, el segundo a la potencia
mecdnica necesaria para vencer la fuerza Fy.

El sistema examinado se porta como un motor donde una parte de la energia dada por el
generador de corriente se transforma en cinética.

Corrientes de Foucault

Hemos visto que un campo magnético B variable en el tiempo
genera un campo magnético segutn la ecuacion (10.10): la estructura
de la relacion nos dice que si las lineas de B estén en una direccién
entonces la lineas de E estén en el plano ortogonal a esta direccién
y concatenando con aquella de B, véase figura 10.6. Cuando el
campo magnético varia en el interior de un conductor metdlico el
campo eléctrico inducido origina una corriente concatenada a las
lineas de B, las cuales pueden ser muy intensas si la resistividad
del material es pequefia. El fendmeno lleva a un calentamiento
del conductor y esto se aprovecha por ejemplo en los hornos a
induccioén en los cuales se funden los metales bajo la accién de campo magnéticos variables en
el tiempo a muy alta frecuencia. Si se quieren reducir las corrientes inducidas entonces se podra
laminar la masa del conductor en hojas paralelas a las lineas de B y separadas por capas de material
aislante, asi que la corrientes tienen que cruzar estas capas.

Técnicamente estas corrientes se llaman corrientes pardsitas o de Foucault. éstas aparecen
también cuando una masa metalica se mueve en un campo magnético constante y se deben a la
fuerza de Lorentz sobre los electrones. Segtn la ley de Lenz el efecto ralentiza el movimiento en
campo magnético (friccién electromagnética) y es exactamente por esta razén que se utiliza tal
fenémeno.

bt
.

Figure 10.6: Corrente de Fau-
colt.
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Una demostracién sencilla puede ser de utilizar una pequeiia
placa metdlica colgada a una barra que oscila, como en figura
10.7. La placa metélica por lo tanto entra y sale de una regién con
un campo magnético constante y ortogonal a la placa. La placa
viene frenada cuando entra en la zona con el campo magnético
(variacién del flujo de B), no lo estd cuando se encuentra en el
campo magnético y vuelve a ser frenada cuando sale. Lo qué
ocurre es que la variacién del flujo del campo magnético crean
corrientes que se oponen a las variaciones mismas (la ley de Lenz).
Si se practican cortes en la placa se reduce el efecto frenado, esto
porque se interrumpe la circulacién de la corrientes inducidas.

El freno electromagnético se utiliza en muchas metropolitanas:
se activa un electro-imdn puesto bajo un vagon cerca de las vias
férreas, esto genera corrientes de Foucault en las vias con las cuales
frenan el vagon. El sistema es muy ventajoso porque la accién de
frenada se puede ajustar variando la intensidad de la corriente que
excita el electro-iman.

Figure 10.7: E y B en corri-
entes de Foucault.

Ley de Felici. Medidas del campo magnético

Hemos visto que cuando una espira de resistencia R se mueve en un campo magnético B, en ella se
crea una corriente inducida

1do

= ———

R dr

En el intervalo de tiempo desde #; a #, en la espira fluye una carga g dada por

n2 1 [ o —-P

g= [ it)dt=—= [ do="1_"2 (10.18)
1 R Jo, R

El valor de la carga no depende de la ley temporal con la cual varia el flujo, sino sélo del valor

inicial y final. La ecuacién 10.18, conocida como la ley de Felici, es muy importante en la practica

porque proporciona un método sencillo para medir la intensidad del campo magnético.

Ejercicio 10.3 Disco de Palmieri. Una bobina plana formada por N = 3000 espiras de 4rea
Y~ =4-10"2m? y resistencia total R = 10> Q. El montaje mecénico es tal que el eje de rotacién
se orienta en cualquiera direccién. Pongamos la bobina en un plano horizontal y le damos una
vuelta de 180°. La variacién del flujo se debe a la componente normal B, del campo magnético
de la tierra y la carga que se pone en movimiento es

_A® 2NEB,

=%

=0.24B,.

Si por ejemplo en el lugar B, = 0.4-107*T, g = 9.6 - 10~ C. Poniendo la bobina verticalmente
y a lo largo del paralelo terreste, con una rotacién de 180° se mide ¢ = 0.24 By y se mide la
componente tangencial del campo magnético terreste.

10.6 Autoinduccion

En el parrafo 8.5, hemos puesto en evidencia como el campo magnético generado por la corriente
que fluye en un circuito origina un flujo magnético a través del circuito mismo, llamado autoflujo el
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cual es proporcional a la corriente i a través del coeficiente de autoinduccién L. El coeficiente L
depende de la forma geométrica del circuito y de la permeabilidad magnética del medio donde se
encuentra el circuito.

El concepto de autoflujo tiene mucha importancia cuando la

corriente en el circuito no es constante en el tiempo o cuando se B

varia la forma del circuito (o la variacién de las dos). En ambos \ \\ /‘ /

casos el flujo concatenado con el circuito cambia en el tiempo y \“ ‘/ /

en el circuito aparece una f.e.m. inducida la cual con sus efectos (D
|

se opone a la variacién que lo ha generado. La f.e.m., llamada
de autoinduccidn, se calcula insertando la definicién de autoflujo / //
& = Li en la definicion de f.e.m. inducida

®=1Lj
L= T T B (10-19) Figure 10.8: Autoflujo de una

I . . . .. espira.
En los casos practicos mds comunes el coeficiente de autoinduccién p

es constante y la anterior es

di

& = —L—.
L dr

(10.20)
La anterior da la definicién del coeficiente L de cualquier circuito, rigido, en un medio cualquiera.
Hay que suponer que la variacién de corriente no sea muy rapida para que la corriente tenga el
mismo valor en todo el circuito.

El coeficiente de autoinduccién de un circuito viene normalmente llamado inductancia. Un
circuito con inductancia no nula se llama inductivo; cuando la inductancia se puede pensar concen-
trada en un tramo particular del circuito, por ejemplo porque el hilo conductor esta enrollado para
formar un solenoide, se dibuja aquel particular conductor con en nombre de inductor y se utiliza el
simbolo mostrado en figura 10.9.

La unidad de medida de la inductancia es el henry, definido en la
seccion 8.5.1; los valores de L son normalmente pequefios a menos que
el inductor tenga un nuicleo de material ferromagnetico. De hecho, en W
los circuitos donde la permeabilidad magnética es cerca a la unidad los
efectos son despreciable (como hemos hecho hasta ahora). Figure 10.9: Inductor.

La presencia de un inductor en un circuito impide a la corriente de
aumentar o disminuir instantdneamente, porque segun la ecuacion (10.20), la variacion genera
una f.e.m. que se opone a la variacién misma. Examinemos el problema en el circuito mas
simple llamado circuito RL en serie formado por un generador de f.e.m. & y resistencia interna
despreciable, por un inductor con inductancia L y por un resistor R.

Las variaciones de corriente son causadas inicialmente

por la abertura y cierre del interruptor 7. Porque estas MW
variaciones originan la f.e.m. (10.20), la ley de Ohm por

el circuito es

di
E+6, =Ri = g:Ld—;JrRi, (10.21) “ T

e integrando tenemos
Figure 10.10: Circuito RL.
&—Ri=Ae R/L, (10.22)

donde A es una constante de integracion la cual se determina segin las condiciones iniciales.
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Cierre del circuito
Cuando a ¢t = 0 se cierra el interruptor, la corriente, que era nula, tiene que ser nula porque es
imposible una variacién instantanea, por lo tanto la constante de integracién es A = & y la corriente

es
i) =2 (1 _ e*f/f) , (10.23)

R

donde T = L/R es la constante de tiempo del circuito. El valor a regimen de la corriente es i, = & /R
corresponde a la ley de Ohm por corrientes constantes. En la practica el valor a regimen se llega en
tiempo que es controlado por la constante de tiempo 7: mayor es la inductancia, mds tiempo es
necesario para llegar al valor de regimen. :
La f.e.m. de autoinduccién es

oo

di i(t)
& =—L—=—&/7. N
L dr
En cada instante la diferencia entre el valor a regimen y el in(t)

valor efectivo es

& &
lo — (1) = Ee"/f = —Tf =i
Figure 10.11: Corriente en el cir-

y por lo tanto i(f) = i. — iy: durante la fase transitoria se cyito RL en rojo; en azul es la ex-

manifiesta otra corriente aparte aquella medible con laley de  tracorriente de cierre, en negro el

Ohm aplicada al resistor, llamada extracorriente de cierre. valor de la corriente en regimen.
SiR=100Q, con L=10"°H tenemos un 7 = 10~%s, con

L =10"2H tenemos un 7 = 1077s: el regimen de corriente constante llega muy rapido con los

valores de L de un circuito normal. Si cerrdramos un circuito con un electroiman, que puede tener

L~ 1HyR=1Q, laconstante de tiempo seria del orden del segundo.

Abertura del circuito

Cuando se abre el circuito al tiempo # = 0 la corriente tiene que tener su valor de regimen i, = & /R.
Supongamos que abriendo el interruptor la resistencia pase desde R al valor R mucho mayor que R.
La constante de integracion es

R/
A:éo—R’im:é"—R/(g):éo<l—>.
R R

La expresion de la corriente, puesto " = L/R’

é@ / é@ / é@ / /
i(t) = — <1 feft/r) + 2T et =T
®) R R R
La igualdad aproximada vale si R’ > Ry si el tiempo ¢ es bastante breve. La corriente va a cero
con constante de tiempo 7/, tan menor cuanto mayor es R'.
La f.e.m. de autoinduccion vale
di R /
& =—L—=—8&e "
k dt R
y es particularmente alta a la abertura: port =0, 8, = R'& /R > &; la corriente correspondente
esi; = & /R =i(t) y de hecho la tnica f.e.m. es la &7. Esta corriente, distinta que cero se llama
extracorriente de abertura. La f.e.m. se manifiesta cuando se abre el interruptor, como una d.d.p.
entre los contactos del interruptor, la cual origina una chispa se el dielectrico es el aire. R’ puede ser
pensada como la resistencia de la chispa. Para evitar estos fendmenos que pueden ser destructivos
para los interruptores a grandes escalas como aquellos de las distribuciones hidricas, se ponen estos
en una solucién de aceites.
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Energia magnética

La presencia de una f.e.m. en un circuito implica, por definicién, un trabajo sobre las cargas
que constituyen la corriente, positivo o negativo segun el signo de la f.e.m. (positiva o negativa
respectivamente).
Consideramos el circuito RL usado anteriormente y escribimos la ley de Ohm en la forma
di

&=Ri+L—.
1+ &

La potencia erogada por el generador cuando la corriente toma el valor i es

Ny
é”i:Riz—i—Lid—; (10.24)

y el trabajo en el tiempo df vale
&idt =Ri®dr + Lidi. (10.25)

La ecuacién (10.25) expresa el balance energético del circuito. El primer termino, equivalente
a &dg, es el trabajo cumplido por el generador, segin la definicién de f.e.m. de un generador.
El termino Ri’dr representa el trabajo gastado para dejar circular la corriente en el circuito y
transformado en calor (efecto Joule), el termino Lidi es el trabajo gastado contra la f.e.m. de
autoinduccién & = —Ldi/dt para aumentar la corriente desde i a i + di.

Los valores de los tres términos en la ecuacién (10.24)
estan mostrado en figura 10.12 con i(f) dada por la P
ecuacion (10.23). Fijado un cualquier valor de ¢, la area debajo
de cada curva entre cero y ¢ proporciona el trabajo correspon-
diente. Cuando la corriente ha llegado al valor de regimen, el
generador continua a dar la potencia

Ri?

Eiw=Ri )

T 27 37 4T 5T t

necesaria para mantener la corriente constante en el circuito.

En el interval de tiempo en el cual la corriente pasa de

cero al valor i (que en particular puede ser lo de regimen) el

generador aparte del trabajo correspondiente por el fecto Joule
tiene que gastar el trabajo:

Figure 10.12: Potencia en el cir-
cuito RL: en rojo la potencia del
generador, en azul de la resistencia
y en verde de la inductancia.

i 1
w :/ Lidi= =L,
0 2

el cual no depende de la manera con la cual ocurre la variacién de corriente, sino que solamente de
los valores iniciales y finales. Podemos por lo tanto definir la energia intrinseca de la corriente:

1
U, = 5Liz, (10.26)
cuya variacion proporciona el trabajo del generador contra la f.e.m. de autoinduccién durante la
correspondiente variacién de corriente.
En el transito desde cero a i.., Uy = Li?/2; si se abre el circuito la corriente llega a cero segin
/ . . .
laley i = (&/R)e ®"/L y en la resistencia se gasta trabajo

e 52 0 / 1 éa 1
2 / —2R't/L 2
R'dt =R — dt =-L—==Li,.
/0 : R? /o ¢ 2°R? 2 feo
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Durante la disminucién el trabajo para dejar circular la corriente estd fornido por la energia
intrinseca: la energia almacenada en la inductancia se encuentra al final disipada bajo forma de
calor en la resistencia.

La expresion (10.26) de la energia intrinseca sugiere que ésta esté conectada a la corriente y por
lo tanto localizable en el circuito donde fluye la corriente. De otro lado esta energia ha sido obtenida
a través del trabajo contra la f.e.m. autoinducida, conectada a la variacién del flujo magnético, que
en este caso ha sido debido a la variacién del campo magnético; al final de la variacion, cuando
la corriente es constante, en el espacio donde estd el circuito existe un campo magnético que no
existia antes. Viceversa, cuando se apaga, es la f.e.m. autoinducida que da energia manteniendo
la corriente y al final el campo magnético ha desaparecido. Estas condiciones hacen pensar de
conectar la energfa (10.26) al campo magnético, localizdndola en el espacio donde existe el campo
magnético: la energia intrinseca de la corriente aparece como energia magnética, en el mismo
sentido de como hemos definido una energia electroestitica conectada al campo E, secci6n 4.3.

Para comprobar que la ecuacién (10.26) estd distribuida con una densidad que depende del
valor local del campo magnético, consideramos un solenoide lineal indefinido largo d; el coeficiente
de autoinduccién por unidad de longitud es

L= uon*sd

donde X es la seccién del solenoide lineal. De otro lado el campo magnético generado por este
solenoide es B = lyni, por lo tanto la energia intrinseca (o magnética) es
1 1

1 1
U= -Li* =~ (un’td)i* = —B’Sd = —B*
L=5Lit =3 (Hon’2d) i 2 o T

donde 7 es el volumen del solenoide. La densidad de energia magnética por unidad de volumen es

ﬂ — LBZ_
T 22U

Um

Considerando la estructura de esta expresion, la cual depende solamente del valor del campo mag-
nético y de la permeabilidad del medio (el vacio), estamos inducido a pensar que el resultado valga
siempre, en el vacio, cualquier sea el campo magnético y la fuente que lo genera. Acorddndonos que
en el vacio B = NOFI , decimos que en una regién donde existe un campo magnético estd presente
una energia distribuida con densidad

B 1 5 1

= 5 = yHoH = 3BH. (10.27)

Um

que llamamos densidad de energia magnética. En un volumen d7 alrededor del punto P donde el
campo magnético vale B estd presente una energia magnética

2
dU,, = u,,dt = B—dr
210

y la energia magnética se obtiene integrando en todo el espacio donde B es distinto que cero:

Un :/idf. (10.28)
© 2o

La formulacién de la ecuacién (10.28) es de hecho la mas general.
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Ejercicio 10.4 Un cable coaxial estd formado por dos superficies coaxiales cilindricas de radios
R; y R;. Una corriente i fluye en una direccion en el conductor interior y en la direccién opuesta
en el conductor exterior. Calcular la inductancia y la energia magnética por unidad de longitud
del cable.

Solucién. Las lineas de campo B son circunferencias de radio r contenidas en un plano ortogonal
al eje del sistema. El campo magnético es distinto de cero s6lo entre los cable coaxiales y vale

g M

= , Ri<r<R.
2wr

Consideremos el rectangulo infinitesimal largo a y de altura dr, de area dX = adr, ortogonal a
la lineas de B. El flujo a través de este rectdngulo es

Moiadr
o r

d® = BdY = Badr =

Integrando desde R; y R, tenemos

q):uoia/der:uoialnRz’
2x Jr, 1 2r Ry

y por unidad de longitud (a = 1)

R 1 1 upi> . R
2 ga= L= 2 (10.29)

:?_“Lon =
R’ 2 22 R

L = —1
i 27
| |

Podemos ahora examinar el problema de la energia magnética cuando tenemos un material
magnético. Por simplicidad consideramos un circuito magnético toroidal con N espiras, con seccién
pequefia con respecto al didmetro del anillo, para considerar B constante en la seccién. Dejando
pasar la corriente desde el valor cero al valor i el fljo concatenado con las N espiras cambia y nace
laf.e.m.

do d dB
& =——=——(NXB)=—-NX—.
! dr dr ( ) dr
En un instante genérico la ley del circuito es

dB

&=Ri—&=Ri+NX
dt

y el trabajo gastado es
&idt = Ri*dt + NXidB.

La variacién de la energia magnética es
dU,, =NXidB=HdB2nrX,

acordando quer H = Ni/2xr. Por lo tanto la variacion de energia magnética por unidad de volumen
du,, = HdB.
En los medios lineales tenemos B = ,uﬁ con U independiente de H y por lo tanto
B 1
o :/ HAB = uy = SHB (10.30)
0

la cual es la misma expresion de la ecuacion (10.27) (aparte el uso de ().
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Cuando el material es ferromagnetico la relacién entre B B
y H no es analitica sino que esta representada por el ciclo de
histéresis y la integral ecuacion (10.30) no lleva a un resultado
unico.

Con riferimento a la figura 10.13 consideramos la
variaciéon de H desde cero hasta Hp.x el cual conlleva un
desplazamiento del punto representativo del estado del sistema
desde el punto P hasta Q; en este proceso el generador da
trabajo

Qo
upg = / HdB = area del tridngulo curvilineo PQR;
P Figure 10.13: Energia magnética

upg es positivo porque H es positivo y, porque B crece, tam- Pard materiales ferromagneticos

bién dB es positivo. Si luego se lleva H a cero desde Hpx €l
sistema pasa de Q a S'y el trabajo vale

S
ugs = / HdB = area del tridngulo curvilineo RQS;
o

que es negativo poque dB es negativo ya que B decrece. En total y por unidad de volumen en el
semiciclo el generador gasta mds de cuanto recibe y la perdida es

upQs = upQ +ugs = area del tridngulo curvilineo PQS.

Completando el ciclo, el trabajo gastado y no recuperado por unidad de volumen del material es
W‘L’ == %H dB 5

que es igual a la area de la curva del ciclo de histéresis: W; estd absorbido por el material y
trasformado en calor.

Presion magnética

Habiamos calculado la fuerza entre las armaduras de un condensador cargado conectado a un
generador que mantiene constante la d.d.p. entre ellas. Escribiendo el balance energético del
proceso hemos demostrado que la componente de la fuerza entre las placas se calculaba como

F, = <aUe> .
dx V=const

En la practica varia la capacidad del sistema y la constancia de la d.d.p. conlleva un desplazamiento
de cargas con un sucesivo trabajo del condensador; la variacién de la energia total, suma de la
energia interna del generador y de la energia electroestdtica, resulta igual y opuesta a la variacién
de la energia electroestatica dU = —dU..

Consideramos ahora un circuito que contiene un generador y donde pasa corriente i y haya
una deformacidn del circuito y la inductancia cambie de L a L+ dL; supongamos que el generador
consiga mantener constante la corriente, trabajando contra la f.e.m. inducida que aparece en el
circuito debido a la deformacidn,




226 Chapter 10. Induccién electromagnetica

En el circuito también cambia la energia magnética de
dU, = L2dL
m = 2l
y el generador cumple trabajo
AWen = —&idt = i*dL = 2dU,,,

a través de un gasto de su propia energia interna dWgen = —dUgen.
La variacién de la energia total, suma de la energia interna del generador y de la energia
magnética, es

AU = dUqen + AU, = —dWgen + AUy, = —dU,,

opuesta a la variacion de la energia magnética. Sigue que

U oU,,
= (8x>izmt N <ax>izmst ' (10.31)

Si la variacién de la inductancia es positiva y por lo tanto la energia magnética aumenta, la energia
total disminuye y el sistema cumple trabajo: €l tiende a evolucionar espontdneamente hacia estados
donde la energia magnética es mdxima.

Presion magnética
Las esiras de un solenoide lineal estdn sometidas a una fuerza radial r dirigida hacia el exterior. La
fuerza magnética ejercida sobre una espira por las otras es siempre inversa: la fuerza elemental
sobre cada seccion de la espira se dirige siempre hacia el exterior. Realicemos el cdlculo aplicando
la ecuacién (10.31); la energia magnética contenida en un tramo de solenoide largo d y con seccién
¥ = 7tr? se obtiene desde la ecuacién (10.28):

B? B?

Up=-—2Xd=—nrd,
2o 219

asumiendo que B sea uniforme. La fuerza vale

d B?
F = <Um> =_—2nrd.
dr i=const 2“0

Si S =2mrd es la superficie lateral del tramo de solenoide largo d y vemos que sobre tal superficie
actda una presion
F B

=_—=_ 10.32
P=5 = 2 (10.32)
la cual coincide con la densidad de energia magnética en el solenoide. En el caso especifico

B = ugni = Uy js, con j, la densidad lineal de corriente, y por lo tanto

1 . 2 1 .2
= —Up(ni)” == .
p 2#{)( ) FHoJe
Si el solenoide tiene un nicleo de material con permeabilidad magnética i = Uyk;,, la energia
magnética y la fuerza son, a paridad de corriente, k, veces aquella del vacio. Por ejemplo, en un
solenoide capaz de producir un B = 1T, la presién vale p ~ 4-10°Pa, o sea 4 veces la presién
atmosférica; sobre una drea de 1 m? esto equivale a la fuerza peso de una masa de 40 toneladas

(4Kg/cm?).
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Fuerza sobre un material magnetizado

Una barra de material con permeabilidad magnética relativa x;,, = 1 + ),,, se inserta parcialmente,
por un tramo x al interior del solenoide lineal de largo d, que tiene la misma seccién de la barra.
Para los cdlculos, admitimos que la inductancia tenga la expresién (8.33). Por lo tanto, teniendo en
consideracion que en el tramo x estd el material y que en el tramo d — x el vacio:

L=pun’Lx+ ,LLOnZZ(d —X).

La energia magnética es

1 1 1
U= 5Li2 = 5uonzz [d+ (16, — 1)x]i® = 5uonzz@ur AmX)i* . (10.33)

Segtn la expresion (10.31), la fuerza vale

du,, 1, 2 1 )
F= <dx)i_wns[ = Euon YXmxi” = Equme . (10.34)
Si la susceptibilidad magnética ), es positiva (materiales paramagneticos y ferromagneticos) la
energia magnética aumenta con x, la fuerza es positiva y la barra viene atraida dentro el solenoide,
hacia el estado de méxima energia magnética cuando x = d. Si J,, es negativa (materiales dia-
magneticos), la barra es empujada hacia el exterior. La fuerza no depende de la posicion, en
el aproximacion de solenoide indefinido. Se observe que la fuerza (10.34) coincide con aquella
encontrada para los dieléctricos, F = &), YE? /2.

Ejercicio 10.5 Un circuito magnético consta de una seccioén en forma de U, sobre la que se
enrollan N espiras donde fluye una corriente #, y un anclaje del mismo material ferromagnético
que el material a forma de U, separado de ella por una pequeia distancia x. Llamemos X a la
seccion del circuito magnético y s+ 2x a la longitud total del circuito magnético. Calcular la
fuerza con la que el ancla es atraida por el imdn a U.

Solucion. Para calcular el campo magnético seguimos el método expuesto en el parrafo 9.8. El
teorema de Ampere para el campo H da

2xHy+sH=Ni

mientras que la relacioén entre By H es

B=poHy = puH = o Kn H

ya que el campo magnético es el mismo en todo el
circuito mientras que H cambia. Por lo tanto,

oK T 2gxts
La densidad de energia magnética en el entrehierro y en el medio son respectivamente
B> 1 k2(Ni)?
= omp o 2t (21?,,1(x+)s)2 :
B> 1 k,(Ni)?
2 22t )2

Uy =
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y la energia magnética total del circuito es

1 K, (Ni)Z
Un,= 2xX Y=—lUy——"—,.
m = Yo o+ ZX 2 s 2“0(2Kmx+s)’

La fuerza sobre el ancla es

AU, Hoky (NI’ 7 B?

F=5m 26
dx (21,x +5)2 G2/.L0

donde se utiliz6 la expresiéon del campo magnético encontrada anteriormente. Dividiendo por el
area 2X de las superficies enfrentadas se obtiene la expresion (10.32) para la presion magnética,
que por tanto también es vélida en estos casos. El signo negativo se debe a que la energia
magnética disminuye al aumentar de x y muestra que la fuerza es atractiva. Si el ancla esta
unida a un muelle, que tiende a alejarla del imén, reducir la corriente a cero puede hacer que
predomine la fuerza elastica y que el ancla se desprenda, mientras que aumentar la corriente
hace que predomine la fuerza magnética y que el ancla se adhiera al iman. De este modo se
realiza un movimiento controlado electromagnéticamente que puede utilizarse para abrir y cerrar
un interruptor, para sistemas de acoplamiento o soporte y otras aplicaciones diversas.

Induccién mutua
Hemos ya hablado del coeficiente de mutua induccién entre dos
circuitos £(t)

M Dy Dy |_©

. . b
3 2

. . . R
la demostracion de la igualdad de los dos coeficientes M, = R g

M, 1 hubo efectuado utilizando el potencial vector, ahora la de-
mostraremos utilizando el balance energético. L, Ly

Dos circuitos para los cuales M # 0 se dicen acoplados: estos L4
estan caracterizados completamente por sus resistencia, sus induc-
tancia y por el coeficiente de induccién mutua, llamado también Figure 10.14: Mutua induc-
inductancia mutua; ésta dltima depende de la forma de los circuitos tancia entre dos circuitos.
y de sus posiciones relativas (y del material).

La variacién de corriente en el primer circuito genera una
variacién de flujo concatenado en el segundo con una creacién de f.e.m. inducida (en el se-
gundo) y viceversa. Suponiendo que M sea constante (circuitos fijados y permeabilidad constante),
se obtiene por las f.e.m. inducidas en un circuitos

p_ 4Py, dip ,:_d‘I’Lz:_Mﬂ
! dr a2 dr dr
Ademas hay que sumar las f.e.m. de autoinduccion por cada circuito
di dip
Sl =—Li—, & =—-L,—.
! Var ™2 > dr
Tenemos por lo tanto un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas
di dip
Et)—Li——-M— = Rji
(- -ME = Riir,
dip di _
—Lh—-M— = Rz,
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También para circuitos acoplado se define una energia magnética de manera andloga a cuanto visto
para el circuito R L.

Supongamos de tener dos circuitos véase figura 10.15, con i} =
i» = 0y llevamos la corriente i; al valor de regimen manteniendo
i» = 0; para que esto ocurre el generador tiene que gastar una
energia U; = Lli% /2. Sucesivamente se lleva la corriente i, al
valore de regimen dejando constante i;: el generador del segundo
circuito gasta una energia U, = Lp i% /2y el generador del primer
circuito tiene que gastar energia

Ur1 = —/g{ildl‘ =M iyis.

Figure 10.15: Mutua induc-

debiendo trabajar contra la f.e.m. de induccién mutua. tancia entre dos circuitos.

En total el trabajo gastado por los generadores es

1o, 1. .
lel% + *Lzl% + My 1iqiy .
2 2 ’
Si cambiamos el orden, o sea llevamos antes iy a regimen con i; = 0 y luego i; a regimen con i,
constante el trabajo gastado es

1o, 1 5 .
—Lyiy + = Lyi5s + M 20y
2 2
Porque el estado inicial y el estado final son iguales en ambos casos, igual tiene que ser la variacién
de energia magnética y por lo tanto M, = M, ; = M. Por lo tanto la energia magnética de dos
circuitos acomplados es

1

1
Un = 5L it + Ein% + Mijiy.

Corriente de desplazamiento. Ley de Ampeére-Maxwell.

El campo magnético en el vacio satisface a la ley de Ampere

j{ﬁ-di' = uoi:uo/f~ﬁd2 (10.35)
x
VAB = poJj (10.36)

respectivamente en forma integral y en forma diferencial. En la ecuacién (10.35), la superficie X
a través de la cual se calcula el flujo de la densidad de corriente es cualquier superficie que tiene
como contorno el camino s que concatena la corriente i, y en la cual se calcula la integral de linea
de B.

Se ha demostrado que la (10.36) estd en acuerdo con la conservacion de la carga eléctrica
solamente en el caso estacionario. Por ejemplo, calculando la divergencia tenemos

—

V-VAB=pyV-j=0

es igual a cero porque el producto mixto V-VAB=0.Y efectivamente V - j =0 es la forma
diferencial de la conservacion de la carga eléctrica en los proceso que no cambian en el tiempo. En
el caso general, si la carga cambia en el tiempo, tendremos

ap

v.i 2P _o 10.37
J+ 5 ( )
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y la dltima no tiene divergencia nula.

La no-validez de la ley de Ampere en condiciones no estacionarias se puede constatar en el
proceso de carga de un condensador. A la hora de estudiar los circuitos se ha admitido, utilizando
la ley de Ohm en todo el circuito, que en todo el circuito circula una corriente eléctrica, sin tener
en consideracion que entre las armaduras del condensador estd presente un medio aislador y no
puede haber una corriente de conduccioén. En realidad, en una armadura del condensador se verifica
una variacién de carga dg/dz, que corresponde a la corriente entrante en la armadura y en la otra
armadura hay una variacion, igual en médulo y opuesta en signo —dg/dt, que corresponde a la
corriente que sale. A través de una superficie que considera las dos armaduras tenemos un flujo
total de carga nulo, como si hubiese continuidad en el circuito, y eso ha sido suficiente pare resolver
el circuito RC.

Si ahora consideramos una superficie cerrada que
contiene s6lo una de las armaduras, no importa cual de DA
ellas, el flujo j no es nulo porque existe una carga entrante
(o que sale), pero en el espacio entre las armaduras del
condensador no hay ningin pasaje de cargas, véase figura
10.16.

La integral de linea de B en la linea s (contorno de
Y1) es distinta de cero, pero en X; tenemos R

Pt

o dg
i, dX=1= —
/zlj tn : dr Il

y en la superficie ¥,, que sigue apoyandose en s, pero no
encuentra el hilo, tenemos

/ J 0, d2=0.
py)

Por lo tanto, en este caso, €l vector densidad de corriente no es solenoidal, como deberia de ser
segin las (10.35) y (10.36).

Para resolver este problema, Maxwell pensé en extender el significado de la densidad de
corriente, razonando de esta manera. Expresamos la derivara de la densidad de carga utilizando la
ley de Gauss:

Figure 10.16: Circuito

ap J_ - OF

la (10.37) se escribe

. OE - OE
Vi V.—=V.[j V.-— | =0.
Jt& ot (]+go 8t>

El vector

- - JE
Jtot:J‘H'?OV';

se llama densidad de corriente total. Modificando la ley de Ampere, utilizando f',,,t, tenemos

. . OF
?{B-da?:uo/(j—i—sov-&>-ﬁnd2:,u0(i+is) (10.38)
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que se llamar4 Ley de Ampere-Maxwell, y localmente

-

= 2 JE a4
VAB =l (H—Sov'at) —Ho(H-Js) .

Las cantidades i; y jg seran:

. O
.]S - SOat

. JOE ID(E

se llaman respectivamente densidad de corriente y corriente de desplazamiento en el vacio. Clara-
mente no tenemos que confundirnos con el nombre pues Jjsno corresponde a ningln desplazamiento
real de cargas.

Laley de Ampere-Maxwell por lo tanto atribuye los mismos efectos magnéticos de una corriente
de conduccidn a las variaciones temporales del campo eléctrico.

Como veremos, la confirmacién més significativa del razonamiento de Maxwell llega de la
ondas electromagnéticas; estas derivan exactamente del hecho que la variaciéon temporal de un
campo genera otro campo

0B .

5 — F Ley de Faraday

oF a .

o — B Ley de Ampére-Maxwell

Los campo E' y B producidos son también ellos variables y en condiciones apropiadas se genera
una propagacion.

Ejercicio 10.6 Un condensador plano con armaduras circulares de radio R estd conectado a un
generador que establece un campo eléctrico E = E sin @¢. Calcular el campo magnético Benel
interior del condensador en funcién de la distancia r del eje y la f.e.m. inducida en un solenoide
toroidale de radio medio r coaxial a las armaduras.

Solucién. Consideramos una circunferencia de radio r < R al interior del condensador, con
centro en el eje del sistema; a lo largo de esta la circuitacién de B es 27rB, en cuanto por
razones de simetria las lineas de B son circunferencias como la dada. En un cierto instante el
campo E es uniforme en el plano de la circunferencia y la ley 10.38 se escribe

JE ®(E JE
2”rB:80H0/§'MndZ:80Ho (gt)—go.uoﬂrzat-

La expresion de B, utilizando también ¢ = 1/(golo), es

1 JE roE
B(V) = ES()[,L()F* = 0

% = 22 cos Wt ; (10.39)

el médulo del campo magnético varia linealmente con il radio, para 0 < r < R, como ocurre en
el interior del hilo donde pasa corriente. De hecho, la ecuacién (10.39) es idéntica a la ecuacién
8.32 con j = &JE/dt = j.

La f.e.m. inducida en las N espiras del solneoide toroidal, admitiendo que la dimension radial
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de la seccion ¥/ sea pequefia con respecto a r, es

Desde un punto de vista de cantidad, el efecto directo de la corriente de desplazamiento es muy
dificil de ponerlo en evidencia. El aporte de ésta a la circulacién de B es

JE 1 0E

SoHoSr = 29

donde 1/c¢* = 1.1-10""7s? /m?, por lo tanto solamente una variacién del campo eléctrico muy
rapida podria controbalancear a este coeficiente.

Lo que hemos hecho hasta ahora no considera la presencia de materiales. Si el espacio estd
rellenado por un medio dieléctrico, conviene utilizar el vector de inducion dieléctrico l_j, donde su
divergenciaes V - D= P, con p la densidad de carga. Por lo tanto la densidad de carga total serd

2 —.' aD
Jtot = at =J + ]s

En el vacio tenemos D = & E y encontramos todas las relaciones anteriores.

Si en la densidad de corriente total f,m se tiene que incluir también la corriente amperiana
]amp =V AM, el término que contiene la magnetizacion se hace desaparecer utilizando el vector
H=B B/ — M y la ley de Ampere-Maxwell se escribe

VAH=j+—

Las ecuaciones de Maxwell

En el vacio, con cargas p y corrientes de conduccioén j, las ecuaciones de Maxwell se escriben
como:

o, Y
V.-E = — VAE = —— 10.40
&’ 5 ( )
o oE
V-B = 0, VAB= Ho]+#o€o 5 (10.41)
Con respecto a las ecuaciones (10.1) y (10.2) ahora tenemos los fenémenos dependientes del

tiempo.

La primera ecuacion establece el enlace entre carga eléctrica y campo eléctrico: la estructura es
la misma por campos estaticos que variables; la segunda ecuacién muestra que también un campo
magnético variable es fuente de un campo eléctrico. La tercera ecuacién afirma que el campo
magnético es siempre solenoidal y por lo tanto no existen cargas magnéticas y en fin la cuarta
ecuacion individua como fuentes del campo magnético las corrientes de induccion y las variaciones
del campo eléctrico.

Aplicando ahora la divergencia a la cuarta ecuacidon encontramos y utilizando la primera,
obtenemos la ecuacién de continuidad

- dp
V]+8

expresion dindmica de la conservacién de la carga.

=0,
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La fuerza sobre una carga g es la fuerza de Lorentz
F=g (E +VA B’)
y el movimiento de la carga obedece a la ley de Newton

Fo92
dt
escrita en forma relativisticamente correcta; por velocidades pequefias dp/dt = md, con m la masa
de la carga q.
A los campos E y B estd asociada la densidad de energia electromagnética
1, B
u= ESOE + TIUO ,
expresion que sigue valida también por campos variables en el tiempo.

Todas las propiedades generales que se han visto hasta ahora, incluyendo los campos estaticos,
estdn en las ecuaciones (10.40) y (10.41).

En los medios materiales la presencia de campos E y B provoca la formacién de cargas de
polarizacién y de corrientes de magnetizacion, cuyas densidades se pueden expresar utilizando los
vectores P y M. Estas densidades modifican los valores de py J en las ecuaciones de Maxwell a
través de los vector:

- - . B -
D=¢gE+P, H=—-M,
Ho
y las ecuaciones de Maxwell, si los medios estdn en reposo, serdn
. . 0B
V-D = p, V/\E:—E, (10.42)
— — - al_j
V-B = 0, V/\H:j—i—y, (10.43)

donde aparecen solamente las cargas libres y las corrientes de conducciones. A éstas se tendrd que
a” nadir las relaciones explicitas entre los campos

D = ¢E = &kE, B =uH = ok, H .

Por completar, una situacién particularmente significativa se tiene en el espacio vacio sin cargas y
corrientes, donde las ecuaciones de Maxwell toman forma:

VE =0 VAE=-2 (10.44)

La estructura de estas ecuaciones es simétrica con respecto a los dos campos y se nota que, a parte
la solucién banal E = B = 0, es posible otra solucién con campos variables en el tiempo y en el
espacio, situacién que como veremos lleva a la propagacién del campo electromagnético.

La teoria de Maxwell, publicada en su forma completa en el 1873, constituye uno de los
resultados cientificos mds importante de la fisica clasica. Con ella se completa la teorfa de los
fenémenos eléctricos y magnéticos y sus unificacién conceptual: esos fendmenos, que en el caso
general no pueden existir separadamente, son los aspectos de una #nica interaccion fundamental,
conectada a la existencia de la carga eléctrica.
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Las ecuaciones de Maxwell no son solamente el punto final de un proceso cognitivo empezado
cien afios antes. La prevision de la existencia de las ondas electromagnéticas, verificada experimen-
talmente por Hertz en el 1888 (a través de un experimento, el dipolo hertziano, capaz de producir
y recibir ondas radio, en su honor la frecuencia de las ondas se mide en Hertz [Hz]), y por la
coincidencia con su velocidad y la velocidad de la luz, permitié explicar la naturaleza de la luz y
abrir un campo fundamental de investigacion y aplicaciones.

Otro aspecto que queremos notar es la conexién de la teoria de Maxwell con la teoria de la
relatividad especial enunciada por Einstein en el 1905. Segtn el principio de la relatividad todas la
leyes de la Fisica, y no solamente aquella de la mecénica, deben de tener la misma expresion en
todos los sistemas de referencia inerciales; ademads la ley de transformacion de las coordenadas
espaciales y del tiempo entre dos sistemas inerciales es la de Lorentz: entonces la leyes de la
Fisica deben de ser invariantes bajo transformaciones de Lorentz. Sabemos que esto no ocurre a las
leyes de la mecanica newtoniana ya que éstas son invariantes bajo transformaciones galileianas
las cuales son el limite por v < ¢ de las transformaciones de Lorentz. En vez, las ecuaciones de
Maxwell son relativisticamente invariantes; esto se habia ya notado antes del 1905, o sea que se
habia encontrado formalmente las transformaciones que dejaban invariatas a las ecuaciones, pero
no se habia comprendido el significado. Intuitivamente no es sorprendente que una teoria la cual
explica correctamente los campos que se propagan con la velocidad de la luz estén en acuerdo con
la teoria de la relatividad.



Ondas electromagnéticas planas

Queremos ahora demostrar como en las ecuaciones de Maxwell estén contenidos fendémenos
undulatorios y definir las ondas electromagnéticas en el caso més sencillo, que es aquello de una
onda plana.

A tal propésito, consideramos un medio indefinido y homogéneo con constante dieletrica €
y permeabilidad magnética U, en el cual no existen cargas libres y corrientes de conduccién por
lotantop =0y j=0. Es estas hipdtesis las ecuaciones de Maxwell tienes la forma: En vez de

V.-E=0 a, V-B=0 b),

VxE=-% ¢, VxB=euk a,

encontrar la solucién general, nos limitaremos a encontrar una solucién particular donde el campo
eléctrico y el campo magnético dependan, en un sistema de referencia cartesiano, solo del tiempo y
de la coordenada x, tomando el mismo valor en los puntos en un plano ortogonal al eje x (solucién
de onda plana). Bajo nuestras hipdtesis todas las derivadas con respecto a y y z son nulas, y por lo
tanto tendremos

JE, OJE, OE, JE,

VE = ity e = o =0
VB = &aix+a«9l;y+aaiz = aaixzo

El rotor del campo eléctrico es
(res), -
O
(VXE)Z = aaiy—aaEyX:—aaliz — aﬁz:_aaiy
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El rotor del campo magnético es

N 0B, 9B,  JE, JE,
(VXB>X = oy o g = 5 7Y

o JB v JE 0E, 1 JB
Vi — x_9V:_ %%y Oy _ 1 95
( XB>y dz  Ox o T o eU dx

N 9B, 9B, _ OE JE, 1 9B,
(VXB)Z = ox oy Mar T o Temox

Las relaciones

O, _ JE,
ox y ar

0

nos permiten de deducir que la componente E,(x,#) del campo eléctrico es costante. Tal campo
podria ser creado por una distribucién de cargas estacionarias; pero porque hemos excluido desde el
principio que no estuvieran cargas (ni tampoco corrientes) y estamos interesados a campos variables
en el tiempo, concluimos que E,(x,7) = 0. Las mismas consideraciones se aplican a las relaciones

dB,
=0

9B,
ox y ot

=0

las cuales nos dan como solucién By (x,7) = 0.

Esto es un primer resultado muy interesante: si conseguimos demostrar que las otras compo-
nentes satisfacen a la ecuacién de las ondas, estas ondas serdn necesariamente transversales ya que
los campos estan en el plano y, z.

Por ello, resumimos las relaciones encontradas

JE, _ 0B, JE, | OB,

o= @ 9 = o ox (b) (1L1)
JE, 9B (©) JE, _ 1 9B (d) )
x o ¢ g T T en ox :

Estas relaciones muestran una correlacion entre Ey y B, y entre E; y By, 0 sea entre componentes
mutualmente ortogonales. Si derivamos la ecuacién (11.1)(a) con respecto a x y (11.1)(b) con
respecto a t:

J’E, _ 9°B, Jd*E, 1 9’B,

ox2 ~ odxdt’ o eudtdx’

Las dos derivadas mixta de By son iguales y podemos escribir

0’E, . J°E,
o2 Hoa

En la misma manera, si derivamos la ecuacién (11.1)(a) con respecto a ¢ y (11.1)(b) con respecto a
x obtenemos

9’B, 9’B,
o2 Hoa

Por las ecuaciones (11.1)(c) y (11.1)(d) obtenemos

J’E, J’E, 9’B, J’B,
o2 tHop o2 Hoa
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Cada una de las componentes del campo eléctrico E y del campo magnético B satisface a la ecuacién
diferencial de las ondas planas, o sea
2%¢& 1 9*¢ . 0°¢
a2 o Hop

(&= Ey, E;, By, B, ) - (11.2)

Los campos E y B se propagan en la direccién x como ondas planas con velocidad

1 1 1 c
CVER ol KeKn KoK
donde
c= =2.99792458 - 103m/s

EHo

es la velocidad de la luz de la perturbacién electromagnética en el vacio (k, = K, = 1).

Por lo tanto las ecuaciones de Maxwell dan como solucién particular campos eléctricos y
magnéticos que se propagan con las caracteristicas de ondas planas transversales y con velocidad
que asume un valor determinado en el vacio y en un medio dielectrico depende de las caracteristicas
eléctricas y magnéticas del material, resultado siempre menor que en el vacio. Porque ¢ coincide
con el valor medido de la velocidad de la luz en el vacio, Maxwell llegé a hipotetizar que la [uz sea
ella misma una onda compuesta por un campo ¢ eléctrico y por un campo magnético.

Ahora deducimos las relaciones entre E y B en cada instante y en cada punto. Acordamos que
bajo la hipétesis que la propagacion sea en el eje x las soluciones de las ecuaciones (11.2) son

E,=Ey(x—vt), E,=E/(x—vt), By=B,(x—vt), B,=B/(x—vt),
o en formula vectorial
E =E,(x—vt)iy + E,(x—vt)i;, B=By(x—vt)iy,+B,(x—vt)i,

Llamado u = x — vt el argumento de las funciones, por lo tanto du/dx =1y du/dt = —v, entonces
tendremos desde la ecuacién (11.1)(a):

9B, JE, OE du JE,

9t  dx  Jdudx odu’

e integrando

JdB JE; JE E;
B, = dr = “du=——
Y T ——dt = 3 Ep du ” -+ constante .

Pongamos a cero la constante de integracion, la cual describe una situacion estacionaria a la cual
no estamos interesados; en definitiva tenemos por las dos componente de B

1
By(x—vt) = ——E;(x—vt),
v
1
B:(x—vt) = —E,(x—vt).
%

Las componentes del campo B dependen de la componentes del campo E y los dos vectores se
podran escribir en la forma

E =Ey(x—vt)ily + E,(x—vt)i,
vB = —E (x —vt)li, + Ey(x —vt)i,
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desde las cuales podemos deducir todas las relaciones entre E y B en una onda electromagnética
plana. Desde la segunda se obtiene la relacion entres los médulos, valida en cada instante

1 2
2 _ 2 2 _ 2 2\ _
B _By+Bz_v7(Ez +Ey) -2
E E
= B=—, E=vB, E:v. (11.3)
%

Desde el producto escalar se obtiene

=

ﬁ 1
E-B=EB,+EB. =~ (—E,E, +E,E,)
— E-B=0: (11.4)

los dos vectores son siempre ortogonales entres ellos mismos. En vez el producto vectorial vale

e dy i
ExB=|0 E, E|=-(E}+E2)i,
0 E,  E v
-5 5
T X 5. .
— E xXB=—ii,=vB“i, = EBil,; (11.5)
1%

este dltimo da la direccién y el sentido de propagacioén, siendo paralelo y concorde con el eje x.
Resumiendo las propiedades encontradas por la propagacién de una onda electromagnética
plana, o sea de un campo eléctrico y de un campo magnético, en un medio homogéneo e isotropo
sin corrientes y cargas libres:
a) E y B se propagan con la misma velocidad v, que en el vacio es ¢ = 1 /+/€Mo ~3- 103m/s;
b) los modulos de los campos estan conectados por la relacién de proporcionalidad B = E /v, en
el vacio B=E/c;
¢) E y B estan ortogonales entres si y los dos a la direccién de propagacién: en caso especifico
las ondas electromagnéticas son ondas transversales y por estas es importante el concepto de
polarizacidn;
d) el sentido del producto vectorial E x B define la direcci6n de propagacién, mientras que el
modulo es proporcional al cuadrado del modulo de E odeB.
Estas propiedades por los campos tienen validez en cualquier sistema de coordinadas, por las
propiedades de los vectores (atin si nosotros hemos hecho el calculo en coordenadas cartesianas).
Entonces podemos decir que en un fendmenos variable,
como la propagacién, los campos E y B son inseparables: la

presencia de uno conlleva la presencia del otro; y es por esta Superficie de onda
razén que se habla de campo electromagnético.
Por la mayoria de los medios ordinarios las susceptibilidad E

magnética es |k, — 1| < 107>, por lo tanto podemos poner
m = 1y definir

n:*:\/?e

v

que es larazén entre la velocidad de una onda electromagnética
en el vacio y en un medio donde las ondas se pueden propagara
(o sea transparente a las ondas electromagnéticas). En el
estudio de la propagacién de la luz n toma el nombre de indice
de refraccion absoluto del medio; y se puede medir independientemente de la relaciéon que lo
conecta a K,.
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Polarizacion de las ondas electromagnéticas planas

Las fuentes electromagnéticas de mayor interés emiten paquetes de ondas armoénicas de duracién
finita. Si la duracién Ar del paquete es tal que la banda de las frecuencias Av = 1/Ar que la
constituyen es muy pequefla en comparacion a la frecuencia media v, entonces podemos tratar el
paquete de ondas como una onda arménica de longitud A y frecuencia v definidas.

Para hablar de polarizacién tenemos que hacer una distincién entre ondas longitudinales y
ondas transversales:

* Una onda plana se dice longitudinal cuando no existen otras direcciones importantes que no

sea la direccién de propagacion de la onda (en el caso visto hasta ahora, seria la direccién
x). Un ejemplo de onda plana longitudinal es una barra de metal, golpeandola lateralmente
con un martillo, se crean ondas que se propagan en la direccién del choque. En fin, una
onda se dice longitudinal cuando la cantidad que se propaga yace en la misma direccién de
propagacion.

* Una onda plana se dice transversal cuando existen otras direcciones importantes durante la
progacién de la misma onda. Un ejemplo es una cuerda, dandole un impulso inicial se crea
una perturbacién que se propaga en la cuerda, visualizada como una giba que se desplaza de
una extremidad a otra. En fin, una onda se dice transversal cuando la cantidad que se propaga
yace en un plano que es ortogonal a la direccién de propagacion.

Como hemos visto anteriormente las ondas electromagnéticas son ondas transversales. En
cualquiera onda transversal, fijados arbitrariamente los ejes y y z, la funcién de onda & (x,7) (hemos
elegido el eje x como direccién de propagacién) se puede representar como un vector E , las cuyas
componentes son &,(x,) y & (x,t). El vector E puede tener en un particular instante en los puntos
del eje x cualquiera direccién ortogonal a x, quiere decir: fijado un punto, en él con el pasar
del tiempo el vector de onda puede tener cualquiera direccién ortogonal a x. En este caso de
dependencia completamente casual de la direccion de E por parte de x y ¢ la onda se dice no
polarizada. En vez, cuando la variacién de E en el plano y, z en funcién de x y de ¢ puede expresarse
con una ley particular entonces hablaremos de onda polarizada.

Volvemos ahora a las onda electromagnéticas. Hemos visto que por una onda plana el campo
eléctrico y el campo magnético se escriben como

E = Ej(x—vt)iy+E,(x—vt)i,

ool
I

1 1
——E (x—vt)ily+ —Ey(x —vt)ii;
v v

siendo x la direccion de propagacion y v la velocidad de propagacién. Hemos ademds encontrado
las relaciones:

E
£ _ 11.6
B v (11.6)

E-B =0 — ELB

I E? L

ExB = Sia. — (ELB)Lx

1%

(cantidades sin la flecha son los mdédulos de los vectores).

Por lo tanto, ya que el campo eléctrico y el campo magnético son ortogonales es suficiente
estudiar el comportamiento de un solo campo, y elegimos el campo E.

Describimos una onda arménica plana a través de las ecuaciones

Ey(x,t) = Egysin(kx—t) ,  E.(x,t) = Eo,sin (kx — ot + 9) 11.7)
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donde w es la pulsacion, k es el vector de onda y valen las relaciones

_m
A

donde A es al longitud de onda y Vv es la frecuencia. La cantidad 8§ es un desfase entre las compo-
nente y segtn el valor de 6 tendremos distintas polarizaciones

0=kv=21v , Av=v , k (11.8)

A. Polarizacion lineal: § =0, 6 = 7.
Las ecuaciones (11.7) tendrdn expresiones

Ey(x,t) = Egysin(kx—ot),
E.(x,t) = =£Eysin(kx— ot)

y la razén entre ellas serd constante

E E
2 — 4+ 2% _ tan6 = const.
EZ EOZ A

El campo E yace siempre en plano de polarizacién pasante por el plaredeplazcin
eje x el cual forma un dngulo O con el plano x, y, véase figura 11.1.
En este plano, el campo oscila con amplitud Ey y las componentes
Eoy y Eo, tendrdn:

Ey=\/Eg,+E;, — Eoy=Egcos8, Eoy=Eysin8

Por lo tanto, cuando el vector de onda, en este caso E , tiene di-
reccioén fijada, se dice que la onda estd polarizada linealmente
y la direccidn fija de la onda es la direccion de polarizacion y
el plano fijo donde yace el vector E se llama plano de polar-
izacion.

Figure 11.1: Polarizacién lin-
eal

B. Polarizacién eliptica: 6 = n/2, 6 =3n/2.
Las ecuaciones (11.7) seran:
Ey(x,t) = Egysin(kx—ot),
E.(x,t) = =E.cos(kx—ot).

En una coordinara xo, las componentes de las onda E y E; satis-
facen, en cualquier instante a la relacion
B2 g Figure 11.2: Polarizacién
% +-Z =1 eliptica
EOy EOZ
la cual es la ecuacién de una elipse en el plano y,z. El modulo del campo eléctrico vale
E =, /Ey2 + E2 y varia entre los valores Ey, y E,; la direccién de E cambia en el eje x y de-
scribe un giro completo en una longitud de onda A. En el plano y, z el campo eléctrico E describe
una elipse con semi-ejes Eo, y Eq., v€ase figura 11.2.

C. Polaricazién circular.
Las ecuaciones de la onda son

Ey(x,t) = Epsin(kx— ot)
E.(x,t) = =Eycos(kx— ot).
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El campo eléctrico tiene amplitud constante Eg; en funcién de x y ¢ su variabilidad es analoga a la
descrita por la polarizacién eliptica, con la elipse que degenera en una circunferencia.

D. Onda electromagnética no polarizada.

Si la diferencia de fase varia en manera casuale entonces no se puede establecer una ley de variacién
por la direccién de E: el estado de polarizaccién, también si podemos definirlo en cada instante
y en cada posicién, no se puede definir en media en el tiempo. Esto porque en general la medida
del estado de polarizacién de una onda en una posicién se ha hecho en un intervalo de tiempo que,
por cuanto corto lo deseamos, serd siempre mucho mayor, de los tiempos de variacién de 8, el
resultado es que en media la onda aparece no polarizada. Ondas electromagnética no polarizadas
son aquellas que constituyen la luz solar o la luz emitida por una bombilla a incandescencia.

En conclusiéon podemos decir que la polarizacién de una onda electromagnética nace desde la
sovraposicion de dos ondas coherentes que se propagan yaciendo en dos planos ortogonales, si
definimos como coherentes dos ondas por las cuales la diferencia de fase se queda constante en el
tiempo.
Unidades 11.2.1 Considerando las ecuaciones (11.8), notamos que la longitud de onda A tiene
unidades de metro m, la frecuencia es
v _m/s 1 1

V=— =
A m s T

donde T es el periodo. La pulsacién  también tiene la misma unidad de medida de la frecuencia.
El vector de onda k tiene unidad de medida rad/m, donde rad corresponde al radidn. Se define
el hertz (o hercio) como

Hz =-.
S

Muiltiplos tipicos del Hz son:
kHz = 10°Hz kiloherz, MHz = 10°Hz megaherz, GHz=10"Hz gigaherz.

La memoria RAM o la VRAM vy la unidad de procesamiento grafico operan normalmente a
frecuencias del MHz, las cuales corresponden a las frecuencias radio. El Sistema de Posi-
cionamiento Global (GPS; en inglés, Global Positioning System) y las redes de Wi-Fi, que es
una tecnologia que permite la interconexién inaldmbrica de dispositivos electronicos, operan a
frecuencias del GHz, las cuales corresponden las frecuencias de microondas. En figura 11.3
reportamos el diagrama del espectro electromagnético.

Ejercicio 11.1 Una onda electromagnética plana de frecuencia v = 7.5 - 10'*Hz se propaga en
el vacio a lo largo del eje x. La onda es polarizada linealmente con el campo E que forma un
dngulo @ = 30° con el plano x —y y con amplitud Eg = 103V /m. Escribir la ecuacién de la
onda y calcular la amplitud del campo B.

Solucién. Los pardmetros de la onda se obtienen utilizando las ecuaciones (11.8):

2
A= % —=04-10°m, k= 7” =1.57-10"rad/m, ®=2nv=4.71-10"rad/m.

Segtin la figura (11.3) se trata de una radiacion visible que corresponde al color violeta (extremos
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¢Penetra la atmésfera No No
o \/\/\/\/\/\/\/\/\/VVVVV\]VWVVWW
Tipo de radiacion Radio Microondas Infrarrojo Visible Ultravioleta Rayos X Rayos gamma

Longitud de onda (m) ~ 10° 107° 0,5x107° 10°® 10 1072

gk ce end ':“ @ 10% ? ‘A% % ®

Edificios Humanos Mariposas Puntade Protozoos Moléculas Atomos Ncleo atémico
aguja

10* 10° 10 10 10" 10 10%°
Emperatura de los
objetos en los cuales | I
la radiacién con esta | I ))
longitud de onda es 1K 100K 10 OL)O K 10 000l 000 K
la mas intensa _272°C -173°C 9.727 °C ~10.000.000 °C

Figure 11.3: Diagrama del espectro electromagnético, mostrando el tipo, longitud de onda con
ejemplos, frecuencia y temperatura de emisién de cuerpo negro.

inferior de las longitudes de onda visibles). Las amplitudes de las componentes del campo
eléctrico son

3.5V
Eyp, = EpcosO = £103 —,
2 m
1 \Y%
Ey, = Eysinf=-10°—
2 m
y por lo tanto
3 \Y%
E, = Y3 16%in (1.57-10"x—4.71-10"¢) —,
2 m
1 \Y%
E. = -107sin(1.57-107x—4.71-10"¢) —.
2 m
(11.9)
Desde las ecuaciones (11.3) tenemos las amplitudes del campo megnético
E E
Boy=—2=1.67-10°T,Bp. = —2 =2.89-10 ST — By =3.34-107°T.
c c
|

Ejercicio 11.2 Una onda electromagnética plana polarizada elipticamente, que se propaga
en el vacio a lo largo de la x, tiene los dos semiejes de valor Egp, = V3Ey, Ey, = V/2E,, con
Ey = 10° V/m. La frecuencia es v = 4.3 - 10!* Hz. Escribir la ecuacién de la onda.

Solucién. Loa pardmetros son A = 0.7-107% (luz de color rojo), k = 0.9- 107 rad/m, ® =
2.7-10"rad/s. Desde las ecuaciones (11.5), dejando inexpresado si § = 7/2 6 § = 37/2,

E, = Epsin(kx—ot)=1.73-10%sin(0.9-10"x—2.7-10"¢) V/m,
E, = +V2Eycos(kx—wt)=+1.41-10°cos (0.9-10"x—2.7-10'5) V/m.

Con el signo positivos la elipse estd descrita en sentido horario, mirando a lo largo de la direccion
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de propagacién. La ecuacion de la elipse es

o 2+ _E N
1.73 - 103 1.41-10° '

El campo magnético asociado , utilizando las ecuaciones (11.3), es:

V2E
B, = F

C
3E
By — \/> 0 Sin(k_x— a)t) = 577 . 1076 COS(k.x_ a)t)T
C

cos(kx — ot) = 74.71-10 % cos(kx — ) T

11.3 Energia de una onda electromagnética. Vector de Poynting

La presencia de un campo eléctrico £ y de un campo magnético B en una region, comporta la
presencia de una cantidad de energia distribuida en el espacio con densidad u.
En un medio homogéneo las densidades son

1, B?
U, = —€E , um:ﬁ

2
y la densidad istantanea de energia electromagnética es

Lep2y B
U= = —.

2 2u
Por una onda electromagnética plana hemos encontrado las relaciones entre los médulos del campo
E y del campo B: E = vB donde v es la velocidad de propagacion de la onda y es v = 1/,/€lL, por
lo tanto podemos escribir

B> E* 1 ,
—eE“=u,

um:ﬂzruvz :2
por lo tanto

u:2ue:8E2.

Definiciéon 11.3.1 La energia electromagnética resulta por mitad debida al campo eléctrico y
por la otra mitad al campo magnético.

El resultado es valido en general, también para ondas no planas.

Consideramos ahora un elemento de superficie dX cuyo versor normal #,, forma un dngulo &
con la direccién de propagacién definida por v, o sea por el vector k.
En el tiempo dr a través de la superficie dX pasa toda la energia
contenida en el volumen del prisma elemental de base dX y altura
vdt, quiere decir:

v At

dU = udt = udX cosorvdr = e E>vcos o dXdr .

La potencia (energia por unidad de tiempo) total que cruza dX serd

dP = e E*vcosadX.
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Esta relacion permite definir el vector
S=¢eE* (11.10)

y tiene la propiedad que su flujo a través de la superficie dX proporciona la potencia instantdnea a
través dX:

dP=S-4,dL = e E*v cosadX = e E2vdY = SdX,

donde d¥y = cos a dX es la superficie infinitesima ortogonal a V.
La definicién (11.10) se puede también escribir como

1

S=—ExB (11.11)

donde hemos utilizado la relacién encontrada anteriormente por las ondas electromagéticas

L . E?
ExB=—i,=vB%i,=EBi,.
A%

Desde la ecuacién (11.11) podemos re-escribir la potencia

1 = —
ap = L <E><B) 4, dx.

Integrando la tltima en una superficie ¥, la potencia instantdnea a través de X esta dada por el flujo

de S:
L e o
P:/S-undZ:/—(ExB)-undZ
x s U

La (11.11) se llama vector de Poynting y tiene direccién y sentido iguales a las de la velocidad de
propagacion y su modulo representa la energia electromagnética que por unidad de tiempo cruza la
unidad de superficie ortogonal a la direccién de propagacién. El vector de Poynting tiene unidades
Weber/m?.

Aplicamos ahora estos resultados validos para cualquier onda electromagnética plana a una
onda plana arménica polarizada linealmente, representada en al plano de polarizacién por

E = Epsin (kx — o1) .
El vector de Poynting serda
S=¢eE?v=¢Ejvsin® (kx— o) .

En la practica, fijada una cierta superficie ortogonal a x, es importante calcular el flujo medio y

no el flujo instantdneo. Esto es debido a que la pulsacién de las ondas electromagnéticas es en

general muy grande (por la luz visible ® ~ 10'>rad/s) y los instrumentos son capaces de determinar

solamente el valor medio de la energia recibida porque no pueden medir variaciones tan répidas.
El valor medio del vector the Poynting es

1t 1
(S) = ev(E2) = ev;/ E3vsin? (kx — o) = S vEy
0
El valor no depende de ninguna fase inicial & ya que esta se suma a kx — @t (por el calculo de la
integral tenemos que acordarnos el calculo del valor eficaz de una cantidad sinusoidal y la definicién
de intensidad).
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Ademais la intensidad transportada por una onda electro-
magnética plana armonica polarizada linealmente vale, véase

figura 11.4 /\ /\ A /\ A
1= (5) = ev(E) = sevE}. (11.12) VU VYL

El campo eléctrico de una onda plana polarizada se puede pen-
sar como la suma vectorial de dos campos eléctricos desfasa- Figure 11.4: Intensidad trans-

dos, ortogonales entre ellos y a la direccién de propagacion, portada por una onda electromag-
o sea: nética

E,(x,t) = Eqysin(kx— wt), E.(x,t) = Epsin(kx—wt—9),

por lo tanto podemos aplicar la (11.12) a cada componente y tenemos
1 2 1 2
Iy = 58 VEOy? IZ = ESVEOZ

y la intensidad total, igual a la suma de las intensidades de cada componente, serd
— _1 2 2
1_1y+11_28v(E0y+E01) (11.13)

que es independiente del desfasamiento & entre las componentes y por lo tanto del estado de
polarizacién (lineal, eliptico o circular).

Si la onda no tiene polarizacion, quiere decir si el campo eléctrico tiene direccidén que cambia
casualmente, en media las componentes Ey y E, son iguales; la (11.13) sigue siendo valida con tal
que se consideren los valores medios de los cuadrados de las amplitudes.

Desde las ecuaciones precedentes podemos escribir:

c c 1 € 1 n
V= —_— _—— — = —
VER  Vu o Z  Zy

donde Z se llama impedencia caracteristica del medio y # es el index de refraccidn del medio. En el
vacio la impedencia caracteristica es

z= /" 3770
&

aqui Q = Ohm.

Ejercicio 11.3 Deducir la intensidad de las ondas electromagnéticas plana consideradas en los
ejemplos 11.1 y 11.2. Encontrar también la intensidad de una onda electromagnética plana
polarizada circularmente y no polarizada. Se considere n = 1.

Solucién. Apliquemos a los casos la definicién I = S, = €v (E?),,..

A. Onda plana polarizada linealmente.
Sabemos que

1 E?
I=_-evE;=-2.
2°VE0 T 97,

Luego,

1
I= 7€V [(Egcos 6)% + (Egsin 9)2] =Icos’ 0 +1Isin’ @
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y las componentes serdn
2 .2
I, =1Icos"0, [, =Isin"6.

B. Onda plana polarizada elipticamente .
En este caso tenemos

[=S,=¢ev(E}),= ezv(Ey2 +E))=¢v [Egy sin? (kx — ot) + E§, cos? (kx — wt)] .
La intensidad de la onda es

1 2 1 2 Egy E(%z
I:Iy+IZ = ESVEOy_'_iS‘}EOZ = 2720—1—2720
C. Onda plana polarizada circularamente.
El resultado es igual al caso B poniento Eyy, = Eo, = Eo:

2
_E

I 1, E}
I—ZO, Iy:IZZEZ*EVEozi

2 27y

C. Onda plana polarizada circularmente.

Hemos dicho que en media las componentes E\ y E; tienen que ser iguales entre ellas e iguales
a E/+/2, o sea tiene que valer la igualdad

1
(E2)m = (E2)m = 5 (B,

y por lo tanto

I 1 (E2)
L=L=3, I= eV(E®), = 5gv(Eg)m = 2020’" :
Est4 asi verificada la validez de la ecuacién (11.13) en los varios casos posibles. =

11.4 Cantidad de movimiento de una onda electromagnética plana
Pression de radiaccion

Para demostrar que las ondas electromagnéticas transportan cantidad de movimiento aparte de
energia, vamos a considerar una superficie plana X ortogonal a la direccién de propagaccion (eje x),
véase figura 11.5.

Esta vez, vamos a suponer que en la superficie del mate-

rial hay una carga eléctrica distribuida con una densidad
superficial o. La fuerza de Lorentz por unidad de su- v
perficie, ejercitada por los dos campos de la onda, es:

— — — “n 3 = z
F:G(E—|—176><B> / as o 7,
5 | ExB
[|

donde v4 es la velocidad que se comunica a las cargas
por la fuerza eléctrica. La unidad de superficie absorbe
por lo tanto la potencia:

&
—
50

Figure 11.5: Onda incidente a la super-

= S L= ficie X.
Fg'VG:GE'V6+GVGXB'VG:O-VGE.
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El termino con B desaparece ya que en el producto mixto hay dos vectores iguales y por lo tanto B
no contribuye a la potencia absorbida. ésta es siempre positiva ya que oE y Vs son en cada instante
paralelos y concordes.

En media la energia absorbida por unidad de tiempo y unidad de superficie, quiere decir la
intensidad que cede la onda, es

I=0(vsE).

No hay ningtin efecto mecanico global en la superficie debido a esta absorcién, esto porque el
campo eléctrico es siempre paralelo a la superficie y asi es la fuerza eléctrica. Por otro lado, la
fuerza magnética da origen a un efecto mecanico, también si no hay absorcién de energia debido
a B, ya que la fuerza magnética es ortogonal a vs. Pero la fuerza magnética es ortogonal a la
superficie ¥, donde estdn vy y B, y es también concorde al producto vectorial E x B (0 sea el versor
i), no importa el signo de ¢. Pasando directamente a los valores medios, encontramos una fuerza
magnética por unidad de superficie:

o - . o I
Fn=0{Vs XB)y = 0(VeB)mily =

Z<VO'E>m I/Alx = E ﬁx
donde hemos utilizado las relaciones de las ondas electromagnética E /B = v, siendo v la velocidad
de propagacién de la onda electromagnética en el medio (aqui hemos considerado el caso en vacio,
por lo tanto v = ¢).

Esta fuerza media por unidad de superficie corresponde a una pressiéon media, llamada pressién
de radiacion, que ejerce la onda electromagnética en la superficie X:

I
Praa =~ (11.14)

Por otro lado, F,Ar es el impulso por unidad de superficie debido a la onda y por lo tanto tenemos
que admitir que la onda cede por unidad de tiempo y por unidad de superficie la cantidad de
movimiento ﬁm. En conclusion, si la onda cede a ¥ la energia I, entonces cederd también la cantidad
de movimiento //c.

Los resultado encontrados son validos si la superficie
es totalmente absorbente, quiere decir absorbe toda la
energia que la golpea. Como veremos, una superficie
en parte absorbe y en parte reflecte la energia electro-
magnética incidente. La absorcién completa es un caso
limite. Otro caso limite es una superficie completamente
reflectente, que no absorbe energia. En este dltimo caso,
la onda incidente después de la reflexion se propaga segin
la direccién —iiy, la cantidad de movimiento cambia de
sentido y el impulso comunicado a X es el doble a lo de
la absorciéon completa. La pression de radiaccion sera:

Figure 11.6: Onda incidente que forma
(11.15) un angulo O con la superficie X. En rojo,
la area proyectada en la superficie ¥

21
Pag = —.
C

Como tltimo caso, supongamos que la direccién de propagacion de la onda plana incidente forme
un dngulo 6 con la normal a la superficie X. En comparacién a los dos casos anteriores, ahora
tenemos dos diferencias:
1. la componente de la cantidad de movimiento de la onda que participa a la interaccién con la
superficie es la componente normal y esto lleva a un factor moltiplicativo cos 6;
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2. aparidad de seccién de la onda incidente, la area golpeada es mayor y por lo tanto la pressién
menor, siempre de un factor cos 6.
Por lo tanto tenemos:

I

P.g = -—cos@
c
21

P.ag = —cosB
c

respectivamente absorcion y reflexion completa, véase figure 11.6.

Ejercicio 11.4 Sobre una superficie plana inciden muchas ondas, distribuidas isotropicamente
en el interval 0 < 0 < 7/2, siendo 6 el dngulo entre direccion de incidencia y normal a la super-
ficie. Calcular la presion de radiacion en los dos casos de superficie completamente absorbente
y completamente reflectante.

Solucién. Calculemos el valor medio de la presion en el dngulo sélido visto por la super-
ficie plana, que es mitad del dngulo total:

(Prua) —I/choszedQ—1/n/2kcos292nsin9d6—k (11.16)
radm—QO —271_0 _3 °
Por lo tanto, siendo k o I/c 0 21 /c.

absorcién completa (Prq)m = 1,

_ 2

rifleccién completa (Prug)m = 5.

La accién de la presion de radiacion se pone en evidencia con una balanza de torsién: se fijan
en los extremos de la varilla un disco reflectante, por ejemplo, formado por un espejo, y un disco
absorbente, que puede ser de una ldmina metélica recubierta de negro de carbén. Iluminando el
sistema con una onda de luz de intensidad suficiente, observamos una rotacion de la balanza en
el sentido indicado en figura, que demuestra que la presion sobre el espejo es mayor que sobre el
disco negro, como dicen las ecuaciones (11.14) y (11.15).

El instrumento estd puesto en un contenedor de vidrio donde se
practica un alto vacio. Si hubiera aire u otro gas, se observaria una
rotacion en sentido contrario. De hecho, el disco negro, que absorbe
energia, se calienta y cede calor al gas que lo rodea haciendo que la
velocidad media cuadrética de las moléculas aumente localmente:
estas moléculas, a través de las colisiones, ejercen una presion sobre
el disco negro que es mayor que la ejercida sobre el disco especular,
en el cual la absorcion de energia por la onda es casi despreciable. N
Este efecto enmascara por completo el efecto contrario debido a la
presion de la radiacion.

luz

Resumen sobre energia y cantidad de movimiento de una onda electromagnética

Resumimos y ampliamos los resultados obtenidos hasta ahora, considerando por simplicidad la
propagacion en el vacio.

Una onda electromagética plana transporta una cierta cantidad de energia U, que estd distribuida
con la densidad instantdnea u a través de u = 2u, = € E*. En la practica es ttil calcular un valor
medio y utilizamos la intensidad /, la cual es la energia de la onda a través una superficie ortogonal
a la propagacion por unidad de tiempo y unidad de superficie.
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A la energia transportada por la onda estd indisolublemente atado un transporto de cantidad de
movimiento y podemos escribir

cant. de mov. de una onda de energia U p=

u

cant. de mov. por unidad de volumen (instantanea) Dr= iy

cant. de mov. media por unidad superficie y de tiempo  p; = éﬁx

Hemos visto que la potencia transportada por una onda electromagnética se puede expresar a través
del flujo del vector de Poynting:

P:/§-ﬁnd2. (11.17)
x

Ahora imaginamos una superficie X cerrada que delimita
un volumen 7, véase figura 11.7. Supongamos que a
través de X; entre una potencia P; y que a través de X, P
salga una potencia P, con P; distinto que P». La diferen-
cia P; — P, se corresponde a la potencia cedida al volumen

T:
2
du o T
P—P=—=— drt.
YR T A T o /Tu
Cada termino se puede calcular utilizando la (11.17): Figure 11.7: Volumen 7 contenido en
X,
P=-—/ S-idx,, P :/ S - ii,dZ,
21 Z:2

%H—&:/ﬁm&.
)

Aplicando el teorema de la divergencia, encontramos:

/§-ﬁndzz/v§dr:_a/udfz_/a”df_
z T ot Jr ¢ Ot

Por lo tanto localmente tenemos

_du
ot

quiere decir que la divergencia del vector de Poynting es igual al opuesto de la variacién temporal
de la densidad de energia. Un flujo de energia electromagnética a través de una superficie cerrada
se corresponde a una disminucién o a un aumento de la energia distribuida dentro la superficie.

Se puede demostrar que si en el volumen 7 hay cargas eléctricas, las cuales bajo la accién del
campo E se genera una corriente de densidad J, el balance energético completo es

- o o u
V-S+E-j=— I
por un lado tenemos la variacién de energia, por otro tenemos la energia dada por las ondas y la
energia gastada para mantener las cargas en movimiento.
Afiadimos, sélo por conocimiento, que las ondas electromagnéticas transportan también un
momento angular y que hay que considerarlo en eventuales aplicaciones de la relativa ley de
conservacion.

V.§=
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Ondas electromagnéticas planas, esféricas, cilindricas

Una onda electromagnética plana que se propaga en una direccidn cualquiera se puede representar
como

E = Eysin(k-7— t);

7 es el radio vector que une el punto O con el punto P del frente de onda y k es el vector de
propagacién, de médulo k = 27 /A y direccion y sentido coincidentes con aquellos de propagacion.
En un sistema de coordenadas cartesianas tenemos

E(x,y,z,1) = Egsin(kux+ kyy + k.z — 1),

2
k:\/k§+k§+k§:7:;.

En un medio indefinido homogéneo e isétropo las ecuaciones de Maxwell proporcionan también
ondas esféricas, con funcién

E = % sin(kr — ot),
donde E; equivale numéricamente a la amplitud del campo eléctrico para r = 1 m. El campo
eléctrico y el campo magnético se propagan con velocidad v a lo largo de los radio vector r que
salen del punto O donde se encuentra la fuente idealmente puntual. Dado un plano perpendicular a
un determinado radio 7, E y B pertenecen a este plano (la onda es transversal) y en cada instante se
siguen aplicando las relaciones

—

S N
E=Bv, E-B=0, ExB=—

1%

iy .
El vector de Poynting estd siempre definido por

S=_—ExB (11.18)

==

y la intensidad

1 E} n E}
[=-ev2=_—_"9
27 2 27y r?
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia r de la fuente.
Una fuente rectilinea larga y delgada puede dar lugar a una onda cilindrica para la cual las
relaciones

2 2
E= Esin(kr— ot), I= lsv@ = LE—O,

N 2 r 2% r
con Ey amplitud del campo eléctrico para r = 1 m y r distancia del eje en el que se encuentra la
fuente. Si se limita el frente de onda esférico o cilindrico y se coloca a una gran distancia de la
fuente, se obtiene un frente de onda plano y la amplitud de la onda es aproximadamente constante
a lo largo de una distancia no demasiado larga. Recordemos que las direcciones a lo largo de las
cuales se propagan las ondas identifican una serie de rayos, ortogonales en cada punto a los frentes

de onda

(11.19)
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Radiacion solar. Origen de la energia solar

El sol es una fuente muy intensa de ondas electromagnéticas. El origen de esta emisién no se
tratard en este libro; mientras tanto, digamos que en la superficie terrestre, la intensidad de la
radiacion solar es aproximadamente 7 = 1.4 - 103> W/m?. Dado el gran valor de la distancia
sol-tierra (r ~ 1.5-10'" m) consideramos localmente planas las ondas emitidas por el sol y
calculamos las amplitudes de los campos E y Benla superficie terrestre:

Eo=\/2Zol =V2-377-.4-103=1.03-10°V/m,

By = Eo _343.10-T.

La presién de radiacidn solar sobre un objeto, segtin las ecuaciones 11.14 y 11.15, vale

I 21
Prag=—-=4.67-10%Pa, Pog=—
& C

=9.34-10"%Pa, (11.20)
para un cuerpo absorbente y uno reflectante respectivamente. Estos valores son unos 11
ordenes de magnitud inferiores a los de la presiéon atmosférica. Si imaginamos que la
intensidad medida en la superficie terrestre se distribuye uniformemente sobre una superficie
esférica de radio r = 1.5 10! m, tenemos una estimacién de la potencia de la fuente solar,
también conocida como luminosidad del sol:

Py = I4mr* =3.96-10°W. (11.21)

La fuente de la energia solar son los procesos de fusién de nucler que tienen lugar dentro
del sol. Se piensa que el proceso principal es la fusién de cuatro niicleos de hidrégeno en un
nicleo de helio mediante una cadena de reacciones sucesivas. La diferencia de masa entre los
estados inicial y final es

Am = 4my —mp, =4-1.6726-1072 —6.6420- 10727 = 0.0484 - 10> kg  (11.22)
y a esto corresponde la energfa liberada

AU = Amc? = 4.356-107 2] = 27.3MeV (11.23)

La temperatura en el nicleo del sol, formado principalmente por hidrégeno. es de aproxi-
madamente 1.5- 107 K: la energfa del movimiento de agitacién térmica de los nicleos de
hidrégeno es tal que son capaces de superar la repulsidn eléctrica y acercarse tanto entre si
que se ven afectados por la fuerza nuclear atractiva, causada por la fusién de dos nicleos. La
energia liberada por la fusion aparece en forma de energia cinética de las particulas que se
emiten durante las reacciones (incluidos los neutrinos) y la energia electromagnética; en su
mayor parte es reabsorbida por el medio circundante. La combinacién de todos los procesos
permite una situacion de equilibrio dindmico, con un flujo de energia desde el interior hacia la
superficie del sol, que se encuentra a unos 6- 10° K, una temperatura demasiado baja para que
se produzcan procesos de fusion. La radiacién que recibimos es emitida por los dtomos de las
capas superficiales, que son excitados por colisiones térmicas. Una estimacién del nimero de
fusiones por segundo necesarias para generar la potencia emitida es

_ Pl 3.96-10%°
T AU T 436-10-12

y en un segundo se consuma una masa de hidrégeno

=9.1-10 fusiones/s

My =4myn; =6.1-10"kg/s,

es decir, en un afio 1.9 - 10'°kg. La masa del sol es de 2 - 10°°kg: para consumir la mitad, es
decir, 1-10°"kg, se necesitan ~ 5-10!° afios. Hemos mencionado la emisién de neutrinos.
Esos consiguen atravesar la masa solar y la medicién de su flujo en la Tierra, mediante
experimentos muy refinados, permite verificar los supuestos del modelo solar actualmente
aceptado.
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