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@ Laecuacién de movimiento en un fluido cualquiera

© Generalizacién de la ley de viscosidad de Newton

© La ecuacion de Navier-Stokes
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I —
Objetivos

@ Conocer la ecuaciéon de movimiento en un fluido cualquiera
@ Deducir la ecuacién de Navier-Stokes

@ Aplicar la ecuacion de Navier-Stokes a problemas simples
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera

El tensor de esfuerzos

Definamos el tensor de esfuerzos moleculares sobre el fluido, IT; ;,
i,j€11,2,3}, que incluye esfuerzos normales y de corte:

Miyx ny Iy,
g: ny Hyy Hyz . (1)
Hzx sz [z,

Aqui se contempla la misma notacién que en el caso de la ley de
Newton-Navier (normal apuntando en la direccién indicada por el primer
subindice y direccion del esfuerzo indicada por el segundo).
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera

Balance de fuerzas

Escribiendo la segunda ley de Newton sobre un elemento material
diferencial de lados dx, dy y dz (volumen dV = dxdydz) y densidad
p(x,y, 2, 1), se tiene:

D(dM D)

Y Fexe = 5 2)
Dy _DdM
=dM—+7 3)
Dt Dt
=0
DU DU
—dM=2 = pdV—_. @)
Dt Dt
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera

Ellado izquierdo de la ecuacion corresponde a las fuerzas que acttian sobre
el elemento de volumen:

Fuerzas sobre las caras: Pueden ser normales o tangenciales, y se expresan
en términos del tensor de fuerzas moleculares, II.

Fuerzas sobre el centro de masa: gravedad, campos magnéticos, etc.
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera

Fuerzas sobre el eje x

o1l
3 akd dx) dydz—Tldydz +
X

ZFext,x = (Hxx +

Ol
(ny + Wdy) dxdz —IIy,dxdz +

Tl
OZZ" dz) dxdy - ,,dxdy

(Hzx +

+pfrdV )
= (anxx + Oy + Ol
0x oy 0z

dV +p fdV 6)

en que fy representa las fuerzas mésicas externas en la direccién x.
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera

Andalogamente, haciendo el balance de fuerzas en y y z (propuesto):

Olly, Oll,, Ol
ZFext,y:( ox "oy ez dV +pfydV (7)
oM, OI,, oI
ZFCXI,Z = ( O;Z + 0;//Z azz)dV+szdV (8)
De manera compacta, se puede escribir:
Y Py = (pf+V~g)dV. 9)
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La ecuacién de movimiento en un fluido cualquiera

Por otro lado, habiamos visto que la derivada material se puede expresar,
en descripcion euleriana, como Du;/Dt = 0u;/0t+ U-Vu;. Para las tres
componentes de velocidad podemos obtener, en notacién compacta®,

dVDﬁ— (6174_5 Vﬁ)dV (10)
PEY o =P\ ar
Igualando (9) y (10) se obtiene
o . __ 2
p(E+U-Vv):pf+V-g. (11)

Esta ecuacion es valida para cualquier fluido (no tiene que ser
necesariamente un fluido newtoniano). ;Cudles son las condiciones sobre
la velocidad?

*En rigor operador gradiente se aplica sobre un campo escalar. La notacién VU quiere
decir [Vu Vv Vw], donde cada una de estas componentes es un vector columna y el vector

U es un vector fila, de donde se obtiene que - Vv es un vector fila también.
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Generalizacién de la ley de viscosidad de Newton

Fluidos newtonianos

El tensor de esfuerzos moleculares se puede escribir de la siguiente forma:

Hl’j=—p5ij+‘[ij,

(12)
1 0 0 Txx Txy Txz

g=—p 0 1 0 [+] Tyx Tyy Tyz (13)
0 0 1

Tzx Tzy Tgzz

Aqui, p > 0 es la presion termodindmica del fluido. Por otro lado, 7;;
representa los esfuerzos ejercidos sobre el elemento de fluido. Con esta
definicion, para el caso de un fluido en reposo, se tendréd que 7;; = 0, lo que
implica que Iy, =1y, =TI, = —p, y se recupera la condicion hidrostatica.

(14)
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La ecuaci6n de Navier-Stokes

Ec. de movimiento + fluido de Newton = Navier Stokes

Veamos el caso de un fluido incompresible. Usando la ley de viscosidad de

Newton, en (11), se tiene:
Componente x:

T e 19
0T xx 10 ( ou
ox “'za(za)
0
0x?
LN LT
=2u +
oy 20y \0x Ody
L ”
0ydx 0y>?
0T 4y Pw 0*u
52 =“(m+ﬁ) 4
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La ecuaci6n de Navier-Stokes

Reemplazando,

6Txx aTyx asz
+ +

18
0x oy 0z (18)
u 0u du 0 (au ov aw)
Spl—St—St—t— | —+—+—
0x?  0y?> 0z 0x\ox 0y 0z
_ (02u+02u+62u) 19)
o2 5,2 T 522
Anélogamente,
0ty 01y 0Tz ?v d*v v
+ + pl=—S+—+=— 20
ox oy | oz “(axz 3y? az2) (20)
arxz+6ryz+6rzz=H(62w+62w+62w) 1)
ox  dy 0z 0x2  0dy*? 0z°
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La ecuaci6n de Navier-Stokes

Navier-Stokes, fluido incompresible

Vectorialmente,
0 jvp=-ly +f+vVii (22)
ot o P ’

con:

v: ulp (viscosidad cinemdtica)
V?: operador laplaciano:
ViF = oF + al + oF (23)
S 0x2 ay? 0z

(22) mas la ecuacién de continuidad (V- i = 0, con p constante)
constituyen 4 EDP escalares y 4 incégnitas.
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Coordenadas cilindricas

Navier-Stokes':
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6n de Navier-Stokes

Coordenadas esféricas

Navier-Stokes:

, v, v v, 4 Vy OV, . v, ov, V2 V}
, ot " or r 00 rsinf O¢ r r

P dp N %V, 20V, 2V, 1 0%V,  cotfoV, 1 0%V, 20Vy 2Vycotd 2 0V,
- Xy =Lyzzr 20 -7 77, - T 278 T2
"or Hlae 77 or rz o r2 062 r2 00 r2sin®0 0> 1?2 90 r? r2sinf 0¢
Wy Ve ViV VydVy |V, 0V, Vicotd
/)<W+ " or + r +7W+7'sin€67®7 r
B 10p PV, 20V, Vi 10%,  cot0aV 18V, 20V, 2cothdv,
= k- 700 e { or? * ror  rZsinf + 2 002 + r2 00 * r2sin’ @ 0¢? + 20V, r2sinf 0p
OV WV V.V, Va3V, VyVycoth Vy 0V
/1( ot v or + r * r 00 + r + rsinf 0¢
_F 1 dp Vy 20V, Vs 4 1 9%V, cot@aV, 1 0% 2 IV, 2cotf IV,
- rsin ¢ O¢ or2 r Or  r2sin?0  r? 002 r2 00  r2sin’0 0¢%  r2sinf 0¢ = r2sind J¢
Continuidad:

oV, 2V, 19Vy  Vpcotf 1 9V
or r r 00 r rsinf 9o
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