MI3010

FENOMENOS DE TRANSPORTE EN METALURGIA
EXTRACTIVA

Prof. Christian Ihle
Prof. Leandro Voisin

FCFM Universidad de Chile
Departamento de Ingenieria de Minas

Ingenieria de Minas
FAC IAS

D DE CHILE

MiI3010



@ Flyjo a través de un volumen de control sin pérdidas de energia

© Balances de envoltura

© Generalizacion la ley de viscosidad de Newton
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BN
Objetivos

@ Realizar balances de envoltura en problemas de transporte de momentum,
con y sin efectos moleculares en geometrias simples

@ Conocer la ley de Newton generalizada
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Flujo a través de un volumen de control sin pérdidas de energfa

—

b = pii (vector momentum por unidad de volumen)

Supongamos que para la componente j se tiene b i =puj, j€1{1,2,3} (momentum
por unidad de volumen). Supongamos ademds 0w /3t = 0 (régimen permanente) y
o = po (constante). Reemplazando,

D - o
Efgpuj(x,t)szLpuju-ndA 1)

Por otro lado, en virtud de la segunda ley de Newton,

D .
ELpujdgzzFext,]; ]€{1)273} (2)

Clase 4 MiI3010 4133



Flujo a través de un volumen de control sin pérdidas de energfa

Fuerzas externas

Y Fexc=FEp+Fy+ Fy+Ey 3)
F;, Fuerzas sobre el centro de masa del volumen de control (gravedad,
magnéticas, etc.)

F, Fuerzas en las caras del volumen de control paralelas al flujo
(relacionadas con esfuerzos de corte)

F, Fuerzas en las caras del volumen de control normales al volumen de
control (relacionadas con la presion)

F, Fuerzas restitutivas sobre el volumen de control
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Flujo a través de un volumen de control sin pérdidas de energfa

De (1)-(3):
Fb,j+Fr,j+Fp,j+Fnj:fpujiz'ﬁdA (4)
A

@ Régimen permanente

@ Densidad constante
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Flujo a través de un volumen de control sin pérdidas de energfa

Caso simple

Si el campo de velocidad es constante en las secciones de entrada y salida,
entonces:

Z ﬁext = pQoutout — P Qin Uin %)
= pQ (llout — Uin) (6)

donde Q es el caudal que para por el volumen de control (demostrarlo).
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Flujo a través de un volumen de control sin pérdidas de energfa

Ejemplo: fuerza sobre un codo

2

7]

R, = (cosH 1)

Ry =——sinf

o ;Coémo son las fuerzas de presion en la entrada/salida del volumen de control?

@ ;Como es el perfil de velocidad en las secciones de salida/entrada en este
caso?

@ ;Qué estamos obviando en este anélisis?
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Balances de envoltura

Ejemplo: flujo viscoso con superficie libre sobre un plano inclinado

@ Régimen permanente

@ Flujo uniforme (0u/0x =0)
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Balances de envoltura

Y Fy:

dFpx =pgsin@WLdy D
dFyx = (Tyx(y+dy) =7y (1) LW. @)
[ ——
ST(y+dy)x

Por otro lado, a la entrada y la salida del volumen de control diferencial, se tiene
que:

f puii-adA= pu*Wdy - pu*wdy 9)
A ~—— —
flujo convectivo flujo convectivo
de salida en x de entrada en x
=0. (10)
Por otro lado,
dFp,x=xy + dFpx=xy+1 = pP(NAYyW + (=p(y))dyW =0. (an
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Balances de envoltura

Por otro lado,
- s % d 12
T(y+dy)x —Tyx = 5 y. (12)

Ademas, 07y,/0y = d7y,/dy (flujo uniforme y permanente). Reemplazando,
encontramos para ). Fy:

dTyx in6WL=0 (13)
—_— 4 =0.
dy pgsin
Integrando,
Tyx =—pgsinfy +ci. (14)

Como el flujo es de superficie libre, 7,,(y = e) =0, de donde:

c1=pgesind < 1y, =pg(e—y)sinb (15)
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Balances de envoltura

Con esto podemos calcular la velocidad de escurrimiento:

du .
'ud_y =pgle—y)sind (16)

Imponiendo u =0 en y =0 se obtiene:

17
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Balances de envoltura
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Balances de envoltura

3Qué pasa con el balance de fuerzas en el eje y?

dFp,, = —pgcosOWLdy
dF,,=pgcosB(e—y)WL—-pgcosb(e—y—dy)WL
dF;,, =0 (U= ui,luego no hay flujo convectivo de momentum)

dFp,, +dFp,y +dF;y, =0.
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Balances de envoltura

Flujo entre placas paralelas

Suponga que el flujo es uniforme y permanente. Ademds, se conoce el caudal, Q.
Se pide determinar la caida de presién requerida.

1 ;’
i i
NS oy t {
* !
ﬁt—»
N L
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Balances de envoltura

Y Fy:

op

de,y=—p(x,y+dy)LW+p(x,y)LW=—a—yLWdy (22)
dFy,, =—-pgLWdy. (23)
Se tiene que dF) y + de’y =0, de donde:
op
—+pg=0. 24
dy P8 (24)
Definiendo p = p + pgy, se tiene que:
05
P . 25)
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Balances de envoltura

De la definicién de p y (25), entonces:

9p _9p. 26)
ox 0x
Y Fy:
dF, = p(x=0)Wdy- p(x=L) Wdy @27)
Po pL
dFr,, = (T(y+dy)x — Tyx) LW. (28)
Anélogamente, dF, x + dF,yx =0, de donde,
Ap>0
—~ 5Tyx
(po—pL)Wdy+ WdyLW =0. (29)
SiTyx = 7yx(y) (Newton-Navier), entonces 07y,/0y = d7,/dyy, ademds,
d
Sox_ 2P (30)

dy L

MiI3010



Balances de envoltura

Como 7y, es funcién de y, el lado derecho de (30) es alo sumo funcién de y.
Veamos que Ap/L no depende de y. Supongamos que —Ap/L = f(y). Se tiene que:

ﬂ:_l(%_%) 31)
dy L\dy dy
1 (dpo dPL)
__L(dpo _ gy dPL 32
L( dy +08y—p8gy dy (32)
:_l(%_ﬂ) (33)
L\dy dy
=0. (34)

Por lo tanto, —Ap/L es constante.
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Balances de envoltura

Integrando (30),

A
ryx——pr+cl
du Ap
—_—=——y+
dy LJ’ 1

Ap , <
=——" 24 Dyt
u(y) ZuLy 'uy 2

Aplicamos las condiciones de borde:
uy=0=0ec=0

(y=e)=0ec = 2P
u(y=e) = cp=—e
y 1 oL
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Balances de envoltura

Reemplazando,
Ap
=———yle-y). 40
u 2,uLy(e Y) (40)
Por otro lado,
Ap (e
=T (37Y) @)
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Balances de envoltura

El caudal se calcula como:

e
Q=W f udy (42)
0
WAp é
- P2 43)
2uLl 6
de donde, finalmente,
A 12
ap = QIJ' (44)
L eSw
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Balances de envoltura

Flujo en un tubo cilindrico

Para la configuracién mostrada, determine el caudal, Q, suponiendo conocida la
caida de presiéon Ap/L (flujo permanente y uniforme).
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Balances de envoltura

Escribimos la suma de fuerzas externas en Z:

=Ap>0
—~
dFp, . = po2nrdr — pr2ardr = (po — pr) 2wrdr (45)
dF;,, = T(4dnz2n(r +dr)L—T,,207 L = 2K L(T (r4dp)z(r +dr) — T, 27). (46)

Andlogamente a los casos analizados anteriormente,

_ar,z dr.

Tr+dr)z = Trzt (47)
Por otro lado,
0Tz
T(r+dnz (7 +dr) = T,Z+Wdr (r+dr) (48)
0 0
:rrrz+(rrz+r Trz)dr+k(dr)2 (49)
or or
0
RITr,+ (r7,s) dr (50)

or
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Balances de envoltura

Reemplazando esta tltima expresion en (46),

dF. dr. (51)

Trz

=2nL

0(rt,z)
or

Dado que el flujo convectivo de momentum en z que entra es igual al que sale del
volumen de control, se tiene que dFy,; + dF;,, +dF}, ; = 0. Reemplazando (45)
y (46) en esta dltima expresion (ademds, dFj, , = 0) y recordando que
0t,,/0r =dt,,/dr, se tiene:
drz,, Ap
— =—-r—. 52
dr L (52)
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Balances de envoltura

Integrando, se tiene:

L2 r’
Suponiendo que el esfuerzo de corte (o, alternativamente, el campo de

(53)

velocidades) es finito para cualquier valor de r, entonces, necesariamente c; = 0.

Haciendo 7, = pdu/dr e integrando, se tiene:

Ap
u(r)=—-———+co.
L 4u

Imponiendo u(R) = 0 se encuentra que ¢, = fT”LRz, de donde,

p (Rz_rZ)‘

u(r):4u—L
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Balances de envoltura
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Balances de envoltura

El caudal Q que pasa a través de una seccién transversal cualquiera tubo se
encuentra integrando la velocidad en la seccion Q = [, #i- id A. En este caso,
dA=2nrdry:

R
Q=2nf u(rhr'dr’ (56)
o Ap( R RZ_R4) 57)
Tou L 2 4
R*A
- Z;TLTP‘ (58)

La velocidad media, (u), se define a partir del caudal de salida como:

J4 li-ndA
= 59
(wy = f LdA (59)
en que A; es el area de salida. En el presente caso,
RZA
uy = -—=L. (60)

SuL
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Balances de envoltura

Problemas propuestos

@ Mostrar que la formulacion presente es equivalente al balance indicado en la

seccion 2.1 del libro de Bird:

tasa de en-

trada de

momentum -

por transporte

convectivo
tasa de en- tasa de salida
trada de de momen-
momentum - tum por
por transporte transporte
molecular molecular

tasa de salida

de momen-

tum por +
transporte
convectivo

fuerzas ac-
tuando sobre
+ el centro de
masa del
sistema

0 (61)

@ Resolver el problema del flujo entre placas paralelas inducido por un
gradiente de presion (—Ap/L < 0), pero con dos fluidos inmiscibles. Antes de
comenzar a calcular dibuje un esquema e imagine como debe ser la interfaz y

cudles son las condiciones de borde.
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Generalizacion la ley de viscosidad de Newton

Fluidos newtonianos

El tensor de esfuerzos moleculares se puede escribir de la siguiente forma:

Hij:_péij+rij» (62)
1 0 0 Tex Txy Txz

g: -pl 0 1 0 [+] Tyx Tyy Tyz (63)
0 0 1 Tzx Tzy Tzz

Aqui, p >0 es la presién termodindmica del fluido. Por otro lado, 7;; representa los
esfuerzos ejercidos sobre el elemento de fluido. Con esta definicién, para el caso de
un fluido en reposo, se tendré que 7;; = 0, lo que implica que

[y =11,y =1, = —p, y se recupera la condicion hidrostatica.
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Generalizacion la ley de viscosidad de Newton

Esfuerzo—deformacion

En analogia con la ley de Hooke de la elasticidad, la suposicién mds simple es decir
que los esfuerzos de corte varian linealmente con la tasa de deformacion (Stokes,
1845). Stokes supuso:

© Elfluido es un continuo y el tensor de esfuerzos 7;; es alo mas una funcién
lineal de la tasa de deformacién angular €, pero no depende de las rotaciones),

1 (% %) 64)

€=~ +
Y7o axj 0x;

@ Elfluido es isétropo, i.e., sus propiedades son independientes de la direccion.

@ Silas tasas de deformacién son cero, debe obtenerse la condicién de presion
hidrostatica.
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Generalizacion la ley de viscosidad de Newton

Se puede probar que:
II;j =—pb;j+Keij+Cler + €22 + £33) (65)

cumple con las hip6tesis anteriores. Definiendo K =2y C = A (segundo
coeficiente de viscosidad), se obtiene:

Hijz—p5ij+2/.t6ij+AV'ﬁ. (66)

Notar que I1;; =1 ; (tensor simétrico).
A patir de (71) es posible escribir la presién media, p, definida como:

Txx +Tyy+Tzz

3 (67)

p_:

Usando (67) en (66), se obtiene:

-um)v-ﬁ. 68)
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lizacion la ley de viscosidad de Newton

Definiendo A =x — %y (x se denomina viscosidad dilatacional), se obtiene que la
presion media:
p=p-«V-i, (69)
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sidad de Newton

Recordemos que, de la ecuacién de conservacién de masa,

90 v (o) =0 (70)
— -(oit) = 0.

ar P

Si p es constante, entonces el fluido es incompresible, y entonces, V- i = 0. Con
esto, el tensor de esfuerzo para un fluido newtoniano incompresible se puede
escribir como:

Ijj=—pbij+2ueij. (71)

Por otro lado, se obtiene que la presién media, p (69) es igual a la presién
termodindmica, p, s6lo si el fluido es incompresible.
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