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Deformación angular
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2 Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad
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Clase 3 MI3010 2 / 37



Objetivos

Conocer los elementos que determinan el movimiento de los fluidos

Conocer los distintos tipos de fuerzas que actúan sobre un fluido y su
caracterización

Conocer el concepto de viscosidad y la ley de Newton generalizada

Conocer algunas formulaciones más generales que la ley de viscosidad de
Newton
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Cinemática de fluidos

Cinemática de fluidos en movimiento

Consideremos un campo permanente de velocidades, es decir, ∂~v/∂t = 0.
Tomemos un punto P de este campo de velocidades, de coordenadas (x, y, z), el
que tiene una velocidad ~v = (u, v, w). Consideremos además un punto P ′, cercano
al punto P , distante a una distancia d~r = (dx,dy,dz), con una velocidad ~v +d~v , con
d~v = (du,dv,dw). En general, ~v =~v(x, y, z).

du = ∂u

∂x
dx + ∂u

∂y
dy + ∂u

∂z
dz (1)

dv = ∂v

∂x
dx + ∂v

∂y
dy + ∂w

∂z
dz (2)

dw = ∂w

∂x
dx + ∂w

∂y
dy + ∂w

∂z
dz (3)

Clase 3 MI3010 4 / 37



Cinemática de fluidos

Se tiene que:

d~v = ∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
[dx,dy,dz]T , (4)

con
∂(u, v, w)

∂(x, y, z)

∣∣∣∣
i j
≡ ∂ui

∂x j
, i , j ∈ {1,2,3}× {1,2,3}. (5)
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Cinemática de fluidos

La diferencia de velocidades está caracterizadas por 9 derivadas parciales, que
podemos asociar a 4 efectos distintos:

Traslación

Deformación lineal

Deformación angular

Rotación

Las distintas deformaciones básicas que se pueden identificar están dadas por los
valores que pueden tomar las derivadas parciales que definen el diferencial de
velocidad d~v . Consideremos el cubo ABC DEF PP ′, dentro del elemento de fluido,
cuyo vértice, P , se encuentra en el origen del sistema de coordenadas.
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Cinemática de fluidos

Esquema
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Cinemática de fluidos Traslación

Caso 1: d~v = 0

Traslación pura.
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Cinemática de fluidos Deformación lineal

Caso 2:
∂ui

∂x j
= 0 si i 6= j ,

∂ui

∂x j
6= 0 si i = j

En este caso,

d~v =
[
∂u

∂x
dx,

∂v

∂y
dy,

∂w

∂z
dz

]T

. (6)

Con esto,

d~v A =
[
∂u

∂x
dx,0,0

]T

(7)

d~vC =
[

0,
∂v

∂y
dy,0

]T

(8)

d~vD =
[

0,0,
∂w

∂z
dz

]T

. (9)
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Cinemática de fluidos Deformación lineal

Con estas tres componentes, podemos deducir la velocidad en el resto de las
componentes:

d~vB = d~v A +d~vC (10)

d~vE = d~v A +d~vD (11)

d~vF = d~vC +d~vD . (12)

Finalmente,
d~vP ′ = d~v A +d~vC +d~vD (13)

Clase 3 MI3010 10 / 37



Cinemática de fluidos Deformación lineal

Habíamos mencionado que en un fluido incompresible, ∇·~v = 0:

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
= 0. (14)

Luego, si ∂u/∂x > 0 y ∂v/∂y > 0, entonces ∂w/∂z < 0.
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Cinemática de fluidos Deformación lineal
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Cinemática de fluidos Deformación lineal
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Cinemática de fluidos Deformación angular

Caso 3:
∂ui

∂x j
= 0 si (i , j ) = (2,3) y (3,2)

∂v

∂z
6= 0 (15)

∂w

∂y
6= 0 (16)[

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

]
= 0 (17)[

∂v

∂x
,
∂v

∂y

]
= 0 (18)[

∂w

∂x
,
∂w

∂z

]
= 0 (19)
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Cinemática de fluidos Deformación angular

En este caso,

d~v =
[

0,
∂v

∂z
dz,

∂w

∂y
dy

]
(20)
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Cinemática de fluidos Deformación angular

A 4fo rW{ur

\'=qo*I'.-tt'
nttr1)

5 - V,,Sf - ft- {1
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Cinemática de fluidos Deformación angular

Desplazamiento CC ′ : |d~vCδt | = ∂w

∂y
dy δt (21)

Desplazamiento DD ′ : |d~vDδt | = ∂v

∂z
dzδt (22)

Considerando la convención de ángulo positivo para giros en el sentido contrario a
las agujas del reloj, se tiene:

δα≈ ∂w

∂y
δt ; δβ≈−∂v

∂z
δt . (23)

La deformación angular total es:

δγ= δα−δβ, (24)

de donde,

δγ=
(
∂w

∂y
+ ∂v

∂z

)
δt . (25)
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Cinemática de fluidos Deformación angular

Definimos la tasa de deformación en el plano y z como:

εy z = 1

2

δγ

δt
=

(
∂w

∂y
+ ∂v

∂z

)
. (26)

Repitiendo este análisis para los planos x y e y z, se tiene:

εx y = 1

2

(
∂v

∂x
+ ∂u

∂y

)
(27)

εxz = 1

2

(
∂w

∂x
+ ∂u

∂z

)
(28)

En general, escribimos el tensor de deformación, ε, como:

εi j = 1

2

(
∂ui

∂x j
+ ∂u j

∂xi

)
, (29)

donde ε= εT .
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Cinemática de fluidos Rotación

Caso 4: rotación

Si el ángulo δβ es positivo, entonces se genera un movimiento equivalente a una
rotación. En torno al eje x, se define:

ωx = 1

2

δα+δβ
δt

= 1

2

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
. (30)

Análogamente,

ωy = 1

2

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
(31)

ωz = 1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
(32)
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Cinemática de fluidos Rotación

El vector ~ω se denomina vorticidad, y se puede escribir como:

~ω= 1

2
∇×~v , (33)

con

∇×~v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
u v w

∣∣∣∣∣∣∣∣ (34)
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Cinemática de fluidos Rotación

Con estas definiciones, es posible escribir (demostrarlo!):

∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
= D +S +Ω, (35)

con:

D =
 εxx 0 0

0 εy y 0
0 0 εzz

 (36)

S =
 0 εx y εxz

εy z 0 εy z

εzx εz y 0

 (37)

Ω=
 0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0

 (38)
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Cinemática de fluidos Rotación

Interpretación
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Cinemática de fluidos Rotación
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Modos de transporte

Molecular: Viscoso

Miel en un plano inclinado
Mata líquida en un proceso de sangrado

Convectivo: Tiene que ver con el término convectivo o de inercia.

Agua en un río
Barro en un aluvión, etc.
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

3

y
Fluido en reposo

y
Lamina inferior 
puesta en marcha

V
v

t = 0

y
Distribución de velocidad 
en regimen no estacionario

t > 0

y t >> 0
Distribución de velocidad 
en regimen estacionario

t)(y,vx
r

V
v

V
v

(y)vx
r

Y

X

Ley de viscosidad de Newton

Supongamos dos placas paralelas de
área A, separadas por una distancia
y

En el espacio entre ellas hay un
fluido (líquido o gas)

Inicialmente, el sistema está en
reposo. En t = 0 la placa se pone
lentamente en movimiento. Nos
concentraremos en el movimiento
en la dirección x, con una velocidad
constante.
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

F

base ⌃ja

placa móvil
U

(u,v) = 0 e

x
y

tandγ≈ dγ= dx

dy
(39)

= (uy+dy −uy )dt

dy
(40)

≈ ∂u

∂y
dt . (41)

Definimos γ̇= dγ/dt (tasa de deformación). Si u es sólo función de y , entonces,

γ̇= du

dy
. (42)
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Supongamos que el desplazamiento de la parcela de fluido diferencial es inducido
por una fuerza por unidad de área (esfuerzo) que denominaremos τy x [Pa] (el
fluido responde a la fuerza externa con una fuerza por unidad de área igual y
opuesta, −τy x ). La relación más simple posible entre esfuerzo y deformación es
una lineal, donde:

F

A
= τy x =−τ′y x =µdu

dy
, (43)

donde el signo ′ denota el esfuerzo del fluido. Si ρeU /µ es pequeño y v = w = 0,
entonces u =U y/e para una variedad de fluidos (flujo de corte simple), y se
cumple la ley de Newton-Navier:

F

A
=µU

e
. (44)

La constante de proporcionalidad, µ, se llama viscosidad dinámica, y [µ] = Pa · s.
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

http://youtube.com/watch?v=FwzfUeZ7xmw
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Fluidos newtonianos

9

Para una presión, temperatura y composición dadas, la viscosidad
permanecerá constante, independiente de la velocidad de corte
aplicada y por lo tanto se cumple que:

dy
d xvµτ −=

dyd xv

µ dyd xv

τ

Fluidos Newtonianos
Tipos de fluidos
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

En general la viscosidad es función de variables termodinámicas fundamentales
que definen un sistema tales como la temperatura, la presión, el volumen, la
composición del fluido, etc.

µ= f (T,P,V ,ni , γ̇). (45)

En algunos casos, depende de la tasa de deformación generada por el flujo del
fluido, por ejemplo para un flujo unidireccional en la dirección x, γ̇= du/dx. Un
ejemplo son los plásticos de Bingham, donde

τ= τy +µB γ̇⇔µeq = τ

γ̇
= τy

γ̇
+µB = f (γ̇).
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Viscosidad en fluidos newtonianos

A presión constante, la viscosidad del aire aumenta con la temperatura de
1.72×10−5 Pa·s a 0◦ C a 2.2×10−5 Pa·s a 100◦ C. Se puede considerar las siguientes
relaciones empíricas para determinar las viscosidades del aire y del agua:

µaire = [−1.0585+0.16803
√

T (K )]×10−5 (46)

µagua = exp[0.6885−0.10024(T (◦C ))0.65]×10−3. (47)
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Rangos de viscosidades dinámicas

5

La viscosidad representa la 
resistencia al flujo del momentum y

v 
r

µτ −=

Rangos típicos de viscosidad

Fluido Viscosidad [mPa⋅⋅⋅⋅s] 
gases 0.01 ~ 0.1
agua 0.3 ~ 1.75
metales líquidos 0.5 ~ 5
sales fundidas 1 ~ 5
matas fundidas 1 ~ 4
nitratos y carbonatos 5 ~ 20
aceites 100 ~ 5000
escorias y lavas 300 ~ 10000

Ley de viscosidad de Newton
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Viscosidad cinemática

12

Viscosidad cinemática, ν : propiedad fluidodinámica que relaciona
la viscosidad y la densidad de un fluido, generalmente sus unidades
se expresan en m2/s .

ρ
µν =

Viscosidad cinemática
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Ley de Newton-Navier y el concepto de viscosidad

Ejemplo

Un bloque de 30 kg se desliza a velocidad constante por un plano inclinado sobre
una delgada capa de aceite de densidad 800 kg/m3. Calcule la velocidad en estado
estacionario y confirme la aplicabilidad de la ley de Newton-Navier. Considere
µ= 0.26 Pa, A = 0.5 m2 y e = 0.15 mm.

13

Un bloque de 30 kg se desliza a velocidad constante por un plano
inclinado sobre una delgada capa de aceite. Calcule la velocidad
en estado estacionario.

Ejemplo 1:

45o

µ = 0,26 Pa⋅s
A = 0,5 m2

δ = 0,15 mm

vr

Viscosidad cinemática
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Algunos fluidos no newtonianos

No todos los fluidos son newtonianos

no lineales con la tasa de deformación

algunos dependientes del tiempo
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Algunos fluidos no newtonianos
Journal of Hydraulic Research, iFirst (2013) Roll wave appearance in bentonite suspensions 3

In particular, Eq. (4) can be used to express a Reynolds number,
R0 = ρUH/η , as

R0 =
(

Q3ρ4τ 3
y sin3 θ

gη7 cos3 θ

) 1
5

(6)

A Froude number,F0 = U/
√

gH , representing an inertia to grav-
ity balance, can be related to the Reynolds number from the
momentum balance (Eq. 2) as F2

0/ sin θ ∼ R0. It is noted that
similar to the case of ψ , this dimensionless number should not
have values necessarily on the order of those obtained from local
values of depth, width or flow velocity. Both the flow thickness
and velocity scales (Eq. 4a,c) are increasing functions of the yield
stress, whereas the cross-section width (Eq. 4b) is a decreas-
ing function of the same property. Here, discharge is imposed
and therefore, under the proposed balance, the system reconciles
increased yield stresses with mass conservation by increasing the
flow depth thickness. This explains why the dimensionless num-
ber is an increasing function of the yield stress. The effect of the
plane slope through the term sin θ and cos θ in Eqs. (5) and (6)
is intuitive: increasing the plane inclination causes an increase
in both in ψ and R0.

3 Experimental

Experiments using mixtures of commercial bentonite and water
at different concentrations were performed to find the transition
from stable flow conditions, where no travelling waves were
noticed, to unstable cases, where downslope propagating roll
waves were found.

3.1 Rheology

Rheological characterization of the bentonite–water mixtures
was performed using a Rheometrics RM-180 concentric cylinder
device, with inner and outer cylinders of radius 15 and 16.27 mm,
respectively. After thorough homogenization of the aqueous sus-
pensions, they were set to rest for 60 s in a 600 ml beaker before
placing the measuring instrument. Shear stress measurements
were performed individually, after re-homogenization. For each
shear rate, shear stress measurements were made only after some
seconds of the start of the rotation of the inner cylinder, when
the shear stress output was found to stabilize. Final measure-
ments consisted of the average of three sub-samples for each
case. Shear stress measurements were found to fit the Bingham
model over about one decade of shear rate data. This model has
been extensively used due to its simplicity and is the base of
several applications in engineering practice (see also, for simi-
lar mixtures and related experiments, Liu and Mei 1989, 1994,
Huang and García 1997, Griffiths 2000, Wang 2002, Burger et al.
2010, Liu and García 2011). In particular, no significant shear
thinning effects were found for shear rates in the whole laminar

0
0

50

50

100 150 200 250

10

20

30

40

60

γ̇ (s−1)

t 
(P

a)

t = 38.6 + 0.086g

t = 16.6 + 0.057g

t = 5.9 + 0.035g

t = 3.2 + 0.025g

Figure 1 Typical shear rate–shear stress curves obtained from mea-
surements. Circles, upright triangles, inverted trangles and squares
correspond to bentonite concentrations of 4, 6, 8 and 10%, respectively.
Solid symbols represent measurements included on data fitting, corre-
sponding to laminar flow inside the Couette cell, whereas empty ones
denote turbulent or transitional flows. Labels inside the graph represent
the analytical expression of the data fit corresponding to the Bingham
model

flow range in the Couette cell. The effect of temperature fluctua-
tions on the laboratory and rheometric instrument errors result on
an uncertainty on yield stress and Bingham viscosity identifica-
tion close to 5%. Figure 1 shows typical rheograms obtained for
different bentonite concentrations. For the lowest concentration
cases, a distinct laminar–turbulent flow transition was identified.
For the 8 and 10% concentration cases, no transition to turbulence
was noted within the torque range of the Couette cell sensor.

3.2 Experimental set-up and flow conditions

A 2 × 1 m2 inclined plane at various inclination angles between
11◦ and 33◦ measured from the horizontal, with the bentonite
flowing downslope the 2 m side, has been used to reproduce dif-
ferent flow conditions. Constant flowrates, from 2 × 10−5 m3 s−1

to 1.4 × 10−4 m3 s−1, were imposed by using a constant head
tank with a ball valve at the bottom. Special care was taken on
placing the discharge point, consisting of a 2.5 cm tube placed
at the central axis of the inclined plane, 1 cm above the surface.
They were chosen as those which yielded no signs of splashing
or vortices formation. Steady flows were obtained by recirculat-
ing the slurry using a pump feeding the constant head tank. For
all the experiments, measurements were made under steady state
or stationary conditions, reached few seconds after beginning of
the experiments. Measured flow depths at the central plane were
around 2 and 1 cm for the stable and unstable cases, respectively.
As a reference, minimum and averaged values for the ratio h/h0,
where h is the flow thickness located at the central axis – 150 cm
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Algunos fluidos no newtonianos

http://www.youtube.com/watch?v=f2XQ97XHjVw
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