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1. Continuacion a partir del auxiliar

Consideremos P = P(A,b) C R™ un poliedro con A € R™*" y b € R™

Definiciéon 1 (Restriccién redundante). Se dice que una restriccion i (fila i-ésima de matriz A) es redundante si:

P = P(Apn—i; bym)—i)

Notar que esto alude a que el poliedro generado no cambia al eliminar la restricciéon de la i-ésima fila de la matriz A.

Definiciéon 2 (Restriccion irredundante). Una restriccion i es irredundante si no es redundante.

Observacién 1. Si la i-ésima restriccion es irredundante tenemos que:

1. F; ={z € P:alz=0b;} es faceta.
2. act(F;) = act(P) U {i}.
3. dim(F;) = dim(P) - 1

Definicién 3 (Representacién minimal de P). Sea P un poliedro de la forma anterior, decimos que P es representacion

minimal si ninguna fila es redundante, ie:

P:{.’L‘ER":ijsz, AJ.ISbJ}

ConINJ=0yact(P)=1.

Observacién 2. Si tenemos un poliedro P y de forma iterativa vamos retirando las restricciones redundantes
se llegard a una representacion minimal de P. Ademds para todo P poliedro existe al menos una representacion

minimal.

Teorema 1. Sea P C R"” la representacién minimal, es decir:

[m]=IuUJ
I = act(P)
J = act(P)

Entonces se tienen las siguientes propiedades:

2. Todas las caras minimales de P son espacios afines.
3. V F faceta de P, 3!j € J tal que F = F}
4. V F faceta de P, dim(F) = dim(P) — 1

1. Si J = 0, entonces P es espacio afin y no tiene caras propias.
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Demostracién:

[1] Si J = 0, entonces por definicién P = {z € R" : Ajz = by} con act(P) = I, pero recordemos de lema visto en
clase pasada que afin(P) = {z € R™ : A,c(p)® = bacy(p)} asi obtenemos que: P = afin(P)
Luego como P = afin(P) entonces la tnica cara que es diferente del conjunto vacio es P, pues los espacios afines no
tienen caras propias. Asi concluimos que P es espacio afin y no tiene caras propias.
[3] V faceta F de P, 3!j € J tal que F = F;

= (Existencia) Sea F faceta de P, como F es cara, tenemos que

F = F,c4(r), donde act(F) = K, y notar K 2 I(recordar que Fy = P)
Con ello tomamos j € K \ I. Luego:
P=F 2 F;=Fyy 2 Fk = F
Luego, por maximalidad podemos concluir que F; = F.
» (Unicidad) Supongamos que tenemos j, k € J son tal que F; = F}, tenemos lo siguiente:
act(F;) = act(Fy)
Ahora como ambas son representacion minimal, j y k son irreductibles, con ello tenemos que:

act(Fy) =TU {j}
act(Fy) =T U {k}

Lo cual implica que j = k. Con lo cual se concluye la demostracion.

Antes de probar el Teorema de Hoffman-Kruskal, probemos el siguiente lema:

Lema 1. Si F es cara de P, lin(F) = lin(P)

Demostraciéon: Recordando que:

Ker(A) =lin(P) = {r e R":Vx € P, VA€R, z+ \r € P}
Sean F una cara de P, I = act(F), es decir F = F; ={z € P: A; =br} y J = act(P). Escribamos:
Fr={zeR": Ajx=b;,Ax <b} ={z e R": —Ajx < —by, Ajx < by, Ajz < by}
Entonces:
Ag

lin(F7) = Ker | —A; | = Ker(A) = lin(P)
Ay

Teorema 2 (Teorema de Hoffman-Kruskal). Sea P = P(A,b) C R™ poliedro, y F' una cara no vacia de P.
F es cara minimal ssi dim(F) = dim(lin(F)) = dim(KerA) = n — rango A En particular se tiene que todas las
caras minimales de P tienen igual dimensién entre ellas.
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Demostracién:

(=) Sea F' cara mininal, escribamos F' = F; con I = act(F), entonces como F es cara minimal de P es un espacio
afin, entonces:

afin(Fr) = Fr
={z €R": Apeo(7)T = bace(F) }
={z} + {z : Aact(r)x =0}
= {2} + Ker(Auer(r))
= {z} + lin(Fy)
= {2} +lin(P)

Esta dltima igualdad viene del lema probado anteriormente, luego como lin(P) = Ker(A) obtenemos:

{z} +lin(P) = {z} + Ker(A)

Finalmente:

dim(Fr) = dim(lin(P) = dim(Ker(A)))

Asi concluimos que todas las caras tienen la misma dimension.

(<) Sea F' cara no vacia de P tal que cumple la igualdad, luego dim(F') = dim(lin(P) = F = {z} + lin(P)

= dim(F) = dim(lin(P)) = J =0

Asi, F es espacio afin por lo que no tiene caras propias, entonces necesariamente es minimal, llegando a lo pedido. B

Observacién 3. Si P tiene vértices (por definicion de curso caras con dimension 0), entonces todas sus caras
minimales son vértices.

Definicién 4 (Poliedro Puntiagudo). Sea P C R™ un poliedro, decimos que P es Poliedro Puntiagudo si tiene vértices.

Observacién 4.
1. P tiene vértices ssi:

0 = dim(KerA) = n — rango(A)
& {0} = lin(P)

Con esto podemos concluir que, si P C Q y @ no tiene lineas, entonces P tiene vértices.
Como ejemplo de lo anterior:
» Cualquier poliedro del tipo P C R" es puntiagudo
= Cualquier poliedro acotado no vacio (politopo no vacio) es puntiagudo
2. Otra consecuencia de Hoffman-Kruskal es que Vi € [dim(lin(P)), dim(P)] existe una cara, las secuencias
mazimales de caras (distintas de ¢):
F'CF?C..CF*

cubren todo [dim(lin(P)), dim(P)].
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Corolario 1 (Corolarios del Teorema de Hoffman-Kruskal). Sea P C R™ poliedro:
1. Toda cara propia es interseccién de facetas.

2. Los unicos poliedros sin faceta son los espacios afines.

Teorema 3 (Caracterizaciéon de representacién minimal). Sean {A;x = by, Ajz <b;} y {Cxx =dk,Crx <d}
dos representaciones minimales de un poliedro P. Entonces tenemos:

1. Como afin(P) = {x e R™: Ajx = b} = {z} + Ker(A;) y afin(P) ={x € R" : Cxx = dg} = {Z} + Ker(Ck)

entonces tenemos que Ker(A;) = Ker(Ck)

2. Las filas de Ay y las de Cx (como conjuntos c¢/u por su lado) son base del mismo espacio vectorial, luego
ambos son generadores de Ker(Ar)* = Ker(Ck)* y mas atin son minimales (son Li. por ser restricciones
irredundantes)
|I| = |K| = n - dim(P)
|J| = |L| =N° de facetas
Si F es faceta definida por Agjyx = by y Cyyx = dyyy, entonces las filas de Aoy y de Cryqy generan el
mismo espacio vectorial.

Guds o

Ejemplo 1. Veamos el siguiente ejemplo en R?:

P: x+y=2 20 +2y =4
r4+2<3 —y+z<1

Aqui, ambas representaciones (izquierda y derecha) generan el mismo poliedro P.
En particular, si dim(P) = n y act(P) = ¢, entonces:

P={zeR": Ajx<b;} (J =1[m])
={zeR":Crz<ecr}

Entonces C' es una amplificacién y permutacion de las filas de A, y d lo mismo, con respecto a b.
En particular si el poliedro tiene dimensién n y b € {—1,+1,0}", entonces esta representacién es unica.

Definicién 5 (Punto extremo). Sea C' convexo, x € C' es punto extremo si z ¢ conv(C \ z).

Teorema 4. Sea P poliedro puntiagudo tal que P = P(A,b) C R", los siguientes son equivalentes:
1. (Dimensional) T es vértice (ie. {Z es cara de P}).
2. (Rango) Jn restricciones l.i. que se activa en T.
3. (Geometria) T es punto extremo.
4. (Optimizacién) Jw € R™ tal que argmax{w?y : y € P} = {7}.

I Demostracién: Sean I = act(z) y J = act(Z):
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(1) < (2)

{Z} es cara & {T} = F
<dim({xr € P: Ajx =br}) =0
Pero como dim(Fy) = n — rango(Ay) < rango(Ar) =n
< rango-fila(Ar) =n
< hay n filas 1i. en Aj

(1) < (4) {7} es cara < I desigualdad valida wTz < § tal que {7} = {x € P: wTx = §}
& I(w, d) tal que méx{wTz : z € P} = w'% & argméx{w’z : x € P} = {7}
(3) = (2) Sea T punto extremo, y I = act({Z}).
Por contradiccién supongamos que hay menos de n restricciones L.i. que se activan en 7, es decir: rango(A4y) < n,
esto implica que dim(KerAd;) > 1 = Jy € Ker(A;) & Ay =0.
Ahora para € > 0 tenemos:

A[(f-i-&?y) = AT+ Ay
=br+e-0=0;
Si J=act({z}), As@T+ey)=A,T+eAy<by

Esto ultimo tomando ¢ suficientemente pequenio = T + ey € P.

Luego notar T = @ + % donde T + ey, — ey € P y ademds son distintos, por lo tanto T no es punto

extremo llegando a una contradiccién y concluimos.
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