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P1. (C3 Otoio 2022) Sea z(t), para t > 0, la posicién de un oscilador arménico que se
encuentra en reposo para t = 0, y satisface la ecuacion

2422 422 = f(t),

donde f(t) es un forzamiento no nulo sélo para t € [0, 7[. Este forzamiento comienza
valiendo 7 en t = 0, para luego decaer linealmente hasta cero en t = m, como se muestra en
la figura.

(a) Exprese f(t) usando funciones de Heaviside.

(b) Encuentre la transformada de Laplace L£[z(t)](s) de la solucién de la ecuacién del osci-
lador.

(c) Encuentre la solucién z(t), para t > 0, muestre que es continua y que para t > 7

™

z(t) = — (1 +7+ €2> e ' cos(t) — ge’t sin(t).
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P2. (C3 2016 Salomé) Considere el siguiente sistema mecanico compuesto por dos par-
ticulas de masa m;, mq y dos resortes de constantes kq, ky. Si z(t), y(t) representan las
posiciones con respecto a las posiciones de equilibrio, entonces las siguientes ecuaciones des-
criben el movimiento de ambas particulas:

myz” = —kix(t) + kao(y — )

oy = —k(y — ) (1)

1. Demuestre que todas las soluciones del sistema (1) son acotadas.

2. Suponga que m; = 2ms, ky = 2ko. Determine todas las soluciones del sistema.

P3. (C3 Otoiio 2024) Considere la siguiente ecuacién que modela un sistema masa resorte
con un amortiguador, al que después de §segundos es golpeada por un martillo que ejerce
un impulso sobre la masa. El sistema queda descrito mediante el problema de valor inicial:

(1) + 22/ (t) + 102(t) = 6 (t - g) . t>0,

1. Determine la solucién en términos del parametro c.
2. ;Qué valor debe tener ¢ para que la masa quede detenida para ¢t > 77

Recomendacién! Hagan la P1.b) del C3 de Otono 2024. Es de modelamiento usando
Laplace :D
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Definicién (Convoluciéon de funciones). Sean f,g € C® para algtin o € R. Se define
la convoluciéon de f y g como la funcion

t

(F0)t) = [ F)gtt —s)ds = [ £t~ 9)g(s) ds.

0

La transformada de Laplace de una convolucion se expresa de la siguiente manera:

L{f * g}(s) = L{S}(s)L{g}(s)

Tabla 1: Transformadas de Laplace comunes

Funcion Transformada de Laplace
! .

t" e

cos(bt) R

sin(bt) ﬁ

sinh(bt) ot

cosh(bt) P

et 7(3—3)!n -

Ha(t)

Definicién Exponencial de una Matriz: Sea M € M, ,,(R) una matriz cuadrada. Se
define la exponencial de M como
o0 k M2 M3 M7

M. _ — T A
=3 =T+ Mt S+ttt

Teorema Sistema lineal con A diagonalizable: Considere el sistema, lineal X' = AX +
B(t), donde A es una matriz constante y diagonalizable, con descomposicion A = PDP~!,
valores propios Ay, ..., \, vy los vectores propios vy, ..., v, respectivos. Entonces:

i) Una matriz fundamental de X’ = AX esta dada por
M(t) = PeP' = (Mt | - | e*'oy,)

y luego la matriz fundamental candnica es ®(t) = M (t)M(0)~! = PeP*P~1.

ii) La solucién homogénea asociada al sistema homogéneo X’ = AX admite las siguien-
tes escrituras, donde C' = (C4,...,C,) es un vector de constantes arbitrarias reales o
complejas.

Xh(t) = P(EDtC = 016/\1751)1 +---+ C’neA"tvn
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