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P1. Supongamos que hay dos masas m y ms unidas a resortes y paredes, como se muestra en la Figura.
Los resortes que conectan m; a las paredes tienen constantes eldsticas k1, mientras que el resorte
que conecta my y ms tiene constante elastica ko. Este acoplamiento significa que el movimiento de
una masa afecta el comportamiento de la otra.

Sea x; el desplazamiento de cada masa desde su posicién de reposo, ademds supongamos que ambas
masas son iguales a 1. Las ecuaciones diferenciales para estos osciladores acoplados se dan entonces
por

.CCI{ = —(kl + kg)xl + koxo
l'g = kox1 — (k‘l + kg)l’Q.

a) Escriba estas ecuaciones como un sistema matricial de primer orden.
Pauta: Dadas las ecuaciones de movimiento:

zf = —(k1 + ko)1 + koxo
.T’QI = kox1 — (/61 + kg)xQ

Definimos el vector X = ;

En forma matricial esto seria:

0 0 10

;L - 0 0 0 1
X' =AX, con A= (k1 + ko) ey 00
k2 —(k1+k2) 0 0O

b) Determine los valores y vectores propios asociados a la matriz correspondiente.
Pauta:

Calculamos det(A — AI) = 0:

—-A 0 1 0
0 - 0 1

det —(kil + kig) ko - 0 =0
ko —(k1+k2) 0 =X



Como

- 0 1 0
R [ S O B A C )
ko —(k1+k2) 0 =\
Tenemos

M 4 2(ky + ko) N2 + ky(ky 4 2ko) = 0

Tomando p = A? para que nos quede de grado 2:

1%+ 2(k1 + ko) + ki (k1 + 2k2) = 0

Las soluciones de este polinomio son

—2(ky + ko) + \/A(k1 + k)2 — dky (k1 + 2k
o= (k1 + ko) \/(1;r 2) 1+ 2)=—(k:1+kz)ik2

Por tanto las soluciones serian

w1 = —k1, p2=—(ki+2kg)

Ahora, volvemos a A para obtener los valores propios.
Valores propios:

M=pu = M\ ==Fivk
M= g = Xy = £iky + 2k

Por conveniencia para el resto de preguntas definiremos

w1 = k1, w2 =k + 2k

Asi los valores propios son
Al = Fiwy, A = tiwo

Vectores propios

Para A = iwq se tiene:

—iw1 0 1 0 ai
. o 0 —iw1 0 1 a9 .
(A N ZWII),U =0 = —(kl + ]{72) k‘g —iw1 0 as =0
ko —(k‘l + kg) 0 —iWw1 ay

— —ajiwi+az =0, —agiwi+ayg =0, —al(k1+k‘2)+a2kz2—a3iw1 =0, alkg—ag(k1+k2)—a4iw1 =0

Usando ag = ajiw; en ay(ky + k2) + asiw; = agks tenemos

al(k1 + kQ) — alw% =agks — a1 = as



Donde se us6 que w? = k;.
Asi el vector propio queda

iwl
Ahora para \ = iws similarmente llegaremos a estas ecuaciones
az = aliwg
a4 = agiwy
al(k‘l + k‘2) + agiwg = agks
az(k1 + ko) + agiws = arks

Reemplazando a3 = ajiwy en aj (k1 + k2) + aziws = agks tenemos
al(kl + kg) — alw% = agky — al(kl + k‘g) — al(kl + 2/€2) = —a1ky = avks — —a1 = as
Luego el vector propio asociado sera

1
-1
1Wo

—’iWQ

S
I

Tomando la parte real e imaginaria de u y v, podemos obtener 4 vectores propios l.i:

v =

S O ==

o

¢) Encuentre la solucién general.

Pauta: Con los 4 vectores propios que encontramos podemos obtener la matriz T' que nos
permitird resolver el sistema

1 0 1 0

1 0 -1 0
= 0 w1 0 w2

0 w1 0 —Ww9



Si calculamos su inversa llegaremos a que es

1 1 0 0
71 — 1 0 0 Wil w%
211 -1 0 0
0 0 = -z
Luego calculando T~ AT se llega a:
0 w O 0
e

0 0 —w2 O

Sabemos (resumen aux 10) que para este caso, la solucién general del sistema Y/ = (T~'AT)Y
viene dada por
a1 coswit + by sinwit
—a1 sinwt 4 by coswqt
ao CoS wat + by sin wot
—a9 Sin wot 4 by cos wot

Y(t) =

Luego la solucién X vendrd dada por X =TY:

al cos(wlt) + b1 Sin(wlt) + a9 COS(WQt) + by SiIl(WQt)

ay cos(wit) 4 by sin(wit) — ag cos(wat) — ba sin(wat)
—wiaq sin(wit) 4+ w1by cos(wit) — waag sin(wat) 4 waby cos(wat)
—wyay sin(wit) + wiby cos(wit) + woag sin(wat) — waba cos(wat)

X=TY =

Con lo que obtenemos que

x1(t) = ay cos(wit) + by sin(wyt) + ag cos(wat) + be sin(wat)
x2(t) = ay cos(wit) + by sin(wit) — ag cos(wat) — b sin(wat)
Sean wy = Vk1 v wa = Vk1 + 2ks. (Qué puede decir de la periodicidad de las soluciones con
respecto a w;? Demuestrelo.
Pauta:
Las frecuencias w1 = v/k1 y wo = Vk1 + 2k9 determinan la periodicidad:
Para que X (t) sea periddica, z1(t) y x2(t) deben tener igual periodo.
Notamos que para que x1 y T2 sean ambas periddicas, de periodo T' se necesita cumplir

cos(wi(t +T)) = cos(wit) = cos(wit +wiT) = cos(wit) = wiT =27mn
cos(wa(t +T)) = cos(wat) = cos(wat + woT') = cos(wat) = woT = 27m

donde n y m son enteros.
Luego de ahi obtenemos

2mn
T = -
w1
2mm
T=——
w2
Es decir,
2mn 2mm 2mn w1 w1 n w1
— = = = —=— & —€Q
w1 w9 2mm  wo wg m )

Luego tenemos que para que haya periodicidad es necesario que %L sea un niimero racional.
w2



