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P1. Sobre un cuerpo que cae en un fluido relativamente denso, aceite por ejemplo, actian tres fuerzas:
el peso debido a la gravedad g, una fuerza de empuje E que actia en sentido contrario al peso y
una fuerza de resistencia R que actia en sentido contrario al sentido del movimiento. La magnitud
de la fuerza de empuje es igual al peso del fluido desplazado por el objeto.

Supongamos que una esfera de radio a y densidad p cae libremente en un fluido viscoso de densidad
po v coeficiente de viscosidad u. En estas condiciones la fuerza de resistencia estd dada por la Ley
de Stokes:

R = 6mpav,

donde v es la velocidad de la esfera.

Plantee la EDO de orden 2 que rige el movimiento de la esfera y determine la velocidad limite que
alcanza en funcion de los parametros del problema. Explique su respuesta.

Ind: Recuerde que si a es el radio de la esfera, entonces su volumen es %”a?’.

Pauta: De acuerdo al enunciado hay 3 fuerzas actuando sobre la esfera; la fuerza peso, el empuje
E y la resistencia R.
Sabemos por el enunciado que la magnitud del empuje es igual al peso del fluido desplazado por la

esfera, es decir:
4

E = mauido - g= (‘/esfera : Po)g = ?a?’pog

Donde se usé que la masa del fluido que desplaza la esfera es igual a la densidad del fluido por el
volumen de la esfera Vigtera ¥ que al mismo tiempo por la indicacion Vegera = %”a?’
Luego sea Megtera 1a masa de la esfera, tenemos que como conocemos su densidad p la podemos

calcular como
4m 4

El

Ahora para plantear la EDO establecemos y(¢) como la posicién de la esfera, esto implica que su
velocidad v serd ¢(t).

Como la esfera va cayendo nuestro sistema de referencia va a apuntar hacia abajo (da lo mismo en
verdad) por lo que la sumatoria de fuerzas y la segunda ley de Newton nos entrega la siguiente EDO

Mesfera = Vesfera * P =

mesferay(t) = Mesferad — E—-R

4dr . uv 4r .
= 5 ap-it) = 5a’pg — —apog — 6mpa- y(t)
Normalizando la expresién y reordenando términos tenemos
4 . . 4 4
3@ () + 6pa- §(t) = za’pg — 5a’pog



= 0+ g i) =g (1= 2 ) = L)

Para simplificar las cosas llamemos b = 22’;{) yc= @. Con esto la EDO queda
§(t) +by(t) = c
Partamos resolviendo la EDO homogénea, la cual tiene el siguiente polinomio caracteristico:
MNAEbd=0 < AA+b) =0

Lo que nos da las soluciones A\ = 0, Ay = —b.
Luego la solucién de la EDO homogénea es

yn(t)=A+Be™® A BeR

En otras palabras su base de soluciones es {1, e_bt}. Con esto es posible usar variacién de parametros
y obtener la solucién particular.
Usando que y1(z) = 1 y y2(2) = e~ la férmula nos entrega:

LQa) da — boetQ(a)
to Wly1, y2l(x) to Wy, y2(z)

En este como ya normalizamos al EDO Q = ¢. Ahora calculemos el Wronskiano.:

Wiy (2), y2(2)] = y1(2)vh(z) — yo(x)y; (2) = —be P — 0 = —be

yp(t) = e dx

Luego la férmula queda

Eligiendo t¢p = 0 tenemos:

(= emC (0 Ly e e e ¢
Ypt) = b\ o ") T T b

—bt . .z 7
Notamos que la parte —;5 + 35 va a ser absorbida por la solucién homogénea.
Luego la solucién general queda

y(t) = yn(t) + yp(t) = A+ Be b + %t. A BEeR
Como nos piden ver la velocidad limite calculamos y(t):

§(t) = —bBe™" ¢ g

Notamos que si tomamos limite cuando ¢ — oo solo sobrevive el término §:

¢ _ 2a%9(p — po)

lfm §(t) = lim (—=bBe ™" + 5) = ; o

t—o0 t—o0 b

Con lo que hemos encontrado la velocidad limite.



P2.

a)

Considera la ecuacion diferencial lineal homogénea
y W 429" £ 119" + 2y + 10y = 0.

Si la funcién cos z es una solucién de la ecuacion, encuentre una base para el espacio vectorial
de soluciones de la ecuacién.

Pauta: Si la funcién cos(z) es solucién, entonces sin(z) también lo serd (es facil ver que la
derivada de cualquier solucién sigue siendo solucién).

Esto nos permite saber que i y —i son raices del polinomio caracteristico (recuerde que e =
cos(x) +isin(x) y e = cos(z) —isin(x)), o en otras palabras que (A2 4 1) divide el polinomio
caracteristico.

Veamos ahora como se ve su polinomio:

A +2X + 1IN+ 20 +10=0
Como (A2 + 1) divide su polinomio podemos factorizarlo de la siguiente manera:
M 203 F11IAZ + 20+ 10 = (A2 + 1)g(N)

Donde ¢ es algiin otro polinomio de grado 2.

Acé hay dos formas de obtener ¢, la primera es dividir los polinomios a mano, la segunda es
sacarlo a mano:

Sabemos que q es de grado 2 y por lo tanto tendra la forma

q(\) = aX? + b+ ¢

(en particular podemos notar rapidamente que a = 1y ¢ = 10, pero hagamos todo el desarrollo)
Luego

(A4 1D)g(N) = (W2 +1)(aX*+bA+c) = aX +DN3 +eA +aX? +dA+c = a  +bNP +(c+a) N2 +bA+c
De donde obtenemos que a = 1,b = 2, ¢ = 10, es decir:
M 4203 £ 1A 20+ 10 = (A2 + 1)(A2 + 21 + 10)

Luego las otras 2 raices del polinomio vendras dadas por

—2++4-40 —2+6¢

=—-143:
> 5 3t

Luego e(m11307 — =231 o5 golucién al igual que e(~1739)% = ¢=%¢=3 Fgto nos permite

concluir que una base de las soluciones de esta EDO homogéneas es:
{cos(x),sin(z), e * cos(3z),e *sin(3z)}
Encuentra la solucién general, es decir y = yp, + y,, para la ecuacién
" / _
y' — 6y + 5y = f(x),

donde la funcién f estd definida como f(z) =0siz <0y f(z)=1six >0.

Indicacién: Puede servirte recordar que la integral definida foz g(t)dt es una primitiva de la
funcién g(z) para cualquier g integrable.



Pauta: Resolvamos primero la EDO homogénea con el fin de utilizar variacién de pardmetros.
La EDO homogénea
y" =6y +5y=0

tiene como polinomio:

M_6A+5=0 <= A=5)(A-1)=0

Lo que tiene como raices A\{ = 1, Ay = 5.
Luego {e®, >} es una base de las soluciones de la EDO homogénea:

yn(z) = Ae® + Be®*. A,BcR

Ahora apliquemos variacién de pardmetros con yi(z) = €%, ya(z) = €>*:

/ / StQ d
Wy1,y2 Wlyr, y2) ()

Donde Q(z) = f(z). Calculemos el Wronskiano:

Wiyt, y2l(z) = y1(2)ys(x) — y2(2)yl () = 5e"e™ — " e’ = 4¢5”

Reemplazando en la formula tenemos:

yp(x) — 6550 /:c etf(t) dt — e* /x €5tf(t) dt

6t 6t
0 4e o 4e

6533 T 5 e T .
=— [ e'f(t)ydt—— [ e “f(t)dt
4 Jao 4 Ja,

Luego tomando zy = 0 tendremos que como en el intervalo (0,z) f es igual a 1 (para z > 0) la
férmula queda

65:v T 5 e T €5w 1 6—51 e® 65$ 1 e 1
T Py ey M () B ) [ L
() 4/06 4/06 4(5 5) 0= %1%

e et 1

T 20 4 5
Ahora, si z < 0 las cosas cambian pues en el intervalo (x,0) f serd 0, por lo que la férmula queda:

T t 5t
5I € ‘0 T 0
yp(x) =€ / dt—e/ dt =0
p() 0 46t 0 46t

B %—%—l—% para x >0
Yp(z) =
0 para x <0

Es decir

Luego la solucion general de la EDO sera
y(z) = yn(x) + yp(z) = Ae® + Be® + y,(x)

(z) = Aex+Be5$+% para xz >0
Y ] Ae® + Beb® para x <0

Con A, A, B,B € R (Ay B absorben los términos ¢ 2—0 — < de yp(x))



