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P1. El objetivo de este problema es resolver la siguiente ecuación diferencial:

x2y′′ − 3xy′ + 4y = x2 ln(x), con x > 0

Para esto, se propone el siguiente esquema:

a) Por inspección, encuentre una solución a la ecuación homogénea.
Pauta: Como los coeficientes son polinomios sugerimos una solución de la forma y1 = xn. Para
verificar esto y encontrar el valor de n reemplazamos en la EDO homógenea:

x2(xn)′′ − 3x(xn)′ + 4(xn) = 0

x2(n(n− 1)xn−2)− 3x(nxn−1) + 4xn = 0

n(n− 1)xn − 3nxn + 4xn = 0

Como x > 0 podemos dividir por xn:

n(n− 1)− 3n+ 4 = 0 ⇐⇒ n2 − 4n+ 4 = 0

Factorizando queda
(n− 2)2 = 0

Por lo que se confirma que xn es solución con n = 2.

b) Encuentre una solución linealmente independiente y exprese la solución homogénea de la ecua-
ción.
Pauta: Para esto podemos usar la fórmula de Liouville:

y2 = Cy1

∫
1

y21
exp

(
−
∫

ā1(x)dx

)
dx

Reemplazando y1 con x2 y ā1(x) con − 3
x (el término que acompaña a y′ en la EDO normalizada)

la fórmula queda

y2 = Cx2
∫

1

x4
exp

(∫
3

x
dx

)
dx

y2 = Cx2
∫

1

x4
exp

(
ln(x3)

)
dx = Cx2

∫
x3

x4
dx

Notemos que ah́ı al integrar no agregamos la constante de integración. Esto es porque la
constante resultante habŕıa sido absorbida por C, por lo que puede omitirse. Sin embargo, esto
no sucede en la siguiente integral.

y2 = Cx2
∫

1

x
dx = Cx2(ln(x) + k) = Cx2 ln(x) + Ckx2
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Como nuestra solución anterior era y1 = x2 y ahora tenemos que y2 = Cx2 ln(x)+Ckx2 es otra
solución homogénea, entonces sigue que una base de las soluciones homogéneas es {x2, x2 ln(x)}.
Luego la solución homogénea escrita de manera general es

yh(x) = Ax2 +Bx2 ln(x) , A,B ∈ R

c) Utilizando variación de parámetros, encuentre una solución particular.
Pauta: El método nos dice que la solución particular tendrá la siguiente forma:

yp(x) = y2(x)

∫ x

x0

y1(t)Q̄(t)

W [y1, y2](t)
dt− y1(x)

∫ x

x0

y2(t)Q̄(t)

W [y1, y2](t)
dt

Reemplazando Q̄(x) = ln(x) (a lo que está igualado la EDO no homogénea normalizada) y
y1(x) = x2, y2(x) = x2 ln(x) (nuestra base homogénea), tenemos:

yp(x) = x2 ln(x)

∫ x

x0

t2 ln(t)

W [y1, y2](t)
dt− x2

∫ x

x0

t2 ln(t)2

W [y1, y2](t)
dt

Calculemos el Wronskiano W [y1, y2](x) = W [x2, x2 ln(x)]:

W [x2, x2 ln(x)] =

∣∣∣∣x2 x2 ln(x)
2x 2x ln(x) + x

∣∣∣∣ = 2x3 ln(x) + x3 − 2x3 ln(x) = x3

Por último reemplazando esto en nuestra expresión nos queda:

yp(x) = x2 ln(x)

∫ x

x0

t2 ln(t)

t3
dt− x2

∫ x

x0

t2 ln(t)2

t3
dx = x2 ln(x)

∫ x

x0

ln(t)

t
dt− x2

∫ x

x0

ln(t)2

t
dx

Resolviendo las integrales llegamos a

yp(x) = x2 ln(x)

(
ln2(x)

2
− ln2(x0)

2

)
− x2

(
ln3(x)

3
− ln3(x0)

3

)
Como podemos elegir el x0 que nos convenga mientras esté en el intervalo donde esté definida
la EDO, elegimos x0 = 1 y tenemos:

yp(x) =
x2 ln3(x)

2
− x2 ln3(x)

3
=

x2 ln3(x)

6

d) Entregue la solución general de la ecuación.
Pauta: Por último la solución general será la suma de la solución particular con la solución
homogénea:

y(x) = yp(x) + yh(x) =
x2 ln3(x)

6
+Ax2 +Bx2 ln(x). A,B ∈ R

P3. En este ejercicio veremos condiciones para factorizar una ecuación lineal de orden 2 a coeficientes
no constantes. Consideremos entonces la ecuación lineal homogénea

y′′ + a1(t)y
′ + a0(t)y = 0 con a1, a0 : I → R en C1(I).

Supongamos que tenemos la factorización:

λ2 + a1(t)λ+ a0(t) = (λ− λ1(t))(λ− λ2(t)),

con λ1, λ2 definidas en I con derivada continua.
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a) Para µ(t) una función continua, denotamos el operador (D − µ(t))y = y′ − µ(t)y. Demuestre
que:

(D − λ1(t)) ◦ (D − λ2(t))y = y′′ + a1(t)y
′ + a0(t)y para toda y ∈ C2(I) si y solo si λ′

2 ≡ 0.

Pauta: Primero notamos qué nos dice la factorización:

λ2 + a1(t)λ+ a0(t) = (λ− λ1(t))(λ− λ2(t)) =⇒ a1(t) = −(λ1(t) + λ2(t)) ; a0(t) = λ1(t)λ2(t)

Ahora veamos cómo se ve la expresión (D − λ1(t)) ◦ (D − λ2(t))y :

(D − λ1(t)) ◦ (D − λ2(t))y = (D − λ1(t))(y
′ − λ2(t)y)

(D − λ1(t))(y
′ − λ2(t)y) = y′′ − λ1(t)y

′ − λ′
2(t)y − λ2(t)y

′ + λ1(t)λ2(t)y

= y′′ − (λ1(t) + λ2(t))y
′ + (−λ′

2(t) + λ1(t)λ2(t))y

Reemplazando las igualdades que teńıamos para a1 y a0 tenemos:

(D − λ1(t)) ◦ (D − λ2(t))y = y′′ + a1(t)y
′ + (−λ′

2(t) + a0(t))y

Luego aprovechando esta igualdad:

(D − λ1(t)) ◦ (D − λ2(t))y = y′′ + a1(t)y
′ + a0(t)y

⇐⇒ y′′ + a1(t)y
′ + (−λ′

2(t) + a0(t))y = y′′ + a1(t)y
′ + a0(t)y

esta última igualdad solo es posible si λ′
2(t) es nula (cuando y es no trivial):

y′′ + a1(t)y
′ + (−λ′

2(t) + a0(t))y = y′′ + a1(t)y
′ + a0(t)y ⇐⇒ λ′

2(t) = 0

b) Encuentre la solución general de la ecuación, cuando se cumple la igualdad de la parte a.
Pauta: Sea z = (D − λ2(t))y, podemos reescribir la EDO como

y′′ + a1(t)y
′ + a0(t)y = 0 ⇐⇒ (D − λ1(t)) ◦ (D − λ2(t))y = 0 ⇐⇒ (D − λ1(t))z = 0

Luego nos queda la siguiente EDO
z′ − λ1(t)z = 0

Esta EDO se puede resolver por variables separables

z′

z
= λ1(t) =⇒

∫
dz

z
=

∫
λ1(t)dt

Nos queda entonces

ln(z) =

∫
λ1(t)dt+ C =⇒ z = Ke

∫
λ1(t)dt, con K = eC

Luego volviendo a la expresión original de z:

(D − λ2(t))y = Ke
∫
λ1(t)dt ⇐⇒ y′ − λ2(t)y = Ke

∫
λ1(t)dt

Nos queda una EDO que se puede resolver con factor integrante µ = e
∫
−λ2(t)dt:

y′e
∫
−λ2(t)dt − λ2(t)ye

∫
−λ2(t)dt = Ke

∫
λ1(t)dte

∫
−λ2(t)dt

3



⇐⇒ (ye
∫
−λ2(t)dt)′ = Ke

∫
(λ1(t)−λ2(t))dt

Integrando llegamos a una expresión para y:

ye
∫
−λ2(t)dt =

∫
Ke

∫
(λ1(t)−λ2(t))dtdt+B; B ∈ R

⇐⇒ y = e
∫
λ2(t)dt

∫
Ke

∫
(λ1(t)−λ2(t))dtdt+ e

∫
λ2(t)dtB

Usando que λ′
2(t) = 0 =⇒ λ2(t) = A; A ∈ R la expresión final queda

y = K2e
At

∫
e
∫
(λ1(t)dt−Atdt+ eAtB2

Donde K2 y B2 son constantes reales.

c) En este mismo caso, determine la fórmula general para la ecuación lineal no homogénea aso-
ciada:

(D − λ1(t)) ◦ (D − λ2(t))y = h(t), con h : I → R continua.

Pauta: Haciendo nuevamente el cambio de variable z = (D − λ2(t))y la expresión queda

(D − λ1(t))z = h(t) ⇐⇒ z′ − λ1(t)z = h(t)

Usando factor integrante µ = e−
∫
λ1(t)dt la EDO queda

z′e−
∫
λ1(t)dt − λ1(t)ze

−
∫
λ1(t)dt = h(t)e−

∫
λ1(t)dt ⇐⇒ (ze−

∫
λ1(t)dt)′ = h(t)e−

∫
λ1(t)dt

Entonces integrando z nos queda

z = e
∫
λ1(t)dt

∫
h(t)e−

∫
λ1(t)dtdt+ Ce

∫
λ1(t)dt

Volviendo a la expresión original de z, pero reemplazando de inmediato λ2(t) = K:

y′ −Ky = e
∫
λ1(t)dt

∫
h(t)e−

∫
λ1(t)dtdt+ Ce

∫
λ1(t)dt

Esto igual puede ser resuelto mediante factor integrante µ = e−Kx:

(ye−Kt)′ = e−Kt

(
e
∫
λ1(t)dt

∫
h(t)e−

∫
λ1(t)dtdt+ Ce

∫
λ1(t)dt

)

ye−Kt =

∫ (
e−Kt

(
e
∫
λ1(t)dt

∫
h(t)e−

∫
λ1(t)dtdt+ Ce

∫
λ1(t)dt

))
dt+A

⇐⇒ y = eKt

∫ (
e−Kt

(
e
∫
λ1(t)dt

∫
h(t)e−

∫
λ1(t)dtdt+ Ce

∫
λ1(t)dt

))
dt+ eKtA
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