P2. Considere la siguiente EDO con coeficientes variables:
1

1 1
" — ;y’ + —i= = In(z), x>0

a) Sabiendo que z y xIn(z) son soluciones de la ecuacién hémogenea, demuestre que son lineal-
mente independientes.

b) Utilizando el método de variacién de pardmetros, encuentre una solucién particular de la EDO.
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P4. Encuentre la expresion en serie de potencias de la funcién f(x) = cos(2z) utilizando la EDO

y' +4y=0

Hint: Aproveche el Teorema de Existencia y Unicidad.
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P1. El objetivo de este problema es resolver la siguiente ecuacién diferencial:

2y — 3zy’ + 4y = 2% In(x), con z > 0
Para esto, se propone el siguiente esquema:

a) Por inspeccién, encuentre una solucién a la ecuacién homogénea.
Pauta: Como los coeficientes son polinomios sugerimos una solucién de la forma y; = «™. Para
verificar esto y encontrar el valor de n reemplazamos en la EDO homdgenea:

2?(2")" — 3x(z™) +4(z™) = 0
22(n(n — 1)z""?) = 3z(nz" 1) + 42" =0
nn —1)az" —3nz™ + 42" =0
Como z > 0 podemos dividir por z":
nin—1)—-3n+4=0<=n*—4dn+4=0

Factorizando queda
(n—2%=0

Por lo que se confirma que z™ es solucién con n = 2.

b) Encuentre una solucién linealmente independiente y exprese la solucién homogénea de la ecua-
cion.
Pauta: Para esto podemos usar la férmula de Liouville:

Yo = Cy1/12exp (—/al(m)daz) dx
1

Reemplazando y; con 2? y a1 (z) con —2 (el término que acompaiia a 3 en la EDO normalizada)

la féormula queda
1
Yo = Cm2/4exp (/ 3d$> dx
x x

1 3
= Cz? / — exp (In(z?)) dz = Ca? / —dx
Y2 24 P ( ( )) 24
Notemos que ahi al integrar no agregamos la constante de integracién. Esto es porque la

constante resultante habria sido absorbida por C, por lo que puede omitirse. Sin embargo, esto
no sucede en la siguiente integral.

yy = C? / ld:L” = Cz?*(In(z) + k) = C2®In(z) + Cka?
x

1



Como nuestra solucién anterior era y; = x? y ahora tenemos que yo = Cz? In(x) + Cka? es otra
solucién homogénea, entonces sigue que una base de las soluciones homogéneas es {22, 22 In(z)}.
Luego la soluciéon homogénea escrita de manera general es

yn(x) = Az? + B2’ In(z), A, B €R

¢) Utilizando variacién de pardmetros, encuentre una solucién particular.
Pauta: El método nos dice que la solucién particular tendrd la siguiente forma:

00 “ Q)
yp(2) = yo(z) | ) gy (z) |
R A [ R M A
Reemplazando Q(z) = In(z) (a lo que estd igualado la EDO no homogénea normalizada) y
y1(z) = 22, yo(z) = 22 In(z) (nuestra base homogénea), tenemos:
2 1In(t) 5 [* t2In(t)?

=22 In(z xi -z Wi oal(+)
wle) =awie) [ et |

Calculemos el Wronskiano W yy, y2](z) = W|x?, 22 In(x)]:

dt

x? 22 In(x)

2 2 _
Wiz, 2" In(z)] = 2 2zxln(x)+x

=228 In(x) 4 2° — 223 In(z) = 23

Por 1ltimo reemplazando esto en nuestra expresién nos queda:

T 21 T 21 2 T ] 2
yp(x) = o ln(x)/ d tg(t) dt — 552/ Fin(®)° dx = z* ln(fL’)/ n(t) dt — 1'2/ n(tt) dx
x T zo

Zo 0 t3 0 t

Resolviendo las integrales llegamos a

Yp(7) = 2% In(z) (11122@) B th;ﬂfO)) - <ln33(x) - lngi(;m))

Como podemos elegir el zy que nos convenga mientras esté en el intervalo donde esté definida
la EDO, elegimos zg = 1 y tenemos:
2?Ind(z)  22In(z)  2?Ind(x)

wr)=— "~ 5 =

d) Entregue la solucién general de la ecuacion.
Pauta: Por ltimo la solucién general sera la suma de la solucién particular con la solucién
homogénea:

22 In®(x)

5 + Az? + Bz?In(z). A, B€R

y(x) = yp(x) + yn(x) =

P3. En este ejercicio veremos condiciones para factorizar una ecuacién lineal de orden 2 a coeficientes
no constantes. Consideremos entonces la ecuacién lineal homogénea

v +ai(t)y +ag(t)y =0 con ay,ag: I — R en C(I).

Supongamos que tenemos la factorizacion:

N ar (A + ao(t) = (A = M (6)(A = Aa(1)),

con A1, Ao definidas en I con derivada continua.



a)

Para p(t) una funcién continua, denotamos el operador (D — u(t))y = y' — p(t)y. Demuestre
que:

(D =X (t) o (D = Xa(t))y = 9" + a1(t)y’ + ao(t)y para toda y € C*(I) si y solo si Ay = 0.
Pauta: Primero notamos qué nos dice la factorizacién:
N ar(HA + ao(t) = (A = M(0)(A = Xa(t) = ar(t) = —(Ai(t) + A2(t)) ; ao(t) = Ai(t)Aa(t)
Ahora veamos cémo se ve la expresién (D — Aq1(t)) o (D — A2(t))y :
(D= Ai(t) o (D= Xa(t)y = (D = Mi(1)(y — Xa(t)y)
(D= M)y = X2(t)y) =y" = M)y — Ay — X2 (8)y" + A (t)A2(t)y
=y" = (M(t) + X))y + (=X5(t) + M () X2 (t)y
Reemplazando las igualdades que teniamos para a; y ag tenemos:
(D = M(t) o (D= X))y =y" +ar1(t)y’ + (—=X3(t) + ao(t))y
Luego aprovechando esta igualdad:
(D = A1(t)) o (D — Xa2(t)y =y + ar(t)y’ + ao(t)y
= Yy + a1y + (=25() + ao(t)y = ¢y" + ar(t)y’ + ao(t)y
esta tltima igualdad solo es posible si A5(t) es nula (cuando y es no trivial):
y' +ar(t)y + (=2t +ao(t)y =y + ar(t)y +ao(t)y <= Ny(t) =0

Encuentre la solucién general de la ecuacién, cuando se cumple la igualdad de la parte a.
Pauta: Sea z = (D — A\a(t))y, podemos reescribir la EDO como

Y +ar(t)y +agt)y =0 = (D —A(t)o(D - )y =0 = (D—A(t))z=0

Luego nos queda la siguiente EDO
2= X\(t)z2=0

Esta EDO se puede resolver por variables separables

i—h@zé/f—/hwﬁ

Nos queda entonces
In(z) = /Al(t)dt +C = z=Ke/MO® con K =¢C

Luego volviendo a la expresién original de z:

(D = Xa(t))y = Kel MOU s yf — 2o (t)y = Ko MO
Nos queda una EDO que se puede resolver con factor integrante y = e —A2(t)dt.

y'ef —Aa(t)dt )\g(t)yef —Aa(t)dt _ Kef /\1(t)dtef —Aa(t)dt



— (yef —)\Q(t)dt)/ — KeJu)=ra(®)dt

Integrando llegamos a una expresion para y:

yel a0 _ / Ke/O10-%)dtg; 4 B, B e R

ey = o R / Kel =22ty o f 2t g

Usando que M, (t) = 0 = X2(t) = A; A € R la expresioén final queda
y = K2€At/€f(>\1(t)dt—Atdt+€AtB2

Donde K5 y Bs son constantes reales.

En este mismo caso, determine la férmula general para la ecuacién lineal no homogénea aso-
ciada:

(D — Ai(t)) o (D — Xa(t))y = h(t), con h: I — R continua.

Pauta: Haciendo nuevamente el cambio de variable z = (D — A2(t))y la expresién queda
(D= X(t)z=h(t) = 2 —M\i(t)z = h(t)
Usando factor integrante p = e~ Ix®dt 15 EDO queda
Z/e—fAl(t)dt . )\l(t)ze—f)\l(t)dt _ h(t)e—fxl(t)dt — (Ze—f)\l(t)dt)/ _ h(t)e—fAl(t)dt
Entonces integrando z nos queda
5= ef Al(t)dt/h(t)e—f)\l(t)dtdt + Cef A1(t)dt
Volviendo a la expresién original de z, pero reemplazando de inmediato Aa(t) = K:
y/ —Ky= ef Al(t)dt/h(t)e—f)\l(t)dtdt + Cef)\l(t)dt
Kz,

Esto igual puede ser resuelto mediante factor integrante p = e~

(ye*Kt)' _ oKt <ef)\1(t)dt / h(t)e*f/\l(t)dtdt + Cef Al(t)dt)

ye*Kt _ / <6Kt (ef/\l(t)dt/h(t)efAl(t)dtdt+CefA1(t)dt>> dt + A

= y= eKt/ (eKt <€f)\1(t)dt/h(t)efAl(t)dtdt+ Cef/\l(t)dt>> di + Kt A



