
Universidad de Chile
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
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P1. Considere el sistema lineal:

Y ′(t) = A(t)Y (t)

con t > 0, Y (t) ∈ Rn y A(t) una matriz de coeficientes variables periódica de periodo T > 0, es
decir A(t+ T ) = A(t), ∀t > 0. Sea Φ la matriz fundamental del sistema anterior, tal que Φ(0) = I.

a) Demuestre que si Φ(T ) = I, entonces Φ es también periódica de periodo T > 0.

b) Demuestre que de forma más general, ∀t > 0 se tiene que Φ(t+ T ) = Φ(t)Φ(T ).

c) Demuestre que si λ ∈ C es un valor propio de Φ(T ) tal que es ráız k-ésima de la unidad,
entonces existen soluciones periódicas del sistema original con periodo kT .

P2. Resuelva el sistema
W ′ = AW + b(t)

usando la matriz exponencial.

P3. Determine la solución general del sistema

X ′ =

−2 1 0
0 −2 0
3 2 1

X

P4. Considere el sistema lineal de ecuaciones

X ′(t) =

−2 0 0
−1 −2 −1
1 0 −1

X(t) +

e−2t

e−3t

e−4t

 , t > 0,

a) Encuentre la solución del sistema homogéneo asociado.

b) Encuentre una solución particular del sistema.

c) Verifique que la solución general tiende al vector nulo cuando t tiende a infinito.
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Resumen

La matriz exponencial
Considere el siguiente sistema lineal a coeficientes constantes:

x′ = Ax, A ∈ Mn×n(R)

Definimos la Matriz exponencial etA, como la solución fundamental W : R → Mn×n(R) de:

dW

dt
= AW

W (0) = I, matriz identidad.

La matriz exponencial satisface las siguientes propiedades:

1. e(t+s)A = etAesA

2. (etA)−1 = e−tA

3. A y etA conmutan.

4. A, B conmutan si y sólo si etA, B conmutan.

5. A, B conmutan si y sólo si etAetB = et(A+B)

6. etA
T
= (etA)T . Propiedad de la traspuesta.

7. Si D es una matriz diagonal, entonces se tiene que:

D =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

 =⇒ etD =

e
λ1t · · · 0
...

. . .
...

0 · · · eλnt


Dado un vector propio generalizado v y su valor propio asociado λ. Sea n la mutliplicidad
algebraica de λ, se tiene que

etAv = etλ ·
n−1∑
m=0

tm

m!
(A− λI)mv

En particular si v es un vector propio obtenido de forma normal (no generalizado), se tiene que

eAtv = eλtv

Una solución particular del sistema

X ′(t) = AX(t) +B(t)

viene dada por la siguiente fórmula (variación de parámetros)

Xp(t) = Φ(t)

∫ t

0
Φ−1(s)B(s)ds

Donde Φ es la matriz fundamental canónica.
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