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P1. Considere las funciones

(1) = 20—7m sit<mw
7 T sit>mw

e 'sen(t) sit>mw

¢(t):{0 t sit<m

a) Exprese ¢ y 1 usando funciones de Heaviside.
Pauta: Note que para cambiar el orden de las desigualdades en la funcién de Heaviside H,
basta tomar (1 — H,):

0 siz>a

1 siz<a

- - {
Luego podemos escribir ¢ como
o(t) = (1 — Hg(t))(2t —7) + 7 Hy(t)
Ahora para 1 tenemos que simplemente serd
Y(t) = He(t)e™ 'sin(t)

b) Encuentre una expresién para la transformada de Laplace L[y * 9](s) de la convolucién de
ambas funciones.
Pauta: Sabemos que L[y * ] = Lp] - L[], asi que calculemos las dos transformadas por
separado

Llg] = L[(1 — He(£))(2t — 7) + 7 - He(t)] = L2t — 7 — Ho(£)(2t — 27))]
= oL[t] — nL[1] — L[2(t — ) H(t — 7)] (recuerde que Hy(t) = H(t — )
Usando la transformada de la traslacién tenemos
2L[t] — wL[1] — 2L[t]e "
2 s 2

—sT
—€
52

Calculando ahora para ) :

L[] = L[H(t)e"™ 'sin(t)] = e ™ L[e " sin(t + 7)]



donde solamente utilizamos la transformada de la traslacién.
Ahora notamos que gracias a la exponencial e~ tenemos una traslacién de la transformada y
nos va a quedar lo siguiente

e ™ Lle tsin(t + )] (s) = e ™ Lsin(t 4+ 7)](s + 1) = e ™ L]~ sin(t)](s + 1)

Por 1ltimo usando la transformada del seno nos queda

1
(s+1)2+1

Por lo tanto el producto de las dos es

Llo+ ) = Llg] - L] = (2 T 2) | <_(1>

Con lo que la transformada queda calculada.

Usando antitransformada de Laplace, calcule la convolucion ¢ * 1.
Pauta: Desarrollando el producto de la parte anterior tenemos

2 T 2 e 1 2e 5T L me ST N 2e~ 25T
— — — — —¢ | —e N — e
s2 s 82 (s+1)2+1 $2(s2+2s+2) s(s24+2s4+2) s2(s2+2s5+2)

S

Usemos fracciones parciales. Vamos a ignorar de momento los términos e ~**, pues simplemente

van a representar una traslacion a nuestras transformadas.

2 _é B Cs+ D

A2+2512) s 2 P+212
De aqui tenemos
2= As® +2As* + 2As + Bs* + 2Bs + 2B + Cs® + Ds?
De donde se desprende B=1, A+ C=0,2A4+B+D=0,24A+2B =0.
Luego A=—1, D=1y C =1y nos queda
2 1 1 s+1 1 s+1 1

s2(s% + 25 + 2) s+?+52+28+2:? (s24+1)+1 s
= L[t](s) + L[cos(t)](s +1) — L[1](s) = L[t](s) + L]e " cos(t)](s) — L[1](s) = L[t +e " cos(t) — 1]

Ahora hacemos lo mismo con donde para simplificar los cédlculos factorizaré afuera

/2

7T
s(s242s+2)7

2 _é Bs+C

s(s?2+2s+2) 8+S2+28+2

De aqui se tiene
2= As? 4245 +2A+ Bs® + Cs

con lo que obtenemos A =1, B+ A=0,2A4+C =0=— B = -1, C = —2. Asi la fraccién
queda

2 a1 swd N mfp skl
s(s24+25+2) 2\s s2+4+25+2/) 2 (s2+1)+1 (s2+1)+1

(L[1](s) = L[cos(t)](s + 1) — L[sin(t)](s + 1)) =

T

2
_T
2

ro| 3

(L[1](s) — Lle ™ cos(t)](s) — Lle~ sin(t)](s))



= gﬁ[l — e7*(cos(t) + sin(t))]
Juntando todo la expresién total queda

—e5"L[t + e Feos(t) — 1] + e_”gﬁ[l — e H(cos(t) + sin(t))] + e L[t + e cos(t) — 1]

=—L[((t—7)+e " Teos(t —m) — 1)H(t)] + gﬁ[(l — e (cos(t — ) +sin(t — 7)) Hy(t)]
+L[(t — 2w + ¥t cos(t — 27) — 1) Hor(t)]
Asi, aplicando la antitransformada y desarrollando los senos y cosenos, la convolucién seria:

oxh(t) = —(t—m—e™ ' cos(t)—1)H, (t)—i-g (1+e™ *(cos(t)+sin(t))) Hy (t)+(t—2m+e*™ " cos(t)—1) Har (1)

P2. Considere la ecuaciéon diferencial ordinaria lineal de orden n con coeficientes constantes:

Y () + a1y V(@) + -+ ary/ (8) + agy(t) = 6(t — a) (1)

donde ag, ay,...,a,—1 son constantes y d(t — a) es la distribucién delta de Dirac centrada en ¢t = a.

Demuestre que la derivada de orden n — 1 presenta un salto de magnitud 1 en ¢ = a, es decir:

lim [y("_l)(a +h) =y (e - h)} =1

h—0t

Pauta: Integramos la ecuacién (1) en el intervalo [a — h,a + h|, para h > 0:

a+h n—1 a+h a+h
/ y "M (B)dt+ Y ax / y®) (t)dt = / 5(t — a)dt
a—h E—0 a—h a—h
Sabiendo que H/ = §, notemos que esto queda como
n—1
yV(a+h) =y V(a—h)+ Z ax(y*V(a+h)—y*V(a—h)) = Hy(a+h)—Hy(a—h) =1 (2)
k=0

Donde la resta H,(a+h) — Hy(a—h) nos da 1, porque a+h > ay a—h < a, es decir, Hy(a+h) =1

y Ho(a—h) =0.
Ahora notemos que para los términos de orden inferior (k =0,...,n — 2), este limite se anula:
lim [ ®(a+h)—y®(a—h)|=0
T [y®(a+ 1) —y®(a— 1)
Esto porque y(k) es continua en a para k € {0,...,n — 2}, ya que de lo contrario podria escribirse

como y*) = (1 — Hy)f1 + Hofo con f1 # fo (como estamos asumiendo que y es derivable, no hay
casos patoldgicos como la indicatriz de los racionales). Luego su derivada seria

y B+ = 1 5oty — Hofl + Safo + Haf)

como al lado derecho de (1) tenemos solo d, notamos que es imposible que el lado izquierdo tenga
derivadas de §,, en particular notamos que lo anterior implica que y(”) contiene términos del estilo
(5((1n_k_1), donde 0 <k <n—-2=n—k—12>1. Nbétese que como f; # fo estas derivadas de J,
no se pueden cancelar todas y por lo tanto llegamos a contradecir que nuestro lado derecho es tan
solo é,.



Luego como y(k) es continuo en a para k € {0,...,n — 2}, tenemos que tomando limite cuando
h — 07 la expresién queda:

n—1
i LoD a4 1) — o @=D(a — h 10 4+ By — & D(a— )| =1
1, [y @) =y a4 2w )

como se cancelan los términos en la sumatoria obtenemos:

. (n—1) . (n—1) o _
Tim [y (ath) =y V(a—h)] =1

P3. Considere la ecuacién y” — 2y’ + 10y = f con condicién inicial y(0) = 0, y'(0) = 1.

a) Considere f = cdp. {Es posible encontrar ¢ y T' > 0 tal que la solucién de la ecuacién anterior
satisfaga y(t) = 0 para todo t > T'? Si su respuesta es positiva, determine todos los posibles
valores de 1" y correspondientes c.

Pauta: Consideramos la ecuacién diferencial:

y" — 2y + 10y = cér,

con condiciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 1.
Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados:

Lly"] = 2L[y"] + 10L[y] = cL[o7].
Usando las propiedades de la transformada de las derivadas:
s*Lly] = sy(0) — /' (0) — 2(sLly] — y(0)) + 10L[y] = ce™*.
Sustituimos las condiciones iniciales:
s2Lly] — 1 — 2sL[y] + 10L[y] = ce*T.

Factorizando L[y]:
(s> =25+ 10)L[y] = 1 + ce™*T.
Despejando L[y] tenemos:
1+ce T
s2—2s+10°

Ahora notemos que tenemos la siguiente factorizaciéon para el denominador, la cual nos lo deja
perfecto para escribirlo como la transformada del seno

Lly] =

s2—25+10= (s — 1) 49.
y como se tiene que

1 1 et
GoDZgs 3ol —1) = S L))

y también se tiene que
sT

(S_Cel)erg = gC[G_ST sin(30)](s — 1) = gﬁ[e‘STet sin(3t)](s) = gﬁ[HT(t)et‘T sin(3(t — T))]



Podemos concluir usando la antitransformada que la solucién y(t) es:

yu%:%éﬁd%)+§é”¥ﬁ@ﬁm@@—T»,

Para que y(t) = 0 para todo t > T, se debe cumplir:
1
S¢'sin(3) + get—T sin(3(t —T)) =0 ¥t >T.

‘e 1t
Dividiendo por ze":

sin(3t) + ce Tsin(3(t — T)) =0 <= sin(3t) = —ce 7 sin(3t — 37)

Notamos que para que esto sea valido para todo t > T', los argumentos deben satisfacer:

2nm

3T =2nm <= T:? y —ce T =1 = c¢=—¢",
donde n es un nimero natural (si dejamos que sea entero, entonces ya no se cumple que 7" > 0).
De esta manera los senos tienen igual coeficiente que los multiplique y sus argumentos van a
coincidir, pues sin(3t + 2nm) = sin(3t).
Luego es posible encontrar dichos valores, los cuales serian

2nm 2nm
T=—— c¢c=—e3.

Considere ahora f una funcién continua por pedazos y de orden exponencial. Exprese la solucién
de esta ecuacién expresdndola como y = yp, + f(f g(t — s)f(s)ds. Determine y;, solucién de la
ecuacion homogénea y ¢ la funcién respuesta al impulso.

Pauta: Aplicamos la transformada a la EDO (como f es continua por partes y de orden
exponencial no hay problema)

Lly"] = 2L[y'] + 10L[y] = L[f].
Usando las propiedades de la transformada:
s*Lly] — sy(0) — y'(0) — 2(sL[y] — y(0)) + 10L[y] = L].
Sustituyendo las condiciones iniciales y(0) = 0, ¢/(0) = 1:
$*Lly] — 1 = 2sL]y] + 10L[y] = L[]

Factorizando L[y]:
(s =25 +10)L[y] = 1 + L[f].

Despejando L[y]: ,
1
i

E[y]:S2—25+10 52—25—}—10‘
Notamos que
1 1 3 1 1
F 25710 3 o1Zr9 3 EmBhlls—1) =g Ll sin(3)](s)
Reemplazando esto tenemos
1 . el sin(3t
£ly) = 3£l sin(30) + £[f1E {3()]

5



toi (e
Definiendo h(t) = %n(dt) y pasando el producto a una convolucion nos queda:

e’ sin(3t)

B

+ (f *h)(1)

Luego la solucién queda
el sin(3t
y(t) = 3( )

Ahora resolvamos la EDO homogénea

+ (f*h)(?)

y" — 2y +10y = 0.
El polinomio caracteristico es:
r?—2r+10=0 = r=143i.
Entonces la solucion homogénea es:
yn(t) = e'(Acos(3t) + Bsin(3t)).

Ahora con el fin de despejar g escribamos la solucién y(t) como nos pide el enunciado:
t
y(t) = e'(Acos(3t) + Bsin(3t)) + / g(t — 5)f(s)ds = e'(Acos(3t) + Bsin(3t)) + (g * f)(t)
0

Ahora notamos que para tener

el sin(3t)

3 + (f * h)(t) = €' (Acos(3t) + Bsin(3t)) + (g * £)(t)

y(t) =
Necesita cumplirse A =0, B = 1/3, g = h (recuerde que la convolucién es conmutativa).
Luego tenemos que la funcion g respuesta del impulso viene dada por

J(t) = e sig(St)

¢) (Qué ecuacién lineal homogénea satisface g?
Pauta: Como g resulté ser un caso particular de la solucién homogénea, va a satisfacer la
mismo EDO homogénea, es decir
g —2¢ +10g =0

P4. Considere un sistema formado por dos masas my y me, dispuestas horizontalmente sin friccién. La
masa mj estd unida a una pared mediante un resorte de constante ki, y la masa mq estd unida a
otra pared mediante un resorte de constante k3. Ambas masas estan unidas entre si mediante un
resorte de constante ko. El sistema se encuentra inicialmente en reposo en su posicién de equilibrio.
En el instante ¢ = 0, una fuerza impulsiva d(¢) actia sobre la masa m;.

Asumiendo my = mg = 1, k; = kg = 1, k3 = 2, y sean x1(t) y x2(t) los desplazamientos de las
masas mq y my desde su posicién de equilibrio. El sistema de ecuaciones diferenciales que modela

la evolucion del sistema es:
] (t) + 3z1(t) — 2x2(t) = 6(t)
xh(t) 4+ 3wa(t) — 221(t) =0

x1(0) = 22(0) = 0, 271(0) = 25(0) =0



Resuelva el sistema.
Pauta:

Notamos que la transformada de 2!/ es

L[] = s*L[x;] — s2:(0) — 2}(0) = s*L]xy]

Aplicando la transformada de Laplace a cada ecuacién:

1 (recuerde que L[§] =1)

{s?ﬁhﬂ—%Sth]—2£ha}
0

s2L[wo] + 3L[x2] — 2L][z1]

Reescribimos el sistema:

(2 +3)L[x1] — 2L[xs] = 1
—2L[z1] + (s? + 3)L[xa] = 0

Despejando L[xs] en la segunda ecuacién:

2
L -
(2] = 5Ll
Sustituimos en la primera:
(2 +3)L[er] — 2+ ———Llan] = 1
! I e
4 1 1
2
<(8 +3) s2+3) 1] 1] (s2+3) — 4 (s> +3)%2 -4
52 +3 52 +3
s2+3
Ll = (s243)2 —4
s2+3 s +3
L] = =
s14+6524+9—-4 st +6s524+5
Y entonces:
2 2 s+3 2
L = — L = . —
)= Gl = s e s T e 15

Ahora debemos encontrar las transformadas inversas de:

s2+3 2

Ll =g sors P =argas

Notamos que podemos factorizamos el denominador:

s 4652 4+5= (s +1)(s> 4+ 5)



Entonces:

s*+3 Clos] — 2
(21 1)(s2+5) 2] = e

Llzq] =
Usamos fracciones parciales para L]z1]:

s2+3 A B

Fr0(2+5) 2+1 £15

Esto nos deja

s24+3=A(s*+5)+B(s* +1)

s +3=As*+5A+ Bs*+ B=(A+ B)s*>+ (54 + B)

Igualando coeficientes:

= A=1/2, B=1/2

A+B=1
5A+DB =3

Por lo tanto:

1/ 1 1
I _
] =3 <32+1+32+5>

L [1] — Lin(ar)

52 + a? a

Como sabemos que

Luego tenemos que

Llzy] = <,qsm(t)] + lﬁ[sin(\/gt)]>

1
2

V5
Ahora para
2
L =
@] = G )
Tenemos que
2 C D

(s2+1)(s?2+5) s2+1 * 245
Esto nos deja
2=C(s*+5)+D(s* +1)

2=0s>+5C+Ds>+D

=(C=1/2, D=-1/2

5C+D =2
D+C=0

Por lo tanto

1 1 1
£["732]:2<52+1_s2—i-5>

8



Lo que al igual que antes podemos escribir como

Llzo] = % <£[sin(t)] - \}gﬁ[sin(\/gt)]>

Entonces la solucién final del sistema es:

21(t) = % (sin(t) + \% sin(v5 t))
2o(t) = % (sin(t) - \jg sin(vV/5 t)>



