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P1. Usando el método de coeficientes indeterminados, dé la forma de la solucion homogénea y una
solucién particular (es decir sin evaluar las constantes) de

(D —2)%(D* +1)%y = a?e™ (1)
D3*(D? — 6D +10)%y = x* cos(x)e*” (2)

Pauta: Partamos por la primera EDO:

(D — 2)%(D? + 1)y = 22
Para sacar su solucién homogénea buscamos las raices de su polinomio caracteristico:

A=22N+1)2=A-22N+i)*’A—i)? =0
Este polinomio tiene las siguientes soluciones
Al =2, =10, 3=—1

Cada una con multiplicidad 2.
Luego la soluciéon homogénea es

C1e* + Cowe® + C3 cos(x) + Cysin(z) + Csz cos(x) + Cox sin(x)

Ahora para sacar la solucién particular tomamos el anulador del lado derecho, el cual es (D — 3)3.
Notamos que no hay resonancia, pues no se repiten anuladores con el lado izquierdo. Como no hay
resonancia escribimos la solucién particular como la resolucion del polinomio asociado a su anulador,
es decir,

A=3)P3=0

La solucién es A = 3 con multiplicidad 3, por lo que la solucién particular se vera:
_ 3x 3x 2 3x _ 3z 2
yp(x) = A1e”" + Agze™ + Azze™ = e (A1 + Asx + Azx”)

Asi terminamos con la primera EDO.
Ahora hacemos lo mismo para la segunda EDO

D3(D? — 6D + 10)%y = 22 cos(x)e>”
Para obtener la solucién homogénea encontramos las raices del polinomio caracteristico
M2 —6X+10)2=0
Notamos que A; = 0 es una solucién con multiplicidad 3. Para sacar el resto de raices usamos la

formula cuadratica
6++36—-40 j:\/—4_
2 N 2

A2, A3 = 3 3+
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P2.

Luego Ao =3 — iy A3 = 3 4 ¢ son raices con multiplicidad 2 cada una.
Asi la soluciéon homogénea queda

yn(x) = Ay + Agz + Azx® + B1e cos(z) + Boe sin(x) + Bawe® cos(x) + Byxe®® sin(x)

Ahora para la solucién particular nos fijamos en el anulador del lado derecho, el cual en este caso
es ((D —3)?+1)3, lo que da el polinomio caracteristico

(A=3)24+13 =N -61A+103=0

Que tiene como raices Ay = 3+ 17y Ay = 3 — i, cada una con multiplicidad 3. Notamos que como
se repiten raices con el lado izquierdo habra resonancia. Aqui como en el lado izquierdo el factor de
resonancia asociado a esas raices es 2 (es la parte de los anuladores del lado izquierdo que nos dio las
raices 3% cos(z) y €3 sin(z), es decir, (D? — 6D + 10)? la cual notamos est4 elevada a 2), tenemos
que multiplicar por 2 todos los términos asociados a €3 cos(z) y €3*sin(z) en nuestra solucién,
que en este caso son todos nuestros términos. Es decir, las raices raices \1 =3 +iy Ao =3 —i de
multiplicidad 3 nos dan la expresién

3% cos(x)(Ar + Agx + Azx?) + 3 sin(z)(By + Box + Bsz?)
y la resonancia nos deja la expresion final como
yp(x) = 2% (3 cos(x) (A1 + Agz + Azx?) + €3 sin(2)(By + Box + Bsa?))

Donde, nuevamente, el 22 multiplica todos los términos, pues cada término estd asociado a \; = 341
0 Ay =3 — i (0 en otras palabras e3* cos(x) y €3 sin(x)) que es la parte que genera la resonancia.
Demuestre que las siguientes funciones son de orden exponencial y calcule su transformada de
Laplace

a) eaw
Pauta: Es directo que e** es de orden exponencial, basta acotarla por si misma.
Calculemos su transformada:

+oo +oo
L[e*] = / ee™dr = / ela=9)7 gg
0 0

Esta tultima integral converge para (a — s) < 0, es decir, para s > a, luego integrando nos

queda:
+00 e(a—s)m
/ 097 g =
0

a—S

—+00

a—S s—a

b) 2", n €N
Pauta: Para ver que 2" es de orden exponencial basta ver que z < e” en el intervalo [0, +00)
(ver demostracién en P3). Luego se puede concluir que z™ < €™ y por lo tanto =™ es de orden
exponencial. Ahora calculemos su transformadas:

+oo
L[x"] = / e dx
0
Usando integracion por partes queda

+o00 n,—sx |t +o00 400
_ z"e 1 -1 — n 1 n _
x"e T dx = + - na" e dr = — 2" lemT T dy = — L[z
0 =S 0 S Jo S Jo S
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Luego notamos lo siguiente

quzcwﬂzs_oz

Ahora siguiendo la férmula recursiva que encontramos L[z"] = 2L[z"!] tenemos:

Cle] = 1o = 2

s 52

2 2

Llz®]==L[z] ==

%] = =Ll =
3 3-2
Llz°] = L% = =~

2] = 2Lt = =

Notamos que parecen seguir el patrén
n!
£[xn] - gnt1

Demostremos esto por induccién (el caso base ya lo vimos):
. !
Si L[z"] = 47, entonces

! l
n—i—lﬁ[xn]:n—l—l n! (n+1)!

+17 _
E[xn ]_ s s gntl T gnt2

Queda entonces demostrado que la forma general de la transformada de x” viene dada por

n!

¢) sin(ax)
d) cos(ax)
Pauta: Vamos a resolver la ¢) y d) juntas como dice la indicacién.
Primero para ver que son de orden exponencial basta darse cuenta que [sin(az)] <1 < e”y
|cos(ax)| <1 < e® en el intervalo [0, +00).
Ahora veamos sus transformadas.
La transformada de sin(ax) viene dada por

+o00o
Llsin(ax)] = /0 sin(ax)e™** dx

Usando integracién por partes tenemos

+oo : —sz |t 1 [T
/ sin(ax)e™** dx :M—F / acos(ar)e” **dx = gL',[cos(cws)}
0 —S 0 S Jo S

Ahora haciendo lo mismo para la transformada de cos(ax) tenemos:
—+o00
L[cos(ax)] = / cos(ax)e ** dx
0

Usando integracién por partes

—S8T

+oo
/ cos(ax)e * dx = cos(az)e™™
0

+00 +o00
1 1
. - / asin(az)e **dr = — — gE[sin(aac)]
- 0

0 S S S




Luego llegamos al siguiente sistema de ecuaciones
Llsin(az)] = 2L[cos(az)] (1)
s

L[cos(az)] = % — %E[sin(aw)] (2)

Reemplazando la primera en la segunda tenemos:

a a a? a?
L[cos(azx)] = % - g/j[cos(ax)] = % — S—Qﬁ[cos(a:c)] <= L[cos(ax)] <1 + 52> = %

82 S

1
<= L[cos(az)] = PR Rl S

Luego podemos calcular la transformada de sin(ax) reemplazando en la primera ecuacién

Llsin(az)] = %E[cos(aa:)] =

a s a
s s2+a?  s2+4a?

Por lo que concluimos que

. a
E[Sln(am’)] = m
S
E[COS(CLQE)} = m

P3. Sea f(x) = |z], es decir, la parte entera de x. Demuestre que esta es de orden exponencial y continua
por pedazos. Calcule su transformada de Laplace.

Hint: Para |r| < 1, la sumatoria ) .~ nr" = ﬁ

Pauta: Que es continua por pedazos se tiene directo de que para los intervalos de la forma (n,n+1),
f(x) = n. Es decir, para la sucesién dada por a,, = n, la restriccién de f a los intervalos (ay, an+1)
serd una funcién constante (f |(n,n+1) = n), la cual sabemos es continua y acotada. Luego f es una
funcién continua por pedazos. Ademads existen sus limites laterales:

lim f(x)=n+1

z—al

lim f(zx)=n

Ty

El que es de orden exponencial se tiene de que la funcién exponencial siempre crece mas rapido que
Ty x a su vez crece mas rapido que su parte entera. Esto lo podemos demostrar asi:

Sea g : [0,400) — R definida como g(z) = e¢* — x, queremos ver que g es una funcién estrictamente
positiva, es decir, g(x) > 0, V& > 0. Primero notamos que para x = 0 se tiene que g(0) =1 > 0,
asi que para x = 0 se tiene que la funcién es positiva. Si demostramos que es creciente entonces
podremos concluir que g(z) > 0, V& > 0. Para ver esto la derivamos:

g(z)=e€"—1

Para z > 0 sabemos que como la exponencial es creciente, entonces e* > 1, luego ¢'(z) > 0 en el
intervalo (0, 4+00). Con esto concluimos que g es creciente en este intervalo y por lo tanto se tendra
que g(z) > 0, Yz > 0.
Entonces tenemos

lz] <z <e”



y por lo tanto f es de orden exponencial.
Ahora calculemos su transformada:

c[f]<s>:/0+°°f(x)e—wdx:/0+oome—sxdx

Como dijimos anteriormente en los intervalos de la forma [n,n + 1) para n € N se tendrd que
f(x) = n. Nos podemos aprovechar de esto para calcular la integral

400 e n+1
/ |x|e *" dx = Z/ ne **dx
0 n=0vmn

Donde todo lo que hicimos es separar la integral en intervalos de la forma [n,n+1). Luego la integral
dentro de la sumatoria la podemos calcular simplemente como

n+1 o0 5T n+1 (n+1)
g / ne *¥dx = g n
n

—s( _e—sn 1 (1)
_ —sn _ _—s(n
g E nS = E n(e e )
n=0 n n=0
I~ _m 1ot
_ = —sn (| _ o~ —sn
. nEZO ne (1 —e g ne

Como s > 0 se tendra que e™® < 1 y podemos usar la férmula de la indicacién

an

con r = e~ °. Esto nos deja el siguiente resultado:

1—6—5§: e (1—6—8) 1 1
ne
o n=0 (

- s s(1—e9)

1—r)

1—e$)2

Luego concluimos que la transformada de la funcién f(x)

|z] viene dada por
1
L[f](s) = SO )

P4. Sea f continua por pedazos y de orden exponencial, demuestre que

lfm L[f](s) = 0

§—00

Pauta: Hay que demostrar que

“+oo

lim flz)e**dr =0
55— 00 0

Esto es posible lograrlo acotando el valor absoluto de la integral por algo que tienda a 0 cuando
s — 00 y concluir por el teorema del sandwich

Entonces, acotamos la integral con la desigualdad conocida del valor absoluto

+00
/ flx)e ** dx
0

< /0+oo | f(z)e™*"| da



Como la exponencial siempre es positiva dejamos el valor absoluto solo en f

+oo
/ f(x)e** dz
0

Luego podemos usar que f es de orden exponencial, es decir, existen C' > 0y o € R constantes tales
que |f(z)| < Ce®. Luego acotando lo que tenemos a la derecha usando esto:

[ t@estan < [ p@lerdns [ @enean=c [T e ra
0 0 0 0

La ultima integral converge cuando («a — s) < 0, es decir, cuando s > «a. Esto no es problema, pues
cuando definimos la transformada establecemos que solo nos sirven los s a partir de un «q, en este
caso ag = a.

Luego calculamos la integral:

< [iswre s

_l’_ —
C/ ooe(o‘_s)xd:v:Ce(a o =0— c _ ¢
0 a—s a—s s—«
Entonces concluimos que
+o0 C
/ f(z)e 3 dx| <
0 S —
Luego como
lim ¢ =0
s—00 § — (¥
Concluimos que
+00
lim / flz)e**dx| =0
55— 00 0
Lo que implica que
“+o0o
lim L[f](s) = lim f(z)e **dx =0
$§—00 S5—00 0

Demostrando lo pedido.



