Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica
MA2601-2 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Pauta Auxiliar 5

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
c UNIVERSIDAD DE CHILE
Profesora: Salomé Martinez

Auxiliares: Antonia Berrios y Francisco Castro

P1. El objetivo de este problema es resolver la siguiente ecuacion diferencial:

22y — 3zy’ + 4y = 2% In(x), con z > 0
Para esto, se propone el siguiente esquema:

a) Por inspeccién, encuentre una solucién a la ecuacién homogénea.
Pauta: Como los coeficientes son polinomios sugerimos una solucién de la forma y; = x™. Para
verificar esto y encontrar el valor de n reemplazamos en la EDO homdgenea:

(™) — 3x(z™) + 4(z") =0
z*(n(n — 1)z"?) = 3z(nz" ') + 42" =0

n(n —1)z" — 3nz"™ + 42" =0

Como z > 0 podemos dividir por z™:
nin—1)—3n+4=0<=n>—4n+4=0
Factorizando queda
(n—2%=0

Por lo que se confirma que z™ es solucién con n = 2.

b) Encuentre una solucién linealmente independiente y exprese la solucién homogénea de la ecua-
cion.
Pauta: Usemos el Wronskiano y la férmula de Abel para calcular una segunda solucién ho-
mogénea.
Notemos que combinando las férmulas se tiene la siguiente igualdad

o d 1% !
viwh —vivr _ 4 (”) W) o (— / ai(s) ds)
Y2 dx \ Y1 to

Lo que en particular al integrar y multiplicar por y; nos deja

(o) = (o) [ o) e (- / o) ds )

w0 Yi(t)

Desarrollemos la expresién (recuerde que d1(z) = —2 es el coeficiente acompaiiando a 3’ en la

EDO normalizada).: ’

Y2 () = y1(x) x: I/Z%(é())) exp (— /t: ai(s) ds) dt = 2* /x: W(;Sto) exp </t: % ds) dt




P2.

a)

=22 /:c: Wt(fo) (t3ty3)dt = 223 /x: W(txo)dt _ 22B3W () (In(x) — In(x0)

Eligiendo xg = ty = 1 por conveniencia tenemos
y2(x) = 2’15 W (o) (In(2) — In(zo)) = z°W (1) In(z)

Luego tenemos que el conjunto {22, z2In(z)} es una base de las soluciones homogéneas.

Note que 22 y 22 In(x) son linealmente independientes (puede verificarlo usando el Wronskiano
como sale en el resumen).

Concluimos que la solucién homogénea es de la forma yy,(r) = Az? + Bx?In(x). A,B € R

Utilizando variacién de parametros, encuentre una solucién particular.
Pauta: El método nos dice que la solucién particular tendra la siguiente forma:

y2(x) det—m(:ﬁ) T oy (t)Q(t)

o Wl el (0 WL ©

Yp(z) =

Reemplazando Q(z) = In(z) (a lo que estd igualado la EDO no homogénea normalizada) y
y1(x) = 22, yo(z) = 22 In(z) (nuestra base homogénea), tenemos:

U TRPNY S o) U1 N L ) 1Y) L
wie) = 1ate) [ et |

Calculemos el Wronskiano W [yy, y2](z) = Wx?, 22 In(x)):

x? 22 In(z)

2 2 _
W%, 2" In(z)] = 2¢ 2zln(z)+x

=223 In(z) + 2° — 223 In(z) = 23

Por 1ltimo reemplazando esto en nuestra expresién nos queda:

T In(t 42 1n(t)? % In(t % In(t)?2
yp(w)—len(x)/ tI;()dt—a?Q/ Itl;)dx—x2ln(x)/ nt()dt_;UQ/ &dx

zo 0 0 0 t

Resolviendo las integrales llegamos a

() — 2 In(e) <ln22($) - lnzéxo)> i <1n33(;17) B ln3;xo))

Como podemos elegir el g que nos convenga mientras esté en el intervalo donde esté definida
la EDO, elegimos x¢g = 1 y tenemos:

2?Ind(z)  2?In(z)  22Ind(z)
e

Entregue la solucién general de la ecuacion.
Pauta: Por 1dltimo la solucion general serd la suma de la soluciéon particular con la solucién
homogénea:

22 1n?(x)

T Az? + Bz*In(z). A,B€R

y(x) = yp(x) + yn(x) =
Estudie las soluciones de la EDO

Yy '+ Ay =0;y0)=y1)=0



Pauta: partamos por el caso u = 0:

y// — 0
Integrando dos veces tenemos que
y(x) = Az + B
Usando condiciones de borde
y(1)=A=0
y(0)=B=0

Luego la solucién es trivial.
Veamos ahora para A > 0. Por conveniencia usemos A = k2, con k > 0. Nos queda el siguiente
polinomio caracteristico:

P+ E =0 < (u—ik)(n+ik) =0
Lo que nos da la siguiente solucién
y(xz) = Acos(kx) + Bsin(kx)
Imponiendo las condiciones iniciales:
y(0)=A=0
y(1) = Bsin(k) =0

Como no queremos soluciones triviales tomamos B # 0 y concluimos que k = nr, paran € N>1.
Es decir, la solucién no trivial existe cuando A = n?7? y tiene la forma y,(z) = B, sin(nrz).
Por ltimo si A < 0, definimos por conveniencia A = —k? para k > 0.

De esta forma nos queda el siguiente polinomio caracteristico:

k=0 <= (n=Fk)p+k) =0
Lo que entrega la siguiente solucion
y(z) = Ae™*® 4 Bek®
Imponiendo condiciones de borde:
y(0)=A+B=0 < A=-B

y(1) = Ae "+ BeP = Ae™ — AcfF =0 = A(e " - =0

Como no queremos que nuestra solucién sea trivial tomaremos A # 0 lo que indica que e % —

eF=0 < k=0
Luego la solucion es trivial de todas formas y se concluye que bajo A < 0 la tnica solucién es
y=0.
Haga lo mismo con

y'+ Xy = f(z); y(0) =y(1) =0
y encuentre las condiciones necesarias sobre f para que la EDO tenga solucidn.
Pauta: Sabemos por la parte anterior que la solucion homogénea no es trivial solamente para
A >0, con A = n?72. Esto nos daba las soluciones homogéneas y; = cos(vVAz) y y2 = sin(vAz)
linealmente independientes. Calculemos entonces la solucién particular usando la férmula.

[T e T 300
=020 | el 0 L Wl
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Calculemos el Wronskiano

| cos(vAz) sin(v/Az)
~ [WAcos(VAz) —vcos(VAz)

Yy Y2
Yi Yo

Wiy, y2] = = —VAcos?(VAz) =V Asin?(VAz) = —VA

Luego y, nos queda:

yp(z) = sin(\f)\z) /m C()S(\_f\)%)\f(t) dt — cos(\f)\x) /x Sm(\_ﬁ‘\tfj\f(t) dt

Entonces la solucion general queda

y(x) = yp(z) + Ay () + Bya(z)

e  cos(VA) f(t) * sin(v/At) f(t) _
= sin(V/\z) /mo A dt — cos(V/\x) /xo A dt + Acos(VAx) + Bsin(vVAz)

Aplicando las condiciones de borde y eligiendo 2y = 0

y(0)=A=0

! cos Lsin
y(1) = sin(ﬁ)/o ﬁj\ﬂt) dt — cos(\ﬂ)/0 (\_/ftri\f(t) dt + Bsin(vVA) = 0

Lo que implica que fol m(\_r%f(t) dt = 0 (porque cos(nm) # 0). Por lo que concluimos que la

condicion necesaria sobre f es que se cumpla que

/ (VA £ (1) dt = 0

0

P3. Un tanque cilindrico de radio R esta sumergido en un liquido cuya densidad es p. Para medir la
masa del objeto se empuja suavemente el cilindro procediendo a medir el periodo de oscilacion T
Se pide encontrar la ecuaciéon de movimiento, resolverla y finalmente calcular la masa del cilindro.

t=0 g t>0
volumen desplazado !
OC(; ‘
___|centro de|gravedad |
p

e A .. |-
o |
eje vertical ?

Ind: Considere que el eje del cilindro se mantiene vertical, denote ademas como Cg al centro de
gravedad del objeto y tenga en cuenta el principio de Arquimedes: “Un cuerpo al ser sumergido




parcial o totalmente en un fluido experimenta un empuje hacia arriba igual al del peso del fluido
que desplaza.”

Pauta: Sea x(t) la distancia que se desplaza el cilindro hacia abajo, notamos que el Volumen
desplazado V(t) dependerd de z(t). También notamos que como estd aumentando el Volumen su-
mergido, estd aumentando el empuje.

Sabiendo esto, hay dos fuerzas en juego, el peso y el empuje de Arquimedes, el cual por la indicacién
serd el peso del fluido desplazado:

Peso: mg (1)
Empuje: Ey 4+ mauidog = Eo + pV (t)g (2)

Donde Ej es el empuje inicial que experimenta el cilindro en el tiempo 0, es decir, Ey = pVpg.
Aplicando la segunda ley de Newton tenemos:

md = Peso — Empuje = mg — pg(Vo + V (¢))

El Volumen de la porcién desplazada del cilindro se calcula V (t) = mR?z(t), lo que reemplazado en
la ultima ecuacion queda
mi = mg — pg(Vo + mR?z(t))

Luego notamos que evaluando ¢t = 0 tenemos la siguiente igualdad
0=mg —pg(Vo+7R*-0) <= mg = Vopyg
Luego la EDO que habiamos derivado de la segunda ley de Newton se verd asi:
mi = Vopg — pg(Vo + V() = —pgV (t) = —pgm R*z(t)

_ pgrR?
- m

Normalizando y llamando w? tenemos lo siguiente:

i+ wlz(t) =0

que es la ecuacion de un oscilador armonico.
Esta EDO la podemos resolver con polinomio caracteristico (aunque su solucién ya es bastante
conocida):

El polinomio: A\? +w? =0 <= (A —iw)(\ +iw) =0

Lo que nos lleva a la clasica solucién

x(t) = Acos(wt) + B sin(wt)

Entonces tendremos que el periodo de oscilacién serd T = %’T = ;1;7]23.
Ahora es posible despejar m en términos de T":

T2 _ 4mm o pgR*T?

pgR? 47
Con lo que queda encontrada la masa del cilindro.
P4. Considere la ecuacién de segundo orden homogénea
1 8s?
It . R 0, s€]0,1] (1)

s (1—s2)2
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a)

Compruebe que v (s) = 1= es solucién de (1).

Pauta: Calculemos las derivadas de vi(s) para reemplazar en la EDO:
vh(s) = 2s(1 — %) 72
v (s) = 2(1 — s?)72 4 8s*(1 — s%) 73
Luego tenemos que reemplazando en la EDO se tiene:

1 8s2
" !
g T (1 — s2)2

2
=2(1—5%)"24+8s%(1 —s?) % - é (2s(1 - 52)_2) T f $2)2 (1 _132)

:W—FM—W—%:O

Por lo tanto v1 es solucidn.

U1

Encuentre una solucién va(s) de (1) que sea linealmente independiente con v(s), y con ello
todas las soluciones v(s) de (1).
Pauta: Utilizando la férmula de Abel tenemos:

Wiot, va(s) = W (so) exp (/0 1dt>

51
< v1vh — vav} = W(sp) exp </ tdt)
50

Dividiendo ambos lados por v#:

vivy —vpi _ Wiso) </S 1dt> = W050) o (in(s) — In(so)) = T2

2 2 2 2

/
w
— (1)2) _ Wlso)s
V1 V180

Integrando a ambos lados y reemplazando v1(s) =

1.
1—s2"
z(1 — 22)?

S0

dx

va(8)(1 — 8%) — va(s0)(1 — s3) = /S W (s0)

<~ wvy(s)(1 ——32) —va(80)(1 —>82) _ W (s0)

(1= = (1=5%7)

Usando sy = 1 para simplificar las cosas (Nétese que aunque sg €]0, 1], esto estd permitido
pues la integral ignora puntos fijos, es decir, mientras estemos integrando sobre los limites de
nuestro intervalo y la integral no diverja, no hay problema):

ua(s)(1 - %) = T (2 — 1)

= va(s) = m(52 —1)?

Luego podemos concluir que nuestro espacio de soluciones homogéneas tiene como base el

conjunto {1, (1 — s?)2}. Es decir, encontramos que (1 — s?)? es una solucién Li. de la EDO

1—s27
homogénea.

Entonces la solucién homogénea es

vp(s) +B(1-s*% A BcR

T2
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¢) Encuentre todas las soluciones v(s) de

, 1, 852 st €]
——v = v = s

s (1—s2)2 1—s2’

Pauta: Como ya tenemos la solucién homogénea podemos usar variacion de pardmetros para

encontrar la solucién general.

La férmula nos dice

/
v

0,1].

stt_vl(S) stt

Up(S) - UQ(S) S0 W{’UlngZ](t) S0 W[Ul’ UQ](t)

Calculemos el Wrosnkiano

1 (1-— 32)2

1—s2

25(1 —s2)72 —4s(1 — s?)

V1 V2

! /
vy Uy

Wlvy,vg] = = —4s—2s = —6s

Luego reemplazando esto en la férmula junto a los valores de vy y va:

s t4 1 s (1 _ t2)2t4
=(1-¢° 2/ dt — / dt
(1=5%) W 6122 T T2 ) T6t(1—2)

S0

(1 _ 82)2 /S t3 1 /s 903
=— dt + (1— )t dt
6 s (1 —12)2 6(1 —s?) /g,

Resolviendo las integrales se llega a:

SO (o) -t ) ) b (—26 35+ 265 — 3s)
19 -2 1— 52 0 72(1 — s2) 0 °

Eligiendo sy = 0 tenemos:

(1-5%)? 1 2 1 6 4
- In(1 — —1 -2
B 1752+n( s%) +72(1—52)( s® + 3s%)
Luego
(1—-5%)2%In(1 —s*) + (1 —s%) (1-—s?)? 1 6 4
_ 9
vp(8) 19 + 19 + 20— ) ( s+ 3s )

p P 1—52)2 . . . s p
Noétese que el término ( 1‘; ) serd absorbido por la solucién homogénea.

Dada la solucién particular y la solucién homogénea, la solucién general es

v(s) = vp(s) + vn(s)

(1—5%)2In(1 — s%) + (1 — s?) 1
12 ) (

+B(1-5%% ABeR

A
- —255 + 35*
s+s)+1_82



