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P1. El desarrollo de una economia en el tiempo se puede modelar por la ecuacién:
y =te My
donde y(t) representa la magnitud de la economia en el tiempo t.

a) Calcule la solucién en funcién del valor inicial y(0) = yo.
Pauta: Ignorando el caso y = 0 (solucién trivial si yp = 0) reescribimos la EDO:

/
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Es una EDO a variables separables, por lo que la podemos resolver simplemente integrando.

/Ot ‘Z((;C)) dx = /Ot re Mdg

Haciendo el cambio de variable z = y(z) nos queda:

y(t) t
/ dz :/ re Mdg (1)
y(0) ~# 0

La integral de la derecha puede resolverse usando integracién por partes.
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Por lo que (1) nos queda:
*G_At 1 1 *G_At 1 ex\t
In [y[ — In[yo| = \ (t+x)+ﬁ \ (H_X_T)
pRY A
eyl = S - S+l

Luego aplicando la exponencial nos queda:

(0] =l exw (504 3 - )

Donde el signo de y vendra dado por yyp:

_ef)\t 1 e/\t
y(t) = yo exp ( 3 (t+ X /\))
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b) Encuentre el valor de A para que el crecimiento limite de esta economia alcance el doble de su
valor inicial.

Pauta: Primero notamos que

e o) — e ()
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lim yg exp (
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Luego lo que nos piden serd encontrar el A tal que

1
Yo exXp (ﬁ) = 2yo

lo que resulta en
1

VIn2

P2. Identifique por inspecciéon una solucion particular de la ecuacién

1
F:1r12<:>|/\|:

3dy

x + xzy — y2 = 2%
dz
y encuentre la solucién tal que y(1) = 4.

Pauta: La EDO es reescrita para despejar 3’ :
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Por inspeccién notamos que y(z) = x* es solucion:

@y 2

3 =2r+x—x=2x
T T

Luego como es una EDO de Riccati y ya tenemos una soluciéon particular, hacemos el cambio de
variable y(z) = 2% + Z(lm).
Reemplazando en la EDO tenemos:
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Esta es una EDO lineal no homdgenea y como es costumbre la resolvemos con factor integrante que
1
en este caso serd e/ +9% = g

Multiplicando entonces por z :
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Integramos a ambos lados

x? T
1 C
z2=—+ —
2
Luego volviendo a y :
2 2 2 a?
T)=x"+ =z + =a° +
y(=) (@) i,C 1+ Cx
x x
Evaluando en x = 1:
1
N=d4=1+ — = -=14+C=C=—
y(L) 1+C
Asi la solucion final es
2 a?
y(r) = 2" + 3
1-— §CC
P3. Un paracaidista de masa m > 0 se lanza desde un avién y abre su paracaidas. La fuerza de friccién
que frena al paracaidista es proporcional al cuadrado de la velocidad con que cae, con una constante
de proporcionalidad k& > 0. Sea g > 0 la aceleracién de gravedad.
a) Si v(t) representa la velocidad con que cae el paracaidista, considerando el sentido de caida
como positivo, explique por qué v verifica la ecuacién diferencial
dv 9
m— =mg — klv(t
= g — Klu(0)
Pauta: La segunda ley de Newton nos dice que la suma de las fuerzas externas que actian
sobre un cuerpo es igual a la masa del cuerpo multiplicada por su aceleraciéon. Como sabemos
que la aceleracién es la derivada de la velocidad, tenemos que:
dv
En este caso las tinicas fuerzas que estan actuando sobre el cuerpo son el peso y la friccién, la
cual nos dicen que es proporcional al cuadrado de la velocidad con una constante de propor-
cionalidad k, es decir, la suma de las fuerzas queda como:
ZE- =mg — k- v(t)?
i
Donde el signo de la fuerza de friccién es negativo pues se opone al movimiento (sentido de
caida positivo).
Con esto se concluye lo que nos pedian:
dv 9
m— =mg — klv(t
= mg — ko (1)
b) Defina
mg
a=4/—
k



Verifique que v1(t) = « es una solucién particular de la ecuacién. Use dicha informacién para
calcular la solucién general con la condicién inicial v(0) = vy > 0.

Indicacién: Exprese la solucién en funcién del pardametro a.

Pauta: Veamos que v (t) = « es solucién. Reemplazando en la EDO tenemos:

m-0=mg—k-a?

mg _

0
k

0=mg—Fk-

Se confirma que es solucién.

Notamos que es una EDO de Riccati y como tenemos una solucién particular, podemos aplicar
el cambio de variable v(t) = vy + 1.

Haciendo esto la EDO queda:

z
2y = k- 2)2
m ( 22) mg (1)1+ Z)
Desarrollando: . ) .
z (%]
2 ( %+2*+?)—9
Multiplicando por z2:
k
== (v} 2024 1) — g2
m
k k k
! 2
- 2 A
: M%Z/—i_ mvlz + m g/
Nos queda:
k k

2 —2—vz=—
m m

Esta es una EDO lineal no homdégenea y la podemos resolver usando factor integrante.
2kvy

El factor integrante serd e~ m ¢, aplicindolo a nuestra EDO tenemos:

2kv k 2kv k‘ 2kv
e Tmt - 2—uvize” et = et
m m
Lo que es equivalente a
d ( _2kvyy k _2kv1y
— (g€ m = —€ m
dt m
Integrando:
_Qkult kj —Mt m
zem Tm = —e Tm . +C
m 2kvy
Despejando z :
(t) 1 + Zkvlt
Z = —_—— e m
27}1
Volviendo a v tenemos:
1
v(?ﬁ)—?ﬂ-ﬁ-ﬁ:m-i- ) o
—m + Ce m
Despejemos la constante C' evaluando en t =0 :
0 =v1+ —
v(0)=v1+ —F—= =0
—55; T c



Luego
1 c 1 i 1

—— =1y —v —=C =
LycC 0 vg — U1 201
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Por lo que al forma general de v(t) es:

v(t) =v + ; ; ! T Em, T UL 2v1(vo = v1) GTY
—our T (o T e ! vo —v1 — (v +vg)e m !
¢) Asuma que vg > «a. Verifique que v(t) es decreciente y que v(t) € (o, vo].
Pauta: Como ezﬁ%t es creciente, entonces —(vy + Uo)e%t serd decreciente, ya que lo estamos
multiplicando por algo negativo. Luego vy — v1 — (v1 + vo)e%#t serd decreciente. Después,
tenemos que su inversa tiene que ser creciente, por lo que 2U1(U°_U1)2kv1 sera creciente

vo—v1—(vitvo)e m
(recordar que (vg — v1) > 0). Por tltimo el multiplicar esto por -1 hace que la funcién ahora

. . 2v1 (vo—v . s
sea deCreClente, es deClI'7 tenemos que v — 1( o 1)2kv1 [S] efeCth&mente una fun(310n

vo—v1—(vi+vo)e m t

decreciente.
Ahora para verificar que v(t) € (o, vg] basta tomar el limite de la funcién:

T 2v1(vo — v1) o
1m vy — 2koy, V1 =
b0 vo — vy — (v +vg)e m ¢

Es decir, el menor valor que puede alcanzar v(t) es «, pues es decreciente. Esto sumado a que
en t = 0 su valor es vg (mayor valor posible, pues como ya dijimos es decreciente) nos da que
v(t) € (o, vo).

P4. Sea a,b # 0. Considere la siguiente ecuacion diferencial:

a[a
v+ p(@ly + al@)y? = 5 (Fa%a(@) - ap(@) - 1)
a) Muestre que el cambio de variables z = ax + by convierte la ecuacién en una ecuacién de
Bernoulli.
Pauta: Este cambio de variable implica que

_z_ar
=% %
y_ 7 _a
Y =% b

Reemplazando esto en la EDO

! z  ax z  ax

G = D+p@C - +a@)C - 507 = Satela) - Sapla) - §

2 z a 22 2zax  a? a? a
= p(a)s =P+ q(@) (55 — 5 + S5 = 57d() — aptd)
2
2
4 p(@)z + @) (5~ =) =0

2ax

Py (p(a:) - Q(w)b> = _Q(x)i

Que es una EDO de Bernoulli con n = 2.



b) Use lo anterior para resolver la ecuacién:

Y 4 3z — 223y + (1 —2?)y? = 2t — 222 — 1

Pauta: Notamos que este es un caso particular de la EDO de la parte a) con p(z) = 3z — 223
y q(x) = 1 — 2. También notamos que

2?q(x) —ap(x) — 1 =21 —2?) —2(Br —223) —1 =22 -2 =322 + 22" —1 =27 - 227 -1

Que es lo que estd al lado derecho de la EDO y nos indica que para este caso a = b =1 (en
realidad usar a = b es suficiente, pero tomarlo como 1 simplifica el problema).
Luego el cambio de variable es z = x 4+ y y por la parte anterior esto conducird a la siguiente
EDO.

2+ 2 ((3z —22%) — 22(1 — 2?)) = —(1 — 2%)2°

Lo que se simplifica a
24w = (2% —1)22

Luego como esta es una EDO de Bernoulli hacemos el cambio de variable u = z!72 = %, con
uw=—-%
=—%.

Multiplicando la EDO por —Z%:

Z oz

2
—— ——=—(z" -1
2, = )
u —au=—(2*-1)=1- 2>
2
. _ —r
Usando factor integrante e Jzde — ¢=3~ tenemos:
—a? —a? —a?
we s —zue 2 = (1—a?)e2

;932/_ 2 ;12
(ue2 ) =(1—2z%)e2

Integrando

Lo que nos lleva a

Con lo que podemos recuperar z(z):

1 1
2= — = 902
Y g4 Cez
Lo que nos permite recuperar y :
1
y=z—x= - — X
z+Cez

Con lo que queda resuelta la EDO.



