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Pregunta 1
a) Considere la funcién periédica de periodo 2, definida por
fl)=2% —-n<a<n7
Encuentre la serie de Fourier de la funcién f.

b) Usando la serie de Fourier obtenida anteriormente pruebe que

> 1 w2
2%

Solucion:

2

a) Para encontrar la serie de Fourier de la funcién f(x) = * en el intervalo [—m, 7], primero

calculamos los coeficientes de Fourier. Los coeficientes ag, a, v b, se definen como sigue:

ap = 1 /7T f(x)dz, a,= 1 /7r f(z)cos(nzx)dx, b, = ! /7r f(z)sin(nz) dx

T J—7 T J—m T J—m
Como f(x) es una funcién par, los coeficientes b,, serdn cero Vn > 1:
b, =0 paratodon >1

Ahora calculamos ag:

I
N— 3= 3 e
w| 8,
| I
3

)
3
(3]
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Y también a,,:

1 ™
an = —/ 2% cos(nz) dz

T J—m

1 ™
=— [2 / 2% cos(nx) dm} (por simetria de funciones pares)
T 0

2 ™
= —/ 2% cos(nx) dx
0

™

Integrando por partes dos veces, primero con u = 2% y dv = cos(nz)dz:

™ 2
z? sin
/ 2% cos(nx) dx —J%ﬂ— —/ 2z sin(nx)
0

Luego, integramos por partes nuevamente con v = 2z y dv = sin(nz)dz:

m 2 Q 2 i
—/ 2z sin(nx) de = — [_xcos(nx)] + - nx) dx
0 n 0 0

27 cos(n)

Por lo tanto, la serie de Fourier de f(z) = 2% es:

7T 00

n

cos(nx)

b) Una de las aplicaciones de la serie de Fourier es calcular la suma de series infinitas. En este
caso, podemos usar la serie de Fourier obtenida para f(r) = 22 para demostrar que:

R

evaluando en puntos especificos. La eleccién de cudl punto escoger es arbitraria, pero na-

2

3‘;_n
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turalmente se escoge aquel que simplifique los cdlculos. En este caso, evaluamos en x = 7

St(m) = =y i AL cos(n)

n=1 — )
7T2 oo 4(_1)2n
T3 + nz::l n?
72 <01
= — 4 _
3 + nz::l n?
Despejando la suma:
201 2
4 —=§ - —
T; 5 = Sf(m) =3

Por lo que sélo falta calcular Sy (). Para ello recordemos el teorema de convergencia puntual
de series de Fourier:

Teorema de convergencia puntual de series de Fourier: Suponga que f(x) es
una funcién a trozos suave en el intervalo —L < x < L. Entonces, la serie de Fourier
de f(x) Sy(x) converge a

* La extensién periédica de f(z) si dicha extension es continua,

* El promedio de los limites laterales, 3[f(a™) + f(a™)], si la extensién periédica
tiene una discontinuidad de salto en z = a.

En este caso, f(z) = 2% es continua en todo el intervalo [—7, 7], incluyendo los limites

enx = —m y x = 7. Por lo tanto, la serie de Fourier converge a f(x) Vo € [—m, 7], y en
particular en x = 7:

Sustituyendo este valor en la ecuaciéon anterior:

(o) 2 s
Zi:”j
2
—n 4
7T2
-6

Concluyendo el resultado.
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Pregunta 2

Sea f: [—m, 7] — R de clase C! definida por

oo

flz)= % + ) (a,cos(nz) + by, sin(nx))

n=1

a) Demuestre la identidad de Parseval:
" 2 (2) o~ (2, g2
[ @y e =3 (d+0)

b) Pruebe que

/W (f(x))de =7 i n? (ai + b?l)

Solucion:

a) Nos piden demostrar la identidad de Parseval, que relaciona la integral del cuadrado de
una funcién con los coeficientes de su serie de Fourier. Partiendo del lado izquierdo y
considerando la definicién de f(x):

/W (f(x))? do = /7r f(z) (C;O + i(an cos(nx) + by, sin(nac))) dx

—T —T

- % / fl)yde+ [ f(x) <Z(an cos(nx) + by, sin(nx))) dx
: —”7 - n=1
2 T oo
ag .
= <7r2 /_7r f(x) (;(an cos(nz) + by, sm(nx))) dx)
Ahora intercambiamos la integral y la suma, usando la convergencia uniforme de la serie
de Fourier:
T 2 o T
/ (f(x))dr = 77% + Z f(z)(ay, cos(nx) + b, sin(nz)) dx
—Tr n=1 —T

a2 o0 ™ T
= WEO + 2; an/ f(z) cos(nzx) dx +by, [ﬂ f(z)sin(nz) dx

n=1 -
=Tan =nby

T R—
=712 4 Z (7‘1’&721 + Wbi)

2 n=1

a? >
:7T§O+7TZ( 2102

n=1

Concluyendo la demostracion de la identidad de Parseval.
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b) Para probar la segunda parte, aplicaremos la identidad de Parseval a la derivada de f(z).
Definimos g(x) = f’(z), y por lo tanto derivando la serie de Fourier de f(z) obtenemos:

g(x) = n(—aysin(nz) + b, cos(nx))

n=1

Entonces, los coeficientes de Fourier de g(x) son a,, = —na, y b, = nb,. Aplicando la
identidad de Parseval a g(z):

s 12 e}
| @) do=n 473" (a2 +82)
- n=1

- ((=nan)? + (nb)?)

n=1

Pregunta 3

Sea f : [—m,m] — R definida por:

(a) Calcule la serie de Fourier de f.

(b) Use la identidad de Parseval para calcular
Z :
= (2k — 1)

(c) Indique a qué converge la serie de Fourier para x = 0.

Solucion:

a) Primero notamos que la funcién f(z) es impar en el intervalo [—m, 7|, por lo que los coefi-
cientes a,, seran cero para todo n > 1. Por lo tanto, la serie de Fourier de f(x) solo tendra
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términos by, los que se definen como:

= 717/7; f(z)sin(nz) dx

f/ f(z)sin(nz)dr (impar por impar es par)
= 2/ — sin(nz) dz

]

- % (—cos(nm) 4 cos(0))

= (-1 1)

Por lo tanto, si n es impar, b, = % y si n es par, b, = 0. Haciendo el cambio de indice
n =2k — 1 para k > 1, obtenemos:

o2
LT 2k — )

Por lo tanto, la serie de Fourier de f(z) es:
k=1 T

b) Como lo indica el enunciado, usaremos la identidad de Parseval para calcular la suma.
Aplicando la identidad a la serie encontrada en el item anterior:

/_W( dx—ﬂZkal
ﬂz( 2k — 1) )2

RS SN
o = (2k — 1)
Ahora, calculamos el lado izquierdo:
s T 12
/ (f(2))? do = 2/ L.
- 0 2
1
=2 —d
/0 1
1
= Z - T
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Igualando
4 & 1

52*2(21@—1)2

& k=1

1 2

o0
=Y =
= (2k—-12 8
c¢) Para x = 0, la serie de Fourier converge a la media de los valores laterales de f(x) en x = 0:

(f(07)+ £(07))

(-3+3)

Por lo tanto, la serie de Fourier converge a 0 en x = 0.

St(0) =

S N =N =
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