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Pregunta 1

Considere un alambre infinito por el cual circula una corriente I; y una espira circular de radio
a, coplanar con el alambre y tal que el centro de la espira estd a una distancia h del alambre, como
muestra la Figura ?7. Suponga que la espira circular conduce una corriente /5. La idea del problema
es encontrar la fuerza que actia sobre la espira donde circula la corriente I5 en la regién coplanar
z=0.

Para ello primero se ocupa ley de Ampere de circuitos, determinando la expresién vectorial del
campo magnético By debido a la corriente I; que circula por el alambre infinito. Teniendo el campo

la fuerza se calcula como )
s

F1*>2 = I2 d12 X B1
0
Reemplazando con los diferenciales y campos respectivos se llega a

Mo[lng 2 sin(&)
o 7 Jo h/a + sin(6)

F1—>2 =

Calcule la fuerza mediante métodos de integracion compleja (asuma h/a > 1).

—2K

Figura 1: Esquema del alambre infinito y la espira circular.
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Solucion: La idea del ejercicio es calcular la integral para la fuerza:

— N /10]1[2 2 sin(@)
2T T on  Jo hja+ sin(6)

Para resolverla, cambiamos a variable compleja usando z = €%, entonces df = ‘f—j y sin(f) =
z—2z"1
2i

Reescribimos la integral:

2 SIH(Q) de % Zﬁ;ii @

o h/a+sin(0) - ch/a-s-Z*TZ;liz

Multiplicando numerador y denominador por 2¢:

Z—z

_ S R
C 9 (h/a—i— z—Qszl) iz c z(2i(hfa) + z— z71) iz

Multiplicando todo por z para eliminar el 2~

22 -1

B %czzz‘rf (2i(h/a)z + 22 — 1)

dz

22 —1
- ?{; @t D"

Ahora, para calcular la integral, buscamos los polos de la funcion:
224+ 2i(hja)z—1=0Az=0

20 =0Az12=—i(h/a) £iy/(h/a)? — 1

Como h/a > 1, los polos zg y z1 estdn en el circulo unitario, y se puede calcular la integral
usando el teorema de los residuos. Calculamos el residuo en zg = 0:

2_q 21 1
Res(. - ,z:()>zlimz-, - = -
iz(

22+ 2i(h/a)z — 1) 2=0" (22 4+ 2i(h/a)z — 1) i
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Calculamos el residuo en z; = —i(h/a) +iv/(h/a)? — 1:

221

Res (f(z),21) = lim Miz

Z—21 M(gzz)
. 221
= lim -
2=z 0z2(2 — 29)
2 -1

iz1(2z1 — 29)
(—i(h/a) +iy/(h/a)? — 1) —1
i(—i(h/a) +iv/(h/a)* = 1)(=i(h/a) +iy/(h/a)* — 1 = (—i(h/a) —iy/(h/a)* — 1))
_ —h/a
iv(h/a)? —1

Finalmente, aplicamos el teorema de los residuos:

T sin(0)

0 m(l@ = 27 (Res(f, O) + Res(f, Zl))

— 27# <1 + _h/a>
i 4/ (hja)? =1

—o9r (1= hi/a
(h/a)® -1
Reemplazando en la expresion de la fuerza:

— /1,011]2 h/a ~
Fi = o1 —L
2= AT ( a2 —1)7

Por lo tanto, la fuerza que acttia sobre la espira es:

- h/a R
Fi 0 = polils (1 - /> J

Pregunta 2

Sean a > 0 y b > 0. Calcule la integral

00 cos(x)
/0 (22 + a?)(2? — b?) da.

Solucién: Definimos la funcién
eiz
&)= ErayE—m
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Entonces f es de la forma %7 con ¢(z) un polinomio de grado 4. Los ceros de ¢ (y por tanto

los polos de f) son {—ia,ia, —b,b}, cada uno de primer orden.
Aplicando el teorema visto en clase sobre integrales de este tipo de funciones, se tiene que

/Z (22 + aze;z;z yE) dx = 2miRes(f,ia) + i [Res(f, —b) + Res(f, b)]

pues ia pertenece al semiplano superior y b a la recta real (polos reales se toma la mitad del
residuo).
Calculando cada residuo:

Res(f,da) = Jim (= —ia)f(2) = lim 7= m)e(zz ) (2ia)(ia2 — )

efa

- 2ia(a? + b?)
Res(f,b) = lim(z — b)f(2) = lim e _
B0 Y D)z +b) (Bt a?)2b

_ cos(b) + isin(b)

20(a? + b%)
y otz e~
Res(f, =0) = lim (= +0)/(=) = I, o2 —5) = @+ a2)(=2b)
_ cos(b) — isin(b)

—2b(a? + b?)

Teniendo en cuenta que cos(z) = Re(e™) para todo = € R, se tiene que

cos(x) et
dr =R d
/R (22 + a?) (22 — b?) v e/]R (22 + a?)(2? — b?) v
= Re[2mi Res(f,ia) + mi (Res(f, —b) + Res(f,b))]
Calculando la parte real y simplificando:

1 B sin(b) sin(b)
2a(a> +02) " 2b(a?+b2) " 2b(a2 + b2)

a

= —2me”

Por 1ltimo, como el integrando es una funcién par, es decir que la integral de —oo a oo es el
doble de la integral de 0 a oo, tenemos que

e

/°° cos(x) P 1 . sin(b)
0o (22 +a?) (2?2 —0?) 2a(a® + b?) 2b(a? + b?)
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