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B Representacién compleja

@ Representacion polar

Un nimero complejo z = x + iy puede ser representado como:
i0
z=re",

donde r = /22 +y2 y
arctan (%) siz >0,y >0,
0 = arg(z) = arctan(%)+7r siz <0,y>0,+2km, ke€Z
arctan(%)—ﬂ siz<0,y<0

Bruno Pollarolo (UChile) Célculo Avanzado y Aplicaciones 15 de mayo de 2025 2/12



B Representacién compleja

@ Representacion polar

Un nimero complejo z = x + iy puede ser representado como:
i0
z=re",

donde r = /22 +y2 y
arctan (%) siz >0,y >0,
0 = arg(z) = arctan(%)+7r siz <0,y>0,+2km, ke€Z
arctan(%)—ﬂ siz<0,y<0

Im, »
N 2
z=x+1iy=re
Y1-----% t T
o
|
0
= Re
x
N
R + ,
Z=a—iy=re *?

Bruno Pollarolo (UChile) Célculo Avanzado y Aplicaciones 15 de mayo de 2025 2/12



Funciones complejas

Funcién compleja

Una funcién f: Q C C — C se expresa como:
[(2) = f(@ +iy) = u(z,y) + iv(z,y)

donde u, v son funciones de R?

Bruno Pollarolo (UChile) Célculo Avanzado y Aplicaciones 15 de mayo de 2025 3/12



Funciones complejas

Funcién compleja

Una funcién f: Q C C — C se expresa como:
[(2) = f(@ +iy) = u(z,y) + iv(z,y)

donde u, v son funciones de R?

|2 Continuidad

f es continua en zp si y solo si u y v son continuas en zg
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Funciones complejas

Funcién compleja

Una funcién f: Q C C — C se expresa como:
[(2) = f(@ +iy) = u(z,y) + iv(z,y)

donde u, v son funciones de R?

|2 Continuidad

f es continua en zg si y solo si u y v son continuas en zg

@ Definicién
Dado ©2 C C abierto, f: 2 — C es derivable en 29 € Q si:

f'(z0) = lim f(2) = f(z0)

Z2— 20 zZ — 20

existe.
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Propiedades de la derivacién compleja

E.. Propiedades algebraicas

si g(z0) # 0
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Propiedades de la derivacién compleja

E.. Propiedades algebraicas

0) = “ si g(z0) #0

Las propiedades algebraicas de la derivacion compleja son anélogas a las reales pero
con consecuencias mas profundas.
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Holomorffa y condiciones de Cauchy-Riemann "g"

Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Sea f(z) = u(z,y) + ‘v(z,y) una funcién compleja. f es derivable en zo = (xo,y0) si y
solo si u y v son diferenciables en (xo,yo0) y:

ou  Ov ou v

or 90y’ Oy o=
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Funciones holomorfas

Una funcién f: 2 — C es holomorfa en un conjunto abierto {2 C C si es derivable en
todo punto zp € Q.

H(Q):={f:Q— C| f es holomorfa en Q}

Bruno Pollarolo (UChile) Célculo Avanzado y Aplicaciones 15 de mayo de 2025 5/12



Holomorffa y condiciones de Cauchy-Riemann "g"

Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Sea f(z) = u(z,y) + ‘v(z,y) una funcién compleja. f es derivable en zo = (xo,y0) si y
solo si u y v son diferenciables en (xo,yo0) y:

ou  Ov ou v

or 9y Oy O

Funciones holomorfas

Una funcién f : 2 — C es holomorfa en un conjunto abierto 2 C C si es derivable en
todo punto zp € Q.

H(Q):={f:Q— C| f es holomorfa en Q}

e Las funciones holomorfas son infinitamente diferenciables

¢ Las funciones holomorfas son analiticas (representables mediante series de potencias)
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Formas de calcular la derivada compleja

@ Diferenciacién compleja

e Usando la definicién de derivada compleja (limite, en la practica no se utiliza mucho)

¢ Usando la regla de Wirtinger y las condiciones de Cauchy-Riemann
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Formas de calcular la derivada compleja

@ Diferenciacién compleja

e Usando la definicién de derivada compleja (limite, en la practica no se utiliza mucho)

¢ Usando la regla de Wirtinger y las condiciones de Cauchy-Riemann

La regla de Wirtinger es til para funciones holomorfas y simplifica el célculo de

derivadas.
8_1(6 ;,0y 0 _1(98 .08
0z 2\0x 9y)’ 09z 2\ox Oy

o5 _ou v _ou o
0z  Ox O0xr Oy Oy

.
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Consecuencias de las condiciones de Cauchy-Riemann $§

@ Propiedades analiticas

Viu=vVv=0

Las partes real e imaginaria de una funcién holomorfa son funciones arménicas.
Adems, las funciones u y v deben ser de clase C?, ya que se aplica el teorema de
Clairaut-Schwarz para garantizar la conmutatividad de las derivadas parciales mixtas
durante la demostracion.

Bruno Pollarolo (UChile) Célculo Avanzado y Aplicaciones 15 de mayo de 2025 7/12



Consecuencias de las condiciones de Cauchy-Riemann $§

@ Propiedades analiticas

Viu=vVv=0

Las partes real e imaginaria de una funcién holomorfa son funciones arménicas.
Adems, las funciones u y v deben ser de clase C?, ya que se aplica el teorema de
Clairaut-Schwarz para garantizar la conmutatividad de las derivadas parciales mixtas
durante la demostracion.

* Funciones polinomiales: p(z) = ao 4 a1z + ag2® 4+ - - - 4+ anz™

* Funcién exponencial: e* = e”(cosy + isiny)

* Funciones trigonométricas: sin z, cos z

¢ Funcién logaritmo (rama principal): log z = In|z| + ¢ arg(z) (excepto en z € R™)

* Funciones racionales: f(z) = 58 donde p, g son polinomios y g(z) # 0
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I~* Series de Potencia: Funcién Analitica

Funcién analitica: Una funcién f(z) definida en un conjunto 2 de niimeros complejos es
analitica si puede expresarse localmente como una serie de potencias.
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I~* Series de Potencia: Funcién Analitica

Funcién analitica: Una funcién f(z) definida en un conjunto 2 de niimeros complejos es
analitica si puede expresarse localmente como una serie de potencias.

Definicién formal

f(2) es analitica en 2o € § si existe un disco Dr(zo) centrado en 2o con radio R > 0

tal que:
oo
E Ck z — Zo

k=0
para todo z en Dgr(z0).
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Funcién analitica: Una funcién f(z) definida en un conjunto 2 de niimeros complejos es
analitica si puede expresarse localmente como una serie de potencias.

Definicién formal

|

f(2) es analitica en 2o € § si existe un disco Dr(zo) centrado en 2o con radio R > 0

tal que:
oo
E Ck z — Zo

k=0
para todo z en Dgr(z0).

Coeficientes de la serie

| A\

Los coeficientes ¢ se calculan como:

£ (20)

k=T
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Funcién analitica: Una funcién f(z) definida en un conjunto €2 de nimeros complejos es
analitica si puede expresarse localmente como una serie de potencias.

Definicién formal

|

f(2) es analitica en 2o € § si existe un disco Dr(zo) centrado en 2o con radio R > 0

tal que:
oo
E Ck z — Zo

k=0
para todo z en Dg(z0).

Coeficientes de la serie

| A\

Los coeficientes ¢ se calculan como:

£ (20)

k=T

v

En otras palabras, una funcién analitica es su propia serie de Taylor en su dominio de
definicién.
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IM Series de Potencia: Ejemplos
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IM Series de Potencia: Ejemplos

\
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IM Series de Potencia: Ejemplos

Para la gran mayoria de problemas intentaremos evitar el uso de la férmula de Taylor
para los coeficientes, ya que implica derivar k veces una funcién (lo cual no siempre es
trivial), evaluar en puntos particulares y reconocer patrones en los coeficientes. En su
lugar utilizaremos estas expansiones conocidas.
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I™ Radio de Convergencia

Criterio de radios de convergencia: Dada una serie de potencias » -  c(z — 20)¥, el
radio de convergencia R se puede calcular mediante:
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I™ Radio de Convergencia

Criterio de radios de convergencia: Dada una serie de potencias » -  c(z — 20)¥, el
radio de convergencia R se puede calcular mediante:

Criterio del cociente

.

Criterio de la raiz enésima (Hadamard)

1

lim sup,_, o, {/|ck|

R =
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I™ Radio de Convergencia

Criterio de radios de convergencia: Dada una serie de potencias » -  c(z — 20)¥, el
radio de convergencia R se puede calcular mediante:

Criterio del cociente

.

Criterio de la raiz enésima (Hadamard)

1

lim sup,_, o, {/|ck|

El radio de convergencia determina la zona donde la funcién f es analitica, es decir,
admite derivadas de todos los érdenes en Dg(z0).

R =

v
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Integracion compleja

C al ser un conjunto vectorial de dimensién 2 (similar a R* en ese sentido), podemos
definir la integral de linea como:

Integral en C

b
/ Aoy = / F(0) -+ (8) e

donde 7 : [a,b] — C es una curva parametrizada y f es una funcién compleja.

Bruno Pollarolo (UChile) Célculo Avanzado y Aplicaciones 15 de mayo de 2025 11/12



Integracion compleja

C al ser un conjunto vectorial de dimensién 2 (similar a R* en ese sentido), podemos
definir la integral de linea como:

Integral en C

b
/ Aoy = / F(0) -+ (8) e

donde 7 : [a,b] — C es una curva parametrizada y f es una funcién compleja.

Parametrizaciones tipicas:
* Circunferencia de radio R centrada en zo (|2 — 20| = R): ¥(t) = 20 + Re™, t € [0, 2]

¢ Recta que une el punto z1 y 2z2: y(t) = z1 + (22 — z1)¢t, t € [0, 1]
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IM™ Teoremas de Cauchy

Teorema de Cauchy-Goursat

Si f : 2 — C es holomorfa, con 2 abierto simplemente conexo, entonces:

]{f(z) dz =0

para toda curva cerrada, simple y regular en 2.
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IM™ Teoremas de Cauchy

Teorema de Cauchy-Goursat

Si f : 2 — C es holomorfa, con 2 abierto simplemente conexo, entonces:

?{f(z) dz =0

para toda curva cerrada, simple y regular en 2.

N

Férmula integral de Cauchy (derivada)

Si f:Q — C es holomorfa en Q y zp € (2, entonces:

(n)zo:n_! f(z)
£ (z0) ]f

2wt J. (z — zo0)" Tt

para toda curva cerrada I' que encierra a zo.

.
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