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Introduccién a variable compleja

Profesor: Victor Ramos
Auxiliar: Bruno Pollarolo

Pregunta 1
Determine todas las soluciones complejas de la ecuacién

A 4+1=0.

Solucién: Notamos que la ecuacién no tiene soluciones reales, ya que z* > 0 y debe ser igual a
—1. Para facilitar el cdlculo, factorizamos la ecuacién como:

Ar1=(2+i0) (2 —i)=0.
Factorizando nuevamente, tenemos que:

(22 +i) = (z —iVi)(z + Vi)

(22 =) = (2 = Vi) (2 + V).

Por lo tanto, las soluciones son:
2z =iVi,—ivVi,Vi,—Vi.

No obstante, cabe preguntarse ;qué es v/i y cémo lo ubicamos en el plano complejo? Para ello,
escribimos 7 en forma polar:

i =¢'2.

Sacando la raiz cuadrada, tenemos que:

. 1
\/Z:ell

1 .
254‘175.

Y ocupando que —1 = €™ Ai = €™/2 podemos escribir el resto de soluciones en forma polar
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CcOo1mao:

leﬂzeigz

- 5 1 1
o= —Vi=eF = —— —j ,
? NoRENG)

g 1 1
23 =1Vi1=¢€ = ,
3 v ﬁ

7 1 1
u=—iVi=eT = — —i—

Lo que en el plano complejo corresponde a los siguientes puntos:

Im

Figura 1: Soluciones de la ecuacién z* +1 = 0 en el plano complejo.

Pregunta 2

Para las siguientes funciones, determine aquellas que son holomorfas en todo C y calcule su
derivada:

b) f(z) = e*(cos (y) —isin (y))
c) f(z) = e (cos (y) — isin(y))

Solucion:

a) Para determinar si una funcién es holomorfa, debemos verificar si satisface las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Estas son dos ecuaciones que relacionan las derivadas parciales de
las partes real e imaginaria de la funciéon. Dado f(z = x + iy) = u(x,y) + iv(z,y), las
ecuaciones de Cauchy-Riemann son:

Ju Ov ou ov

or oy Y oy ox
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c)

Verifiquemos si se cumplen para f(z) = Z. Escribiendo f(z) con la estructura f(z = x +
iy) = u(z,y) +iv(x,y), tenemos que u(x,y) =z y v(x,y) = —y. Entonces:

ou ov
== S
ox ’ dy
ou ov
a—y =0, i 0.

Observamos que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se cumplen, por lo que la funcién
f(2) = Z no es holomorfa en C y su derivada no existe en ninguna parte del plano complejo.

Para f(z) = e®(cos(y) — isin (y)), escribimos la funcién como f(z) = u(x,y) + iv(x,y),
donde u(z,y) = e® cos(y) y v(z,y) = —e”sin(y). Entonces:

ou ov -
i cos(y), oy —e” cos(y)
ou . o .

o —e"sin(y), o = © sin(y).

Igualando las derivadas parciales, tenemos que:

ou_ou
or Oy
e” cos(y) = —e” cos(y)

2e” cos(y) = 0.

Como e” # 0 para todo z, la ecuacién se cumple si y solo si cos(y) = 0. Esto ocurre para los
multiplos impares de 7, es decir, y = 2kl con k € Z. Por otro lado, de la otra ecuacién

2
de Cauchy-Riemann, tenemos que:

ou ov

dy  ox
—e” sin(y) = e”sin(y)
2¢” sin(y) = 0.

Nuevamente, como e® # 0 para todo z, la ecuacién se cumple si y solo si sin(y) = 0. Esto
ocurre para los multiplos enteros de m, es decir, y = mm con m € Z. Ambas ecuaciones
ecuaciones se deben cumplir simultdneamente para que la funcién se holomorfa. No obstante
la interseccion de los conjuntos {y = %T+17T} y {y = mm} es vacia, pues igualando se llega a
que m debe ser igual a k + %, lo que no es posible puesto que m es un entero. Por lo tanto,
la funcién f(z) = e*(cos (y) —isin (y)) no es holomorfa en todo C, ya que no satisface las

ecuaciones de Cauchy-Riemann en ningtin punto del plano complejo.

Para f(z) = e *(cos(y) — isin(y)), ahora si es holomorfa, pues retomando los célculos

Auxiliar 5




anteriores, tenemos que:

ou _m o
Era cos(y), oy —e " cos(y)
ou . o,

o —e “sin(y), 5, € sin(y).

Entonces, igualando las derivadas parciales, tenemos que:

ou Ov
dr oy
—e P cos(y) = —e “cos(y)
0=0.

La ecuaciéon se cumple para todo = y y. Por otro lado, de la otra ecuaciéon de Cauchy-
Riemann, tenemos que:

ou  Ov
oy O
—e "sin(y) = e “sin(y)
0=0.

Nuevamente, la ecuacién se cumple para todo x y y. Por lo tanto, la funcién f(z) =
e *(cos (y) —isin (y)) es holomorfa en todo C. Para calcular su derivada nos podemos valer
de la siguiente férmula (que sale de la regla de Wirtinger)

dz" ' T ar T Yer

Entonces, tenemos que:

dilz (2) = —e " cos(y) +ie sin(y)
= —e “(cos(y) —isin(y))
= ¢ Te W
— o (@tiy)
= —e %
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Pregunta 3

Sea f: Q2 C C — C, con Q # () abierto, holomorfa en €. En coordenadas polares se tiene que
z = re? y que f puede ser escrito como f = u(r,8) + iv(r,0) con u y v diferenciables. Pruebe que

las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares toman la forma

ou_ 100

or rob
1o
rod  Or

(1)
(2)

Solucion:

2z =re?, podemos escribir:

f(z)= f(reie) = u(r,0) + iv(r,0).

cartesianas:

ou 8u@ 8u@

o  owor  oyor

ou ou .
=3 cos(f) + % sin(6)
_ Ou (9)—@111(9) (por Cauchy-Riemann u, = —v,,)
= 5 Cos S por Cauchy-Riemann u, = —v,

De manera similar, para la derivada parcial de v con respecto a 6, tenemos:

dv  Ovdxr  Ovdy
90~ 9w o0 oy on
v , ov
= %(—r sin(0)) + @(r cos(0))

ou . ov
=7 (—ay sin(6) + ay cos(9)>

Igualando las dos ecuaciones anteriores, obtenemos:

ou 10v

o rob

Para demostrar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares, comenzamos
escribiendo la funcién f(z) en términos de sus componentes reales e imaginarias. Dado que

Ahora, aplicamos la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales de u y v con respecto
a r y 6, asumiendo el cambio de variables de coordendas cartesianas a polares x = rcos(f) y
y = rsin(f) pues sabemos la forma de las condiciones de Cauchy-Riemann en coordenadas
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Haciendo un procedimiento similar para la derivada parcial de u con respecto a 6, tenemos
que:

Ou  Oudr  Oudy
99 9200  ay o0
ou . ou
= 5, (rsin(0)) + 57/(7“ cos(0))

ou . ou
=5 sin(f) + Ta—y cos(f)

Y para la derivada parcial de v con respecto a r:

ov 81}@ 81}@

o ozor Toyor

= ——cos(d) + —sin(d) (por Cauchy-Riemann v_x=-u_y)
Y

Ou __ Ov ou
ox

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas cartesianas ( Y oy =

—%), podemos simplificar:

ou ov ov
%0 —ra—y sin(6) — " cos(6)
0 ov
=—r (83/ sin(0) + B COS(G))
_
"or

Lo que nos lleva a la segunda ecuaciéon de Cauchy-Riemann en coordenadas polares:

10u ov

r 00 or
De este modo, hemos demostrado que las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas
polares son:

ou 10v
o o0 (3)
10u ov
ro0 - o @
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Pregunta 4

a) Sea una funcién f : Q — C. Demuestre que si f y f son holomorfas, entonces f es una funcién
constante.

b) Sea u(z,y) = g(z +y) V(z,y) € R?, donde g es una funcién real suficientemente diferenciable.
,Para cudles g la funcién u corresponde a la parte real de una funcién holomorfa f?

Solucién:

a) Describiendo f y f en cartesianas f(x,y) = u(z,y) + iv(z,y), f(z,y) = u(x,y) — iv(x,y).
Como ambas son holomorfas, entonces cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

- )

o (6)
para f,y

-5 g

= )
para f.

Juntando la primera ecuacién de f con la primera ecuaciéon de f obtenemos lo siguiente:

ou Ov
oo oy " ©)
De manera anéloga:
ou ov
2T T 1
oy ox 0 (10)

Como estas derivadas parciales son cero y las relaciones son validas para todo (z,y) € R?,
podemos concluir que u y v son funciones constantes. Sigue que f es una funcién constante.

b) Para que u(x,y) = g(z + y) sea parte real de una funcién holomorfa, debe satisfacer la
ecuacion de Laplace:
0u  0u
=0 11
0x? + Oy? (1)
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Calculando las derivadas parciales:

ou
Pt g'(r+y) (12)
0%u
Fe ke 9"(z +y) (13)
ou ,
—=g(x+y 14
Sty (14)
0u y
— =9 (r+y 15
o =9+ (15)
Sustituyendo en la ecuacion de Laplace:
g"(@+y)+9"(x+y) =2¢0"(z+y) =0 (16)

Por lo tanto, ¢"(x+y) = 0 para todo (z,y) € R?, lo que implica que g es una funcién lineal
de la forma ¢(t) = at + b con a,b € R.

Asi, u(x,y) = a(x +y) + b y la correspondiente funcién holomorfa serfa f(z) = a(x +y) +
b+ wv(z,y).

Para encontrar v, utilizamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ov  Ou

ov ou

Integrando estas ecuaciones, obtenemos v(z,y) = a(y — x) + ¢ con ¢ € R.
Finalmente, la funcién holomorfa es f(z2) = a(z +y) + b+ i(aly — x) + ¢) = a(x + iy) +
a(y —ix) +b+ic = az + az + (b +ic).

Si redefinimos las constantes como A = a, B = b+ ic, tenemos f(z) = A(z+%) + B =
2ARe(z) + B.
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