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Pregunta 1

Encuentre una parametrizaciéon para las siguientes curvas (todas recorridas en sentido antihorario):
a) La pardbola dada por y = 22, con x € [0,a], a > 0.
b) Tridngulo contenido en el plano « + y + z = 1 en el primer octante.
¢) Una elipse centrada en el origen con semiejes a y b en el plano z = 2.

)

d) La curva que resulta de la interseccién entre el manto cilindrico de ecuacién 22 +y> —1 =0y
el planoy +z—-2=0.

Solucion:

a) La pardbola y = 22 con z € [0, a] se puede parametrizar como

xz(t)=t, te]0,a],
y(t)=t* tel0,d.

Esta parametrizacion se elige porque simplemente dejamos que ¢ sea el valor de = y expre-
samos y en términos de ¢ usando la ecuacion de la parabola.

b) El tridngulo contenido en el plano  + y 4+ z = 1 en el primer octante tiene vértices en los
puntos (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1). Las parametrizaciones de los lados del tridngulo son:

F(t)=(1—t)P +tP;, te0,1]

i) Desde (1,0,0) hasta (0,1,0):

x(t)=1—t,
y(t) =1,
z(t) = 0.

ii) Desde (0,1,0) hasta (0,0,1):
z(t) =0,
y(t) =1-1,
z(t) =t.
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iii) Desde (0,0, 1) hasta (1,0,0):

x(t) =t,
y(t) =0,
2(t)=1—1t

c¢) La elipse centrada en el origen con semiejes a y b en el plano z = 2 se puede parametrizar

como
cos(t), te€|0,2n],

ac
():b n(t), te|0,2n],

2, tel0,2n].
Esta parametrizacién se elige porque es estandar para una elipse (satisface la ecuacién de

la elipse Z a2 + % = 1 para todo t), donde ¢ es el &ngulo que varfa de 0 a 27, y z es constante
en 2.

d) La curva que resulta de la interseccién entre el manto cilindrico de ecuacién 2% +3? —1 =0
y el plano y 4+ z — 2 = 0 se puede parametrizar como

x(t) = cos(t), tel0,2n],
y(t) = sin(t), te€[0,2n],
z(t) =2 —sin(t), te€][0,2n].

Esta parametrizacién se elige porque x y y describen un circulo en el plano z = 0, y z varia
linealmente con y debido a la ecuacién del plano.

Pregunta 2

Dado h > 0, sea I' la curva que se encuentra sobre la superficie definida por 22 + 3% = Z—z, de

forma tal que la altura z = z() satisface la ecuacién diferencial

dz
0= 2(0)=nh

donde z y 6 representan las coordenadas cilindricas.
a) Bosqueje la curva.

b) Considere el campo vectorial

Sea I'g la restriccion de I'a 0 € [%, Z]. Calcule el trabajo realizado por el campo F al desplazar

una particula a través de I'.

Solucion:

. . 2 .. .
a) La curva I se encuentra sobre la superficie definida por 22 +1? = 7, ecuacion que describe

a un cono circular recto. La altura z = z(6) satisface la ecuacién diferencial %

2(0) = h. La solucién a esta ecuacién diferencial es z(6) = he?, que describe una espiral que

= z, con
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se aleja del eje z a medida que # aumenta. La forma de la curva se muestra en la siguiente
figura.

Figura 1: Curva I' con ¢t € [0,27] y h = 1.

b) Para calcular el trabajo realizado por el campo F al desplazar una particula a través de
I', primero debemos parametrizar la curva I'g. La restriccion de I' a 6 € [%, %} se puede

parametrizar como:

x(t) = e'cos(t), te {g, g] ,

T
t) =e'sin(t), te [,},
y(t) = esin(t), te |57
T
Z(t) = he', te {,}
(t) 53
La razén de esta eleccion viene de la solucién a la ecuacién diferencial z(6) = he?, donde
0 =ty z=he, y de la ecuacién de la superficie 22 + 3% = Z—z, que reemplazando con
el z obtenido de la ecuacién diferencial queda como x? + y? = (ef)?. Reconocemos esta
altima ecuaciéon como la de una circunferencia de radio €' en el plano z = het. Teniendo

la parametrizacion de I'y, el trabajo realizado por el campo F al desplazar una particula a
través de I es

W [ Fear- / Fla(t), y(), 2(8)) - (1) dt.
Calculamos 7(t) v F(x(t), y(t), 2(t)):
7 (t) = (e'(cos(t) — sin(t)), e’ (sin(t) + cos(t)), he') ,

Fa(t), y(t), (1))

(et C(l)s(t) " et siln(t) T (hit)2> '

Luego, el trabajo es
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Pregunta 3
Se definen las coordenadas (e, 7, ¢) como sigue
r = encos(d),
y = ensin(¢),
s= (7~ )

donde n,e >0y ¢ € [0, 27].
a) Calcule los factores de escala asociados a (e,7, ¢). jEs un sistema de coordenadas ortogonal?

b) Exprese el operador Gradiente en este sistema de coordenadas para un campo escalar f : R? —
R de clase C?.

¢) Demuestre que el operador Laplaciano en este sistema de coordenadas se puede escribir como

Sigue
VQF 1 ( (87) (87)) 1 827
62 € 8e Oe n 877 877 17262 8¢2

donde f :R3 — R es un campo escalar de clase C2.
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Solucion:

a) Para calcular los factores de escala asociados a (€, 7, ¢), primero recordamos que los factores
de escala se definen como

i=1,2,3,

)

o = Ha%
donde 7 = (encos(¢), ensin(@), 1(n* — €?)) y ¢ = {e,n,¢}. Por lo tanto los factores de

escala son: o7
e = |27] = mcoste). nsin(e). el = \fa# + .

or .
= |50 | = llecos(@). esine.ull = v/ +

or
oo
Para corroborar si el sistema de coordenadas es ortogonal, calculamos el producto punto
entre los vectores unitarios de cada coordenada:

= || —ensin(¢), encos(¢), 0] = en.

O O~ (neos 0)(ecosd) + (nsind)(esin ) + () (n)
e I

= encos® ¢ + ensin® ¢ — en

= en(cos® ¢ +sin® ¢) — en = en — en = 0,
ar or . ,
O T~ (neoso)(—ensing) + (75 ) e cos6) + (~€)(0)
e 09

= —en? cos ¢ sin ¢ + en? sin ¢ cos ¢ = 0,

or  or . . 0
B = (ccos o) (—ensing) + (esing)encos) + (1)(0)

= —€?ncos ¢psin ¢ + 2 sin g cos ¢ = 0.
Conclusién: Todos los productos punto son cero. Por lo tanto, el sistema de coordenadas

(€,m,¢) es ortogonal. | he = hy, = \/m, he = €1

b) En un sistema de coordenadas ortogonales, el gradiente de un campo escalar f se expresa
como:

> 1afA
VI= 2 gt

donde {¢;} = {€,1, ¢} v hy, son los factores de escala previamente calculados. Sustituyendo:

vor, vor, o,
VI = ot T hy 065
af . 1 of.  10f.

1
= rCtt 7ty + —=C.
JErroe < JErpEon " edp ”
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¢) Partimos de la definicién del Laplaciano como la divergencia del gradiente:
V2=V (Vf).
Usando el gradiente obtenido previamente:

_#aifé +#aifé +igé
T V@ o @i g

y la formula general de la divergencia en coordenadas ortogonales:

Vf

_ 1 0 0 0
= —— | =—(hphsF.) + =— (heho F, —(heh _etaFy)|,
Ve F = | 5o + o (hehoFy) + 52 (heh_ctak)
sustituimos F = V f:
e Término en e:

8<hh.18f>a( af)
de \/ 19 he e ) Oe Moe )

- hyhg/he = /€2 + 1% - en/\/ €2 +n? = en.

e Término en 7:
9 (pn, LI _3<€ 8f)
o\ hyOn ) On n@n '
- hehg[hy = e+ 02 - en/ /7 = en.
e Término en ¢:
O (o LOFY _ 0 (exn’of
o6\ hgdop | 09 en 0¢ )
- hehy/hy = (€2 +n?)/(en).

Simplificacién final: Dividiendo por h_epsilonh_etah phi = (€2 + n*)en:

- 1 o [ Of o [ of 1 0 (E+n2of
Vf_mm[&(ﬁ’?ae>%(€”anﬂ+<e2+m‘a¢< e a¢>

(R 1220 L
242 \€0e “De n on 77877 €2n2 0¢?’

Pregunta 4

Considere la funcién

az

f(xzyvz) = (x2+y2+22)3/2’

(z,y,2) € R*\ {(0,0,0)}

a) Escriba la funcién f en coordenadas esféricas.

b) Calcule el laplaciano de f en Q =R\ {(0,0,0)}.

Auxiliar 2



¢) Determine el campo E:Q—R3 que satisface E=-V f- Luego calcule explicitamente

/E-df
C

donde C' es la circunferencia descrita por #? + 4% = a, con z = 0 y a > 0, recorrida en sentido
antihorario. ; Es E conservativo en 7

Solucion:

a) Para escribir f en coordenadas esféricas, primero recordamos la relacién entre coordenadas
cartesianas y esféricas:

T = rsinfcos ¢
y =rsinfsin¢
z=rcosf

Por lo tanto, f en coordenadas esféricas es

ar cosf

f(r.0,0) =

3
acosf
2

r

b) Para calcular el laplaciano de f en coordenadas esféricas recordamos que V2f = V - (Vf).
Por lo tanto, primero calculamos el gradiente de f en coordenadas esféricas (también se
puede hacer con formula de laplaciano que en controles generalmente dan, no obstante
debido a que en las preguntas que vienen preguntan por E es més conveniente hacerlo de
esta forma):

h 87" h¢ 8¢ h@ 00
_of ; 10 f A

- or Jrr@@

cosf . sin 6

50

= 2«
r T

Calculamos ahora la divergencia de Vf en coordenadas esféricas (f no depende de ¢ por
lo que 3 8f =0)

V2f:V-(Vf) r2511n989( nﬁg£> r2or ( gi)
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Calculemos por partes los términos de la ecuacién anterior:

of cos 0/ 20f cos ¢
5 = 2« 3 =7 o 2a "
0 (,0f\ 0 (cosf\ _ cosf
:>ar('f'8r)——2aar( . )—20{ r2
af  sind ., O0f sin?
%—a = :>Slnt980——oz 2
:>3<. 93f> 0 sin? 6 __ 2sinfcosf
a0 \™a0) ~ Yo\ 2 )T YT 2

Reemplazando en la expresion de V2 f:

oD (angl) L 10 (200
Vi = mamaae M ) T zar oy

1 ( 2sirﬂ9“cos9> n 1 (2 cos@)

= e o
r2simt 72 r2sinf 72
2accos b n 2accos b

r2 r2

¢) Como ya calculamos V f, el campo E que satisface E=-V fes

- cosf sin @

EZQQTTI'_FOZ 7‘2

Para calcular la integral de E sobre C', primero parametrizamos C' en coordenadas esféricas

(ya que el campo estd en coordenadas esféricas):

(¢) = af(¢,0 = 7/2)
= 7(¢) = adcfb(f@b, 0=m/2))

Ahora recordamos que # = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos ) y por lo tanto derivado con respecto

a ¢ y evaluando 6 = 7/2 (ya que estamos en el plano z = 0) obtenemos:

7 (¢) = a(—sin ¢, cos ¢, 0)

Y como ¢ = (—sin ¢, cos ¢, 0), entonces () = ag. Por lo tanto, la integral de E sobre C'
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es

Respecto a la conservatividad de E, como E = —V fen Q y la curva C' no pasa por el
origen, entonces E es conservativo en (caracterizacion de campos conservativos). Por
otro lado, el teorema de Stokes no se puede aplicar en este caso ya que la curva C encierra
el origen, punto en el cual E no es clase C.
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