Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica
MA2002-2 — Célculo Avanzado y Aplicaciones

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
RS

UN\ l IDAD Dt HH\

Auxiliar 1

Operadores diferenciales y lineas de flujo
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Auxiliar: Bruno Pollarolo

Pregunta 1

Sea F: QCR3 5 R3y f,g:Q CR?— R campos vectoriales y escalares suaves, respectivamente.
Pruebe las siguientes identidades:

V(fg) = fVg+gVf
(fF)=fV-F+F -Vf

a
b
c x(fF) fVXF+VfxF

)
)V
) V
d) V3(fg) = fV?q9+gV?f+2Vf-Vg
) V

)V

e x (Vf)=0
f (V% F) 0
Solucién:

a) Por demostrar que V(fg) = fVg+gV f. Considerando que V se interpreta como el operador
diferencial (%, a@v a@)v entonces:
Y z

V9 = (5 50052 ) ()

= ( gg of f 8g gij gz + g?ﬁ) / Regla de Leibniz o multiplicacién
_f(agagag)+ (21,21 o1)

-7 \ox’ oy’ 0z 9 oz’ Oy’ 0z

=fVg+gVf
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b) Por demostrar que V - (fﬁ) = fV-F+ F-V/. Sacando la divergencia de fF:
V(fF) =V (fF, [Py, [F3)

=2 my+ 3<fF2> + 258y
o 3f o, of 0F3 of

b R e

OF,  OF; 8F3 of . of 8f>
f( oy 82) (Fla Ty, Ty,
VP4 F.Vf

¢) Por demostrar que V x ( fﬁ) = fV x F+V fx F'. Considerando que VX es el operador
rotor, entonces:

V x (fF) =V x (fF1, fFs, fF3)

7 b k
o a8 o
ox oy 0z
I fF [Fs
S ([F) = 5 (1)
= | Z(fF) — Z(fF3)
2L(fF) - ai(fFl)
, T
f%} f3F2+sz
= f% faFS +F8f
7 - ngl - 1+ R
OF; _ OF T T
T;_TZQ F38y F2
B oy F?%—Fla*y

= fVXF4+VfxF

d) Por demostrar que V2(fg) = fV2g+gV2f+2V f-Vg. Considerando que V? es el operador
laplaciano, entonces:

V3(f9) =V -V(fg)
=V - (fVg+gVf)
=V-(fVg) +V-(gV/)
= fV-Vg+Vf-Vg+gV-Vf+Vg-Vf
= V%9 +gVif +2Vf-Vyg
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e) Por demostrar que V x (Vf) =0.

of of of
Vx(Vf)=Vx[|—,—,—
H=vx (55 5%)
7k
92 9 9
|0z Oy 0Oz
of of of
Jr OJy 0z
o (oY _ o (ar\\"
oy \ 0z 0z \ Oy
— | o (afy_ o (of
| 9z \ o= ozr \ 0z
9 (of\ _ 9 (af
oz \ Oy oy \ Oz
0-0
=10-0 / Teorema de Clairaut-Schwarz
0-0
=0

Donde se aplicé el teorema de Clairaut-Schwarz, el cual dice que si las segundas derivadas
parciales de una funcién son continuas en un entorno abierto de un punto (funciones clase
C?), entonces el orden de derivacién no importa, i.e. las derivadas cruzadas son iguales.

f) Por demostrar que V - (V x F) = 0.
o 0F3; 0F, 0Fy O0F; 0F, 0F
V- (VxF)=V <3y_8z78z_8$78x 8y)
0 (8F3 aFg) d (8F1 8F3> 0 <0F2 8F1)
ox oy 0z

0z ox

oy 0z ox oy

Como asumimos que f es clase C?, entonces las derivadas cruzadas son iguales, por lo que:
- 0 (0F; 0 [0F, 0 (0F 0 8F3> 0 <8F2) 0 <8F1>
. )= — [ Z=2) - = (=2 i Bl I (il d i Bl A it
V(VxF) O:E(@y) 8x<az)+8y<8z> 8y<8x +8z ox 0z \ 0y

0
_on oK o wn RE 0w
_Qﬁs@y 970z +ﬁg/jaz B oy + 823?&_)@%@
=0

Pregunta 2
Dado el campo vectorial F = (—z,y,x), responda justificando las siguientes preguntas:

* ;Existe un campo escalar f tal que Vf = EF?

* ;Existe un campo vectorial G tal que V X G=F?
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Solucion:

a) Por (¢) de la pregunta 2, sabemos que V x (V) = 0. Por lo tanto, si Vf = F, entonces

—5

V x F' =0, lo cual no se cumple llegando a una contradicciéon. Verificando:

gk
o | 0 le) le)

-z Yy =z

T

a(x) = £y)
= | &(=2) - g (2)

ae(y) — 5(=2)

T

0-0
=[-1-1

0-0
£0

Por lo tanto, no existe un campo escalar f tal que Vf = F.
b) Similarmente, por (f) de la pregunta 2, sabemos que V - (V x F) = 0. Por lo tanto, si
V x G = F, entonces V - ' = 0, lo cual no se cumple llegando a una contradiccion.

Verificando:

—

V-F=V-(-zy,1)

:g(_ )+gy+2$
ox dy 0z

=0+1+0

=1

#0

Sigue que no existe un campo vectorial G tal que V x G=F.

Pregunta 3
a) Demuestre la siguiente identidad vectorial:
V x (Vx F)=V(V-F)—-V?F,

y utilicela para demostrar que los campos eléctrico E y magnético B en el vacio satisfacen la

ecuacion de onda: .
9.2 AV - .
VNV = ppep—5, con¥ =FoB.
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Incluya en su desarrollo las ecuaciones de Maxwell en el vacio:

OB

V-E -z
ot’

0, VxE=-—

. . OE
VBZO, VXB:MOSOE'

b) Considere las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible (V - @ = 0):

ou 1
— + (- V)i = ——Vp + vV?24,
5 V) VP
donde  es el campo de velocidades, p la densidad, p la presién y v la viscosidad cinematica.
Demuestre que la vorticidad w = V x 4 satisface la ecuacién de transporte:
ow

B + (- V)w = (w- V)i + vVw.

-, —

Indicacién: Use la identidad V x (A x B) = A(V - B) — E(V CA)+ (B-V)A— (A-V)B.

Solucion:

a) Sea F = (F}, F,, F.). Calculamos V x (V x F) en coordenadas cartesianas. El rotacional
de F es:

. (OF. 9F, dF, OF, OF, an>
VXF(ﬁy 0z 0z or’ Ox oy )

Aplicando nuevamente el rotacional, la componente z de V x (V x F ) es:

g (8Fy _ 8Fz> 2 (8}7’z B 8Fz)
oy \ Ox oy 0z or )’

0z

Simplificando y agrupando términos:

) <8Fx LRy, an> (PF 9P PR
or \ Ox oy 0z Ox? oy? 022 |’

Esto corresponde a la componente = de V(V - F ) — V2F. Repitiendo el proceso para las
componentes y y z, se verifica la identidad:

V x (VX F)=V(V-F)-V?F.
Aplicacién a las ecuaciones de Maxwell en el vacio (p = 0, J= 0):
« Campo eléctrico E: De la ley de Faraday (V x E= —%—Jf), tomamos el rotacional:

~ 0B
E)=—- ——.
V x (VX E) ant
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Usando la identidad demostrada y V- E = 0 (ley de Gauss), se obtiene:

, , , 0B 0 ,
— . — 2 e - =
Vx(VxE)=V(V-E)—V°E ant 8t(VXB)
=0
0
—_ 2 —_
= —V°E 8t(v x B)
Sustituyendo la ley de Ampere (V x B= M[ﬂ‘fg%?)i
. ’E - ’E
2 2

* Campo magnético B: De la ley de Ampeére (V x B= uoeo%—?), tomamos el rotacional:
= OF
VX(VXB)ZM0€0VXE.

Usando la identidad y V- B = 0 (ley de Gauss para magnetismo):

. B .
-V?B = V x E).
poco 5, (V X E)
Sustituyendo la ley de Faraday (V x E= —%—?):
< 0*B - B
—VQB = —U0E0 =5 = VZB = €0

ot? o2’

Por lo tano E como B satisfacen la ecuacién de onda:

. 0>
VQ\II = /'1“060@7 v )

1
=
]l

con velocidad de propagacion ¢ = 1/, /foo.

b) Partimos de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible (V - @ = 0):

ou

_ L1 2
E‘F(U'V)u— pr+1/V .

Aplicando el rotacional a ambos lados y definiendo la vorticidad & = V x u:
ou . . 1 92
V x D +Vx((a-V)u) =V x —;Vp +V x (vV=a).
Simplificando:

e VX (%) = % (intercambio de derivadas).

e V x (@ V)i

(@- V)& — (& - V)u (rotacional de un producto).
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eV x (—%Vp) = 0 (rotacional de un gradiente es nulo).
e V x (vV?i) = vV23 (conmutacién de Laplaciano y rotacional).

Para el término no lineal, usamos la identidad V x (A x B) = A(V - B) — B(V - A)+ (B -V)A —
(A-V)Bcon A=1dy B=u:

U,

V x (@ V@) = (@ V)& — (& V)

donde se us6 V- i =0y V- = 0 (divergencia de un rotacional).
Reuniendo todos los términos:

%; + (- V)G = (G- V)il + vV33.

—
a—j (@ V)G = (@ V)E 4+ vVED

Esta es la ecuacién de transporte de vorticidad, que describe la evolucién de & debido a la
adveccién, estiramiento/vorticidad y difusién viscosa.

Pregunta 4
Dado el campo de velocidad estacionario:
i(e,y) =i —y),

encuentre las ecuaciones paramétricas de las lineas de flujo resolviendo el sistema de ecuaciones
diferenciales asociado.

Solucién: Las lineas de flujo son las trayectorias que sigue una particula fluida en un instante
de tiempo dado. Estas lineas cumplen la ecuacion diferencial:

.
=,

donde 7(s) = (z(s),y(s)) es la posicién de la particula en funcién de la longitud de arco s. Para
el campo de velocidad dado:

— =z = —y.
ds " ds
Estas ecuaciones diferenciales son desacopladas y se resuelven facilmente:

dx @_

d d

dw _ o dy _

x Y
In|z|=s+ Cy, In|y|l=—s+ Cy,

ds

)

x=Cre®, y=Coe °.

Las constantes de integracién C y Cs se determinan a partir de las condiciones iniciales de la
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particula. Las lineas de flujo son entonces:

x(s) = Cre’,
y(s) = Cae™".

Estas son las ecuaciones paramétricas de las lineas de flujo para el campo de velocidad dado.
Multiplicando x(s) y y(s) se obtiene la ecuacién de las lineas de flujo en coordenadas cartesianas:

rY = 0102.

Y despejando y se obtiene:
0y K

y= =
X X

Evidencia de que las lineas de flujo son hipérbolas.
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