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Sean A, B conjuntos, C C Ay D C B. Considere la funcién f : A x B — A definida por
fla,y) ==

a) Demuestre que f~1(C) = C x B.
b) Si D # (), demuestre que f(C x D) = C.

Sean A un conjunto no vacio, F = {f : A — A| f es funcién}, H = {f € F | f es biyectiva} y
g € H. Se define ¢ : F — F tal que
o(f)=gof.

a) Justifique por qué ¢ estd bien definida.
b) Demuestre que p(H) = H.
c) Sea G ={f € F| f es epiyectiva}. Muestre que

e {(H)NG =H.

d) Pruebe que ¢ es biyectiva y calcule su inversa.

Sean A, B,C, D conjuntosy f: A— By g:C — D dos funciones biyectivas. Definamos:

F(A,C)={h:A— C|hestuncién}, F(B,D)={h:B — D |h es funcién}.
Considere p : F(A,C) — F(B, D) dada por

u(h) =gohof.
1. Pruebe que u es biyectiva.
2. Pruebe que:

(a) h es inyectiva <= p(h) es inyectiva.
(b) (Propuesto)h es epiyectiva <= u(h) es epiyectiva.

Sea E un conjunto de referencia no vacio y A, B C E. Se define f : P(AU B) — P(A) x P(B)
tal que
J(X) = (XN A,X D),

y g:P(A) x P(B) = P(AU B) tal que
g(W,2) =W U Z.
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a) Compruebe que f y g estdn bien definidas.

)
b) Verifique que go f es la funcién identidad (indique sobre qué conjunto) y concluya que f es inyectiva.
¢) Pruebe que si B = A€, entonces [ es epiyectiva.

)

d) Muestre, con un contracjemplo, que si AN B # (), entonces f no es epiyectiva. Esto es, dé un ejemplo
concreto de conjuntos A, B C F tales que AN B # () y f no es epiyectiva.

P4.-
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Resumen

¢ Definicion de Funcion

Diremos que la 3-tupla f = (A, B,G) es funcién de A en B si G C A x B y se cumple que
VYa € A,3b € B,(a,b) € G.

Al conjunto A se le llama el dominio de f (conjunto de partida) y se denota Dom(f), al conjunto
B se le llama el codominio de f (conjunto de llegada) y se denota Cod(f), y al conjunto G =
{(a, f(a)) € Ax B:a € A} se le llama el grafo de la funcién.

De forma resumida (como regla de asociacién), podemos decir que f : A — B es funcién si
Va € A,3b € B, f(a) =b.

¢ Igualdad de Funciones

Sif:A— Byg:C — D son funciones, entonces:
f=g <= Dom(f) = Dom(g) A Cod(f) = Cod(g) AVz € Dom(f), f(z) = g(x)

¢ Conjunto de Funciones

Sean A y B conjuntos, definimos el conjunto de todas las funciones de A en B por:

B ={f: A — B|f es funcién}

¢ Inyectividad

Diremos que una funciéon f : A — B es inyectiva si:
Vei, a2 € A, f(21) = f(22) = 21 =22
Equivalentemente (por contrarreciproca), si se cumple que:

Vo, w0 € A,z #x0 = f(21) # f(22)

* Sobreyectividad (Epiyectividad)

Diremos que una funcién f : A — B es sobreyectiva si se cumple que:

Vy € B,3x € A,y = f(x)

* Biyectividad

Diremos que una funcién f : A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.
* Propiedad Biyectividad

f:A— Besbiyectiva < Vy € B3z € A,y = f(x).

¢ Funcion Inversa

Sea f : A — B una funcién biyectiva. Se define la funcién inversa de f, denotada f~!': B — A,
como la funcién tal que:

Vee AVyeB, [y =2 < f(z)=y
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e Propiedades Funcién Inversa

Si f: A — B es biyectiva, entonces su inversa f~!: B — A cumple que:

“vVzeA f(f(z) ==
~VyeB, f(f'y) =y

¢ Funcion Composicién

Sean f: A — Byg: B — C funciones. Se define la funcién composicién de f y g, denotada
gof:A— C, como la funcién tal que:

Ve € A, (go f)(x) = g(f(x))

* Propiedad Biyectividad y Composiciéon

Para un conjunto F cualquiera, se define idp : F — F tal que para cada x € F, idp(xz) = x.
Entonces:

f:A— Bhbiyectiva = fof l=4ddgAflof=idy
¢ Propiedades Composicién

Sean f: A— B,g: B— Cy h:C — D funciones. Se tiene que:

~ho(gof)=(hog)of
—ddpof=Ff
~ foida=f

¢ Propiedades de Composicién de Funciones Inyectivas, Epiyectivas y Biyectivas

Sean f: A— By g: B — C funciones. Se tiene que:

— f vy g son inyectivas = g o f es inyectiva
— f y g son epiyectivas = g o f es epiyectiva
— f v g son biyectivas = g o f es biyectiva
— go f esinyectiva = [ es inyectiva

— go f es epiyectiva = ¢ es epiyectiva
* Propiedad Inversa
Si f: A — B es biyectiva, entonces f~! es biyectivay (f~1)7! = f.

¢ Teorema de Caélculo de Inversa

Sean f : A — By g: B — A funciones tales que al menos dos de las siguientes condiciones se

satisfacen:
“gof=idy
~ feg=idp

— g es biyectiva
Entonces f es biyectiva y g es su inversa (g = f~1).

¢ Inversa de la Composicion

Sean f: A— By g: B — C funciones biyectivas. Entonces:

(gof)t=f"og™!
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* Imagen y Preimagen
Sea f: A — B una funcién tal que f(z) = y. Se dice que y es la imagen de x a través de f y que
x es la preimagen de y a través de f.

* Conjunto Imagen

Sea f: A — B una funcién y A’ C A. Se define el conjunto imagen de A’ por f como:

fA)={f(x)eB:zec A}

¢ Propiedades Conjunto Imagen

Sea f: A— B una funcién y A;, Ay C A. Entonces:

— f es epiyectiva <= f(A) =B
— A C Ay = f(A) C f(A)
- f(A1NAs) C f(A1) N f(A2)

~ [(A1UAg) = f(A1) U f(A2)

* Conjunto Preimagen

Sea f: A — B una funcién y B’ C B. Se define el conjunto preimagen de B’ por f como:

fYB)Y={xcA: f(x)e B}

* Propiedades Conjunto Preimagen

Sea f: A — B una funcién y By, Bo C B. Entonces:

~ B1C By = ['(B1)C f(By)
= [N (BiNBy) = fH(B1) N f1(Ba)
~ fT'(B1UBy) = f1(B1) U f(Ba)

¢ Propiedades Conjunto Imagen y Preimagen
Sea f: A — B una funcién, A’ C Ay B’ C B. Entonces:

— A’ C fH(f(A") (si f es inyectiva se tiene la igualdad)
= f(f7Y(B") = BN f(A) (si f es epiyectiva se tiene la igualdad con B’)

* Inyectividad, Epiyectividad y Biyectividad en Conjunto Preimagen

Sea f: A — B una funcién. Entonces:

— fesinyectiva <= Vy e B,(f1({y})=0Vv3Iz e A f~1({y}) = {x})
— f es epiyectiva <= Vy € B, f'({y}) #0
— fes biyectiva < Vy e B,3 € A, f~1({y}) = {z}
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