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P1. [Primeros pasos]

1+iv3\ 1+iv3Y
(5

Indicacion: Para probar el implica hacia la izquierda, estudie qué ocurre si m es par o impar:

o\ 2 A\ T
b) Demuestre que (Vn € N) (Vp € R) : (1 - pezf) + (1 + pe’§> € R.

14
a) Sea m € N. Escriba % en forma polar y pruebe que 6 | m <= (

P2. [Sumal]
a) Seann > 2y w € C. Demuestre que la suma de las raices n-ésimas de w vale cero, es decir, que si wy, . . ., Wy—1
n—1 n—1
son raices n-ésimas de 1, entonces Z wg, = 0 También muestre que Z(wj)k =0 (Vkell.n—1)).
k=0 j=0
m 1 n—1
b) Sea m € [0..n — 1] y p(X) € C[z] definido por p(x) = Zakajk. Demuestre que — Zp(wj) = p(0).
k=0 %0
P3. [Roots]
Para z € C, resuelva las ecuaciones a) z* —5i =0 b) 2% +1i = 0.
P4. [More roots|
n—1 n—1
Considere § € R y n > 2. Encuentre las soluciones z € C de la ecuacion Z 2F cos(kf) = ZZ 2F sin(—k9).
k=0 k=0

P5. [Condiciones]

\/g N\ 2n \/g A\ 2n
Encuentre los valores de n € N que resuelven la ecuaciéon < 2_ Z) — ( 2+ Z) = iV/3.

P6. [A partir de algo]

a) Encuentre las soluciones de la ecuacion w"™ = —1 para n > 2.
1+2
1+7%

n
b) Considere el complejo z € C tal que |z| =1y Z # —1. Resuelva la ecuacion ( > = —1 paran > 2.

P7. [;Coincidencia?]
Muestre que las raices de la ecuacién cuadratica z? + z + 1 = 0 son raices ctibicas de la unidad distintas de 1.
P8. [Division de polinomios]
Desarrolle las siguientes divisiones entre polinomios.
)27x3+9x2—3x—9 b)x4+3x3—x2—x—i—6 )3x4+9x3—5x2—6x+2
a C
3r—2 x+3 322 —2
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Principales definiciones y propiedades

» [Representaciones de un namero complejo]: Un 0 20=1
namero complejo z = (a,b) € C se puede representar o Ml =2k, sik>0
de forma cartesiana o forma polar. —k .
p o (z_l) =2Fsik<0

e [Representaciéon cartesianal: Se escribe z = e [Médulo]
a+ib € C, donde a =: Re(z) se denomina parte
real y b =: Im se denomina parte imaginaria.
Esta escritura suele ser comoda para sumar.

o Re(z £ w) = Re(z) £ Re(w)
o Im(z + w) = Im(z) + Im(w)

Re(8z) = fRe(z) o ‘%‘ - ||wz| si w % (0,0)

Im(5z) = flm(z)

Dos complejos son iguales si y so6lo si coin-

ciden en parte real y en parte imaginaria

o

2] >0A |2zl =0 < 2z=(0,0)
2] 2 [Re(z) y |2] > Tm(2)
2wl = 2] - o

|[2*] = [2I* k€ Z

o

[}

@]

o]

[¢]

o |z 4wl < |2 + ful

o

e [Conjugadol:

(igualdad de 2-tuplas). oz=a+ib <= Z=a—1ib
¢ [Representacion polar|: Se escribe z = pe®? °©Z=2

donde p = |z| := Va? 4+ b? se denomina médu- 0 z€ER <= z=1=2
b _ = —

loy 0 = arg(z) := arctg() € [0,27) y se °ztw=Z+W

) a; cZW=Z-W
denomina argumento. Esta escritura suele ser 7ZV |7
comoda para productos y célculo de inversos. (;) = ma w#0
o €. e = eloth) (Va, B €R) o z+ 7% =2Re(z) = 2Re(Z)

o arg(zw) = arg(z) + arg(w) mod 27 o z—7%=2Im(z) = 2Im(%)
o arg(z¥) = k - arg(z) mod 27

o [z = I
o [Férmula de Moivre]: (eie)k = ¢i(k0) o z-Z=|z
_ _ Z
o arg(z) + irg@ =27 1 | oz 1= e #(0,0)
ozl == ezarg(z) N eflarg(z)
(|Z|) <|Z> » [Raiz enésima de un complejo]: z € C es raiz n-
o ¥ = ¢ <= nh =0, mod 27 ésima de w € C siy solo si 2" = w (Yw = 2).

< (AkeZ):nb =06+ 2kn = [Soluciones de raices de complejos]: Sean z,w €

0o + 2k
< (FkeZ):0= OT C\{0} y n > 2. 2™ = w tiene exactamente n soluciones
. arg(w)+2km

wo, - -+, W, Wy_1 € C, donde w — /Twle (R )

La relacién entre ambas representaciones esta dada por 0 ko Tt F |
la identidad de Euler: ¢ = cos(6) + isin(0). Ast: » [Raiz enésima de la unidad]: z es raiz n-ésima de
, w =1 siy solo si 2™ = 1. De lo anterior, se desprende
a+ib=pe? — a+ib = pcos(f) + ipsin(6) quez" =1 <= {Yl=w <= w'=1 = vk =

o ©)yb in(0) €% para k€ [0..(n — 1)].
sea que a = pcos(f) y b= psin(0).
= [Suma de raices enésimas]: La suma de las raices

» [Propiedades de nimeros complejos|: Sean z = enésimas es siempre nula. Si wy,...,w,_1 son raices
(a,b),w = (¢,d) € C con |z| =7y |w| = s. Entonces: n—1
n-ésimas de w, entonces E wi = 0.

e [Potencias|: Para k € Z k=0
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Principales definiciones y propiedades

» [Polinomio]: Corresponde a una expresién que con-
tiene variables (también denominadas indeterminadas)
y constantes (también denominadas coeficientes), que

e gr = 3: polinomio cibico

= [Propiedades de polinomios]|:

involucra operaciones de adicién, multiplicacién y ex-
ponenciaciéon a exponentes enteros.

Sea K un cuerpo. Un polinomio con coeficientes en K
es una funcion P: K — K tal que

n
z s P(x) = po+pra+pox® + -+ ppr” = Zpk:l:k
k=0

donde n € N es el grado, siempre que p, # 0, y
pr € Z (¥ k € [0..n]) son los coeficientes.

[Conjunto de polinomios]: Al conjunto de todos los
polinomios con coeficientes en K se denota K[z].

[Grado de un polinomio]|: Corresponde al mayor ex-
ponente de un polinomio tal que el coeficiente no sea
nulo.

e El grado de una suma de polinomios es el mayor
grado entre ambos polinomios.

El grado de un producto de polinomios es el pro-
ducto de los grados de los polinomios.

e gr = —oo: polinomio nulo (convencion)

e gr = (: constantes no nulas

gr = 1: polinomio lineal

gr = 2: polinomio cuadratico

e [Igualdad de polinomios]: Dos polinomios son
iguales si y solo si tienen el mismo grado y coefi-
cientes.

e (K%, +,-) es un anillo conmutativo. Como los po-
linomios estan en KX, entonces también heredan
estas propiedades: la suma (producto) de polino-
mios conmuta, asocia, tiene inverso aditivo (mul-
tiplicativo) para cada uno de sus elementos y ad-
mite neutro aditivo (multiplicativo) tnico polino-
mio idénticamente igual a cero (a uno).

e El conjunto de los polinomios es un dominio de

integridad, es decir, no admite divisores de cero
(i.e. para un elemento no nulo, no existe un ele-
mento no nulo tal que su producto sea el neutro
aditivo)

[Divisién de polinomios]:

Sean P, D € K[z] polinomios, con D # 0.

Entonces (3! Q, R € K[z]) (V z € K[z]) :

e P=Q-D+R (<= P:D=Q---R)
Se llama divisiéon con resto de P por D, donde
Q es el cuociente y R es el resto.

o gr(R) <gr(D)
SSR=0 = D|P «— 3QeK[z]):P=Q-D




