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P1. [Composicion]
Se define en R la ley de composicion interna * definida por x * y = /23 + 3.

a) Pruebe que (R, %,-) es un cuerpo.
b) Demuestre que f: R — R definida por f(z) = 2% es un isomorfismo de (R, *,-) en (R, +,-).

P2. [Primeros pasos]

-1
a) Expresar de la forma a + ib los siguientes complejos: (1 —i)4(1+4)* y 1+4i+ Hlﬁ
— 2+
P3. [Escritura]
1
Demuestre para todo z € C, con z # —1 y |z]| = 1, se tiene que 1 f
z

P4. [Desigualdad]

Sean 21, z2 € C. Demuestre que a) (2123 + 2z122) € Ry que b) |21|> + |22]2 > 2175 + Z122.
P5. [La mitad]

1
a) Sea z € C tal que |z + 1| = |z|. Demuestre que Re(z) = —5
1

b) Sean z € C, n € N, n > 1, tal que (2 + 1)" + 2™ = 0. Demuestre que Re(z) = —3
P6. [Parte real e imaginarial

a) Sea z € C\ {0}. Demuestre que ZER — Re(z) =0 6 Im(z) = 0.

z

b) Sea z € C. Demuestre que |z — i| = |z — 1| <= Re(z) = Im(z).

P7. [Sumal]
n n 1
Sean z1, 22, ....2p € C tales que |z| =1 (Vi € [1..p]). Demuestre que si Zzi = a € R entonces Z — =a.
Zq

i=1 i=1

P8. [Fusion]
a) Se define S = {z € C| |z| = 1}. Demuestre que (5, ) es subgrupo de (C\ {0}, ).

1
b) ParazeS,z;él,sedeﬁnew:1+Z

. Demuestre que w € C\ R.
-z
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Principales definiciones y propiedades

» [Ley de composicién internal: Es una operacion
que tiene clausura en un conjunto. Sea A # (. En-
tonces una ley de composicion interna * satisface que
Vz,yceA):zxy €A

[Estructura algebraica]: Corresponde a un conjun-
to dotado de una ley de composicion interna definida
sobre él, tal que admite a lo mas un elemento neutro.

[Grupo (abeliano)]: Una estructura algebraica (A, x)
es un grupo (abeliano) si y solo si * asocia, * admite
neutro en A, todo elemento es invertible (y * conmuta).

[Cuerpo]: (K, +, ) es cuerpo si y solo si (K, +) es gru-

po abeliano, (K\ {0}, -) es grupo abeliano, - distribuye
con respecto a +.

[Morfismos|: Corresponde a una funcion entre dos es-
tructuras algebraicas que preserva las operaciones en
cada una. Sean (A, ), (B, A) estructuras algebraicas y
f+ A — B funcion. f es morfismo entre A y B si y solo
si flxxy) = f()Af(y) (Va,y € A). Si f es inyectiva,
epiyectiva o biyectiva, se denomina monomorfismo,
epimorfismo o isomorfismo, respectivamente. Si f
se define desde y hasta la misma estructura algebrai-
cas, se llama endomorfismo, y si es ademaés inyectiva,
se denomina automorfismo.
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Principales definiciones y propiedades

» [Cuerpo de los complejos]: Corresponde al conjun- o e =¢ — nf =60, mod 27

to C := {(z,vy) | z,y € R} = R?, que también se puede
escribir como {a + b | a,b € R}. Posee la estructura
(C,+,-), tal que para z = (a,b) y w = (¢,d) en C:

e z+w= (a+c,b+d)

o 2w = (ac—bd,ad+ be)

<~ (FkeZ):nb =060+ 2kn
= (cheZ):e:M
n

La relacién entre ambas representaciones esta dada por
la identidad de Euler: €?® = cos(#) + isin(6). Ast:

» |Unidad imaginaria]: Se denota a i := /-1 € I con a+ib = pe? < a+ib= pcos(d) + ipsin(0)
i? = 1; también se representa por i = (0,1) € C.

O sea que a = pcos(f) y b = psin(0).

+1, n=40
. +i, n=41 = [Propiedades de nuimeros complejos]: Sean z =
Se cumple que " = 1=y 2 (a,b),w = (¢,d) € C con |z| =r y |w| = s. Entonces:
=i, N =43 e [Potencias|: Para k € Z
» [Representaciones de un nimero complejo]: Un 0 20=1

namero complejo z = (a,b) € C se puede representar

) o Ml =2k 2 sik>0
de forma cartesiana o forma polar.

o (zfl)fk =2Fsik<0
e [Médulo]

o |z2| >0A|z|=0 <= 2z=(0,0)
2] = [Re(z) y |2| = Im(2)

¢ [Representacion cartesianal: Se escribe z =
a+ib € C, donde a =: Re(z) se denomina parte
real y b =: Im se denomina parte imaginaria.
Esta escritura suele ser comoda para sumar.

[¢]

o Re(z + w) = Re(z) £ Re(w) o |z w|=|z] |w]

o Im(z + w) =Im(z) + Im(w) o |2 =|2%, keZ

o Re(fz) = fRe(z) 2| _ sl

o Im(Bz) = SIm(z) ‘E‘ T w] stw#(0,0)

Dos complejos son iguales si y solo si coin- o |z4w| < |z + |w|
ciden en parte real y en parte imaginaria
(igualdad de 2-tuplas).

e [Representacién polar|: Se escribe z = pe??

donde p = |z| := Va2 + b2 se denomina médu- c =7z

0 zeR <= z==2

¢ [Conjugado]:

oz=a+ib < Z=a—1b

loy 6 = arg(z) := arctg (Z) € 10,27) y se

oztw=zZx+w
denomina argumento. Esta escritura suele ser T

comoda para productos y célculo de inversos. AN |z
o . e =elath) (Va3 €R) ° (E):m’w#o
o arg(zw) = arg(z) + arg(w) mod 27 o z+Zz =2Re(z) = 2Re(Z)
o arg(z*) = k - arg(z) mod 27 o z—z =2Im(z) = 2Im(z)

[Férmula de Moivre]: (em)k — ¢i(k0)

arg(z) + arg(z) = 27
1 , 1 . %
L1 — () ezarg(z) _ <> efzarg(z) o 2~ 1= é7 P 7& (0’0)
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