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[Numerables]
El objetivo de este problema es demostrar que cada uno de los conjuntos definidos son numerables.

a) A={r+sV5|rsecQ}.
b) 7={f:N=N|f(0)=0AN3FdeN)(VrneN): f(n+1)= f(n)+d}.

c) M:{xER(EIkEZ)(EIiEN):x:;.}.

[Extraccion]
Sea (fn),>o una sucesion de funciones f,: R — R con fo = Idg. Sea A C Ry sea B = {f,(a) [ n € N,a € A}.
Demuestre que si A es numerable, entonces B también lo es.

[Igualdad]
Considere el conjunto A # (). Se define F = {f: {1,2,3} — A | f es funcién}.
a) Demuestre que |F| = |A3|. Le puede ser de utilidad considerar para f € F la tupla (f(1), f(2), £(3)).

b) Demuestre que si A es numerable, entonces F también lo es.

[Otra igualdad]
Demuestre que el cardinal de los ntimeros racionales es igual al cardinal de los ntimeros racionales contenidos en
el intervalo [0, 1].

[Consecuencias]

a) Sean Ay B conjuntos tales que AU B es numerable. Demuestre que A es numerable o B es numerable.

b) Sean C'y D subconjuntos de R, donde C es finito con |C| > 2 y D es numerable.
Demuestre que el conjunto {¢ x d | ¢ € C,d € D} es numerable.

c) Decida si la siguiente proposicion es verdadera o falsa: si A y B son numerables, entonces AN B es numerable.

[Creatividad]

a) Demuestre que el conjunto de todos los tridngulos cuyos vértices son elementos de Q x Q es numerable.

b) Un insecto debe cubrir, saltando, la distancia de 0 a 1 avanzando de izquierda a derecha. En cada punto en
que se encuentre, puede elegir saltar hasta 1, y completar el recorrido, o avanzar la mitad del tramo restante.

Probar que, para cubrir la distancia (entre 0 y 1), se requiere a lo més una cantidad numerable de saltos.
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Principales definiciones y propiedades

= [Conjunto finito]: A es un conjunto finito si y so6lo si
(3n e N) : 3 f: A — [1..n] biyeccion.
» [Numeracion]: a1, as,...,a, es una numeracion de A

si y solo si son distintos entre si y A = {a1,as,...,a,}.

» [Cardinalidad de un conjunto finito]: Sea A un
conjunto finito. Se denomina cardinal de A al tinico na-
tural n para el que existe una numeraciéon ay, as, . . . , Gy,
de A, y se denota |A| = n.

e 0]=0

|AUB| = |A|+ |B| - |AN B|

BCA = |B|<|A|

BCA = |A\B|=|A|-|B

|A| =|B| <= 3f: A — Bbiyeccion

|A x B| =|A||B|. Si A finito, |A"| = |A|™.
o [P(4)] =24

» [Conjunto infinito]: Corresponde a un conjunto que
no es finito.

» [Relaciones entre cardinales]: Se definen las si-
guientes nociones de cardinalidad para cualquier tipo
de conjunto (i.e. es consistente con la definicién para
conjuntos finitos y se extiende para conjuntos no fini-
t08).

e [Menor o igual cardinal]:
|A| < |B| <= 3 f: A — B inyectiva
<= 3 f: B — A epiyectiva.
e [Igual cardinal]:
|A| = |B| <= 3 f: A — B biyectiva.
e [Cardinal menor estricto]:

Al <|B| <= [A| <|B|A|A] # |B].

» [Propiedades de [-|]: Las siguientes son propiedades
de la cardinalidad de cualesquiera conjunto (i.e. finitos
y no finitos).

o [0]=0
o A< 4]
e BCA = |A|<|B|

Al < [BIAIB| < [C] = |A] <|C]

[Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder]:
Al <[BIA|B| < [A] <= |A] = |B|

e [Cardinal de la imagen]|: Si f: A — B es fun-
cion, entonces |f(A)| < |A].

[Perturbacion de un conjunto infinito por
uno finito]: Si A es infinito y B finito, entonces
|[AUB| = [A] = [A\ B.

= [Conjuntos numerables]: Corresponden a conjuntos
que tienen la misma cardinalidad que N.

e Todo conjunto infinito A con |A| < |N| es nume-
rable.

¢ [Union finita de numerables]: La unién finita
de numerables es numerable.

e [Unién numerable de numerables]|: La uniéon
numerable de numerables es numerable.

e [Unioén finita o numerable de finitos o nu-
merables]: La unién de una familia finita o nu-
merable de conjuntos finitos o numerables es fi-
nita o numerable: (A;);cr,I C Ny |4;] < |N|N
para todo i € I, entonces |U;erA;| < |NJ.

e [Producto cartesiano finito de numerables]:
El producto cartesiano finito de numerables es
numerable.

= [Cardinalidades conocidas]:

e N es infinito numerable.

o Mas afin, el cardinal de N corresponde al me-
nor cardinal infinito.
Si A es un conjunto infinito cualquiera, en-
tonces para todo a; € A y para todo k €
N,k > 1, se cumple que:
(i) A tiene un subconjunto finito By, de car-
dinal k£ con aq € By.
(ii) A tiene un subconjunto numerable H,
con ay € H; en particular |A| > |N]|.

e 7 es infinito numerable.
e N x N es infinito numerable.

e Q es infinito numerable.




