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% erwadas
Problema 1. Calcule %f en los siguientes casos:
a) f(z) =sin(x + 2?) d) f(z) = sin(cos(sin(x)))
b) f(x) = sin(cos(z)) e) f(x) =sin((z +1)%(z + 2))
) flz) = M f) f(x) = sin® zsin 22 sin? 22

Solucion.  a) 4 sin(z 4+ 2?) = sin’(z + 22) L (2 + 2?) = cos(z + 2%)(1 + 2z).

b) - sin(cos(z)) = sin’(cos(x)) cos’(z) = cos(cos(z))(— sin(z)) = — sin(z) cos(cos(z)).

C) _d_sin(cos(z)) _ (4 sin(cos(x)))z—sin(cos(z)) Lz _ — sin(z) cos(cos(x))z—sin(cos(z))
dx T - 2 - 2 .

d) - sin(cos(sin(z))) = - (sino cos)(sin(z)) = (sinocos)/(sin(z)) sin’(z) = — sin(sin(z)) cos(cos(sin(z))) cos(z). Otra solucion:

os(sin(z))
(sm( )) sin’ ()

— sin(sin(z))) cos(z)

. sin(cos(sin(z))) = sin’(cos(sin(m)))

O&‘Q‘

= cos(cos(sin(z))) co
)

= cos(cos(sin(x)

—~

= —sin(sin(x)) cos(cos(sin(x))) cos(x).

% sin((z + 1)%(z +2)) = sin’((z + 1)*(x + 2))%(:1: +1)2%(z +2)

= cos((z 4+ 1)*(z 4+ 2))[(z + 2)%(95 + 1%+ (z + 1)2%@ +2)]
=cos((z + 1)} (x +2))[(z +2)2(x + 1) + (z + 1)?]

d . : . d d
— sin? xsin % sin? 2?2 = (— sin” z) sin 2 sin? 2 + sin® z—— sin 2% sin® 2
dz dz dx
2 A ooy 9 o 2d .9 o
= 2sin(z) sin’(z) sin 22 sin® 2% + sin :E[(d sinz“) sin” z* + sinx d—sm x|
x x

2sin(z)

2sin(z) cos(z) sin 2 sin? 2% + sin? z[sin’ (2%) 2z sin® 22 + sin 2?2 sin(x?) sin’ (2%) 2]
= 2sin(z) cos(z) sin 2% sin® 2 + sin? x[2x cos(z?) sin? 2% + 2 sin 2% sin(x?) cos(x?)2x]

2sin(z) cos(x) si

cos(z) sin(2?) sin?(2?) + 2z sin®(x) cos(x?) sin?(x?) + 2sin®(z) sin?(2?) cos(2?) 2z
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Problema 2. Calcule ‘- arcsin(z).

Solucion. Sea f: [—m/2,7/2] definida mediante x — sinx. con esto, f~! = arcsin. De la formula de la derivada de la inversa se
tiene que

arcsin’(z) = (ffl)l ()

cos(arcsin(z))
1

V1—2z?

con lo que
1

V1—a2

e arcsin(z) =

Problema 3. Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacion
62 arcsin(yz) _ log(l + .’E2 + y2)
en el punto P donde la curva corta al eje de las abscisas (y = 0) con abscisa positiva (x > 0).

2.0
15
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Figura 1: Curva definida por e22:5(#¥%) — Jog(1 + z2 + ?), con la recta tangente que pasa por P.

Solucion. Primero, calculamos el punto P. Se tiene que P, = 0, P; > 0 y, ademés, cumple la ecuacién. Con esto:

e2aresin®) _ Joo(1 4 P2 4 (02)
— e =log(1 + P})

= 1 =log(1 + P})

—e=1+ P}

<= Ve—1=P

donde, en le altimo paso, se us6 que P; > 0. Con esto, P = (ve — 1,0).
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Usaremos funcion implicita para encontrar la tangente. La derivada del lado izquierdo de la ecuacion es

i€2 arcsin(yz) _ 62 arcsin(yx)

d .
T %2 arcsin(yz)

2 d
V1—x2y? dz"

_ 62 arcsin(yx) 2 ( dy )

— 62 arcsin(yx)

1— 2242 i
d
_ 62 arcsin(yzx) 2(y + l‘ﬁ)
1—x2y2
mientras que la derivada del lado derecho de la ecuacion es
d 1 d
—1 1 2 2y - - = 1 2 2
7y log(1+2" +y7) 1+x1+¢dx(+r‘+y)
1 dy
=—— (2 2y—=
1+x2+y2( T ydx)
2z + y%)
1422 4y2

juntando ambos resultados, obtenemos que

2y+of) 2wty
1—22y2  l+a22+y?

62 arcsin(yx)

Como nos interes la pediente en P, remplazamos x e y por los valores de P

e2arcsin(0) 2( vVe— 1%) _ 2( Ve — 1)

V1 l+e—1
@»\/e—l@: ve-1
dzr e
ay _1
dx e

con lo que la pendiente de la recta tangente a la curva en P es é

Para encontrar la recta tangente, es necesario entonces encontrar la recta que pasa por P y que tiene pendiente % Esta recta

es
HESNASS)
O
Problema 4. a) Sean € N. Calcule el limite
lim M
z—o0 T

sin usar limites conocidos que no sean limg oo % Hint: Induccion.

b) Calcule
x — j—
i € cos(x) z
z—0 2
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Solucion.  a) Mostraremos por induccion que el limite es 0. Para n = 1 se tiene que

log" 1 4 og™(x 1 1
lim og" () = lim 70g(a:) = lim 4> 7 dg (z) = lim ﬁ = lim — =0
Si asumimos que el limite es 0 para n — 1, entonces
log” £ log"(z log" log"™!
lim og"(z) = lfm 4=z > " dg (@) = lim nwoe T/ (z)/ =n lim og" () =0.
T—00 x T—00 T T—00 1 T—00 x
Con lo que, por induccion, lim, ., % =0.

b) Como el numerador y denominador se van a cero, entonces podemos aplicar la regla de L’Hopital con lo que

, ., e¥+sin(z) —1 , e 4cos(z) 141
lim 3 =lim ———— = lim = =
z—0 T z—0 2x z—0 2 2

e* —cos(z) —x ]

donde usamos la regla de L’Hépital también en la segunda igualdad pues nuevamente el numerador y denominador se iban
a cero.

O
Problema 5. a) Sean{f1, f2, f3,...} funciones diferenciables de (a,b) a R. Notemos que, para cada x € (a,b) “fijo”, (fn(z))nen
es una sucesion en R. ;FEs verdad que
Ve € (a,b), lim o fu(e) = - Ui fu(a)?
v € (@b, Jim (@) = g m fule):

Hint: fn(z) = /(1 +n?x?).

b) Sea a,b € R y sea f: R = R definida mediante x — bsin(x) + acos(z). Muestre que f satisface el siguiente sistema de

ecuactones:

"+ f=0,

f(0) = a,

7(0) =b.
Notemos que con esto, Vo € R, f"(x) = —f(x) y basta con saber el valor de f para saber el valor de f".

Solucion.  a) Sea, para cada n € N;
fon: (-1,1) =R
Sea x € (—1,1) y calculemos primero lim,, o fr(2):
ful) = s = A s S

_1+n2m2_1/n2+x2 x
Con esto, V(—1,1), % lim,, 00 fr(z) = %O = 0. Calculemos ahora, primero, %fn(x):

d d T
%fn(I) " dx 1+ n222
_ (%x)(l +n22?) — x(%l + n?a?)
(1 + n222)2
(1 + n%2?) — z(n?2z)
(14 n2x22)2
_ 1+ n2z? — 2n2z?
(1 4+ n2z2)?
2,2

1—n
(1+ n222)2
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con lo que, si x € (—1, 1), entonces

i d (@) i 1 — n2z? i 1 — n2z?
im —f(z)= lim ———= = lim =
z—oo dx n—oo (1 +n222)2  n—oo 14 2n2z2 + nizt

1, z=0
0, 0<|z| <L

con lo que 3z € (—1,1), lim,_ d%f(x) + % Hmy, oo fr ().

b) Se tiene que f(0) = bsin(0) + acos(0) = a. Ademas, f'(x) = bcos(z) — asin(x) con lo que f/(0) = bcos(0) — asin(0) = b. Se
tiene, ademas, f”(z) = —bsin(z) — acos(x). Con esto, f(x) + f(x) = —bsin(x) — acos(z) + bsin(z) + acos(z) =0y se
concluye.

O

Problema 6. El drea entre dos circulos concéntricos que estdn variando es, en todo minuto, 9wrem? La tasa en la que varia
el circulo mds grande es 10mem?/s. ;Que tan rdpido estd cambiando el perimetro del circulo mds pequenio cuando su drea es
16mem??

Solucion. Sea r1(t) el radio de el circulo pequetio en el tiempo ¢ y ra(t) el area del circulo grande en el tiempo ¢t (ambos en
cm). Con esto, 0 < r1(t) < ro(t). Sea, para i € {1,2}, A;(t) = 7r;(t)? y Pi(t) = 27r1(t). Queremos Dy P;(t) |=, donde T es tal
que A;(7) = 167. Es decir, queremos calcular 277/ (7) tal w71 (7)? = 167. Es decir, queremos calcular 277) (1) tal que 71 (7) = 4.

Intentaremos encontrar ] con respecto a r1:
La geometria del problema nos impone

A2<t) - Al(t) = 971',
AL(t) = 107.
De la primera ecuacion (7rq(t)? — 7r1(t)? = 97), derivando, se sigue que 2r(t)r5(t) — 2r1(t)r}(t) = 0 con lo que 2ro(t)rh(t) =

2r1(t)r] (t). De la segunda ecuacion, se sigue que 2712 (t)r5(t) = 107 con lo que, con el resultado de la primera ecuacion, se tiene
que 2771 (t)7} () = 107 con lo que concluimos que

)

ri(t) = :

1( ) r (t)
Con esto, el problema es: Queremos calcular QW%(T) tal que r1(7) = 4, es decir, lo que queremos calcular es 27r% y se termina
el problema: 5m/2. O
Problema 7. a) Sea f cualquier funcion definida en (a,b). Si x es un punto mdzimo (o minimo) para f en (a,b) y f

diferenciable en x, muestre que f'(x) = 0.
Solucion. 1. Partiremos con f(z) es maximo: Si h es cualquier namero tal que = + h esté en (a,b), entonces

f(@) = f(z+h),

pues f alcanza su maximo en (a,b) en z. Esto significa que

fl@+h) = fz) <0.

Entonces, si h > 0 tenemos
fl@+h)— f(z)

<0.
h =

y como consecuencia

flx+h) = f(z)

It <0.
hgg+ h -
Por otro lado, si h < 0, tenemos
fleth) =@
h 2
entonces b
i H@ W = 1@
h—0— h
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Por hipotesis, f es diferenciable en x, entonces estos dos limites tienen que ser iguales, de hecho, son iguales a f'(z). Esto
significa que
fl@)<0 y f(z) 20,

de donde se sigue que f'(x) = 0.

Si f(x) es minimo, entonces definimos g = —f con lo que g(z) es maximo y, por lo recién demostrado, ¢’(z) = 0 con lo que

—f'(x) = 0 y se concluye lo que se queria.

O
Problema 8. [3 puntos] Sean f,g,k: R — R tales que
Vo € R, f(z) < g(z) < k(z).

Si ademds se sabe que f y k son derivables en 0, que f'(0) = k'(0) = D y f(0) = k(0), entonces g es derivable en 0 y ¢’(0) = D.
Solucion. Se tiene que f(0) < g(0) < k(0) con lo que ¢g(0) = f(0) = k(0). Sea h > 0, entonces,

f(h) <9(0) < k(0) = f(h) = £(0) < g(h) —g(0) < k(h) — k(0)

. S ; f(0) < g(h) ;9(0) < k(h) ; k(0)
. f(h) = f(0) . g(h) —g(0) . k(h) — k(0)
— hlgng h = hlg(I)lJr h = hlig)l+ h
f(h)—fO) _ . g(h)—g(0) .. k(h)—k(0)
= Jin B0 < g, S < o SRS
/ , g(h) - g(O) ’
— (0) < tim I <o)
— D < lim 9th) = 9(0) _ D
~ h—o0t h -
o s =90
h—0t h '
Sea ahora h < 0. Se tiene
f(h) <g(0) <k(0) = f(h)— f(0) < g(h) —g(0) < k(h) — k(0)
. f(h) ; f(0) > g(h) ;9(0) > k(h) ; k(0)
. f(h)—fO) . g(h)—g(0) _ . k(h)—k(0)
— hlg(r)lf h = hlggf h = hhjgf h
i I 1) ) —g(0) k() = k()
h—0 h h—0~ h—0 h
D> g W —9O)
T h—0— h -
o S =90
h—0— h

con lo que

h—0 h
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Problema 9. [3 puntos] Calcule las siguientes derivadas:
a) f(x)=sin(z)*
_z)7/2
) f(x) =log ({5 ).

Solucion.  a)

d T __ d x log(sin(x))
T sin(x) ¢
x log(sin(x d B
= Dy log(sin(z))€ log(sin( ))—dxxlog(sm(x))

_ ostunon 4oL log(sin(z)]

log(sin(x
— % log(sin fﬂ))[]og(bln T
= 1086 @) [1og(sin(z)) + 2 cos(z)/ sin(z)]
= ®1086In(@)) [1og (sin(x)) +  cot ()]

= sin(z)*[log(sin(z)) 4+ x cot(z)]

+ xlog’ (sin(z)) sin’(z)]

—2)7/2
d

_d [T 11 )
= [ log(1 — ) 3 log(1 + z%)
7
2

d 11 d
ﬁlog(l —z)— Ed—log(l + 2?%)

7
=3 log’ (1 — z)(—1) — ? log’(l + %) (2z)
7 1 11 2z
2z—1 3 1+a?
7 22z
2z —1)  3(1+a?)




