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Limites en R
Problema 1. 1. Usando la definicion € — 8, demuestre que lim,_,q % =3.

2. Calcule ll'nnguﬁo(e“”””| + eb/‘“’|)|z| para a y b reales.

Solucion. 1. Sea € > 0. Se tiene que, para x # 1,

x3—1_3 _ (a:—l)(x2+x+1)_3

z—1 B z—1
:‘x2+x+1—3’
:‘x2—|—x—2|
:‘m2—1+x—1|

=lz+D(xz-1)+z—1]
|(z+1) +1)(z —1)|
I(z+2)(z — 1)

con lo que necesitamos encontrar un ¢ > 0 tal que |z — 1| < ¢ implica que |(x + 2)(z — 1)| < e. Notemos que, si § > 0,
entonces 1 — 6 <z <1446 y sesigue que 3—3§ < x+2 < 3+ 6 con lo que, si d <3, entonces |z + 2| < 3+ < 6. Con esto,
si ¢ < 3, entonces |(z + 2)(x — 1)| < 6]z — 1]. Con esto, queremos un ¢ < 3 que cumpla |z — 1| < d = 6|z — 1| <e. Si
d = min{e/6, 3}, entonces |z — 1| <§ = |z — 1| < /6 y se concluye.
2. Se tiene que, para x # 0,
emax{a}/lal _ collel | b/lal < gméxlab}/lel 4 gmax{ab}/lal _ gomix{ab}/le]
y, elevando por |z,
6méx{a,b} < (ea/\z| + eb/|m\)\z| < 2\z|eméx{a,b}

tomando limite |z| — 0, por el teorema del sandwich, se tiene que lim,_o(e?/ 17l 4 e/1#])lz] = gmax{a,b}

O
Problema 2. Calcule la derivada de las siguientes funciones por definicion.
1. f(z) =2%
2. flz)=2/(x—1).
Solucion. 1. Se tiene que
. (z+h)?—2? . 2?4 2zh + h? — 2?
lim = lim
h—0 h h—0 h
. 2zh+ h?
= lim ——
h—0

=lim2z+h
h—0

=2z

d

d.,2 _
y se concluye que 7-z° = 2z.
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2. Se tiene
i TSI BT g a+h @
h—0 h hsoh(z+h—1) h(z—-1)
— lim (z+h)(z-1) z(x+h—-1)
hsoh(z+h—-1)(xz—-1) h(z+h-1)(z-1)
, (@+h)(z—-1)—z(x+h-1)
= lim
h—0 hx+h—1)(z—1)
o P —z+azh—h—z®>—zh+z
= lim
h—0 h(z+h—1)(x—1)
= lim —h
h=0h(z+h—1)(x —1)
= lim -1
h—0 (x +h—1)(z—1)
_ -1
(x —1)
con lo que £

Problema 3. (3.0 pts) Sean a,b € R\ {0} y considere la funcion f: R\ {0} — R definida mediante

smb(aac)7 2<0
f(x): ebmx_l
, >0
x

Encuentre una relacion entre los reales a y b para que lim,_,o f(x) exista.

Solucion. Calcularemos primero lim,_,q+ f(x) y luego lim,_,o- f(z). Luego resolveremos la ecuacion en (a, b),

lim f(x) = h’rgf f(x).

z—0t

Se tiene que

bx
; ,ooer =1
lim f(z) = lim

z—0t z—0t x

. ebz _ 60
= lim b

z—0+ br—0
ebw _ 60

=bli
Ll—r% bx —0

Donde se usé la propiedad 11.10(2) de apunte. Ademaés,

lim f(z) = lim sin(az)
0~ t—0- bz
lm a sin(ax)
= 1 —

z—0- b ax

_ % sin(ax)
bz—0 ax
a

b
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donde se us6 la seccion 12.7 del apunte para calcular el ultimo limite.
Con esto, como queremos

lim f(z) = lim f(x).

z—0t z—0~
se sigue que, para que el limite exista, se necesita
a
b=—
b
Es decir, a = b°. O
Problema 4. 1. Sea f: ACR — R un una funcion con dominio no-acotado tal que
1
lim —— =0.
T—>00 f(aj)

Muestre que lim,_,o | f|(z) = oo.
2. Demuestre que Yn € N,1im,,_, e* /2" = co.
3. Sea p(z) un polinomio, es decir, p(z) = ag + Y p—, arx® con a, # 0. Calcule

eil)

lim .
200 p(z)

Hint: Use e /p(x) = (e*/x™)(a™/p(x)). Puede considerar primero el caso a, > 0 y luego a, < 0.

Solucion. 1. Sea M > 0. Se tiene que existe un m > 0 tal que si x € AN [m,o0), entonces |1/f(z)| < 1/M. Se sigue que
M < |f(z)| con lo que lim,_,o |f(z)] = 0.

€. = oo. Mostremos ¢(1): Sabemos que

Tn

2. Sea ¢(n) <= lim;

lim — =0,
r—o00 ¥
es decir,
.| e”
lim |—| =00
T—o00 | I
con lo que
T
Iim — =
T—00 I

pues si M > 0 entonces existe un m > 0 tal que ¢ > m = |e* /x| > M y se concluye que z > m = e®/x > M (pues
e® >0y x> 0 en este caso) y tenemos ¢(1). Sea n € N, mostraremos g(n). Se tiene que

pues el término en paréntesis tiende a infinito por ¢(1).

3. Se tiene que, para x # 0,
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Sea, para cada n € N, b, = 1/a, (notemos que siempre sgn(b,) = sgn(a,)). Notemos que lim;_,o 2" /p(z) = b, y
lim, o €* /2™ = 0o con lo que es de esperar que lim,_,, e*/p(z) = sgn(b,)oo. Nos pondremos primero en el caso b, > 0:

Sea M > 0y sea my > 0 tal que z > my = |2"/p(x) — by| < by /2. Se sigue que, si & > mq, entonces b, — b, /2 <
" [p(x) < by, +bp /2, es decir, b, /2 < 2™ /p(x) cuando > my. Sea mz tal que © > my = e”/p(x) > 2M /b,,. Si definimos
m = max{ma, ma}, entonces x >m = b,/2 < z"/p(x) y e*/p(x) > 2M /b,,. Se sigue que, si x > m, entonces

er " e* b, 2M b

— >—=>—"——"T=M
v p(x) = am 2 by, 2

e’ /p(z) =

y se concluye que
xT

, e
lim = 00.
Ahora, si b, < 0, entonces ¢(z) = —p(x) es un polinomio cuyo n-ésimo coeficiente es positivo y, por lo recién demostrado,
lim, o0 €% /q(x) = 00, es decir, lim, o, e/ — p(x) = 0o y se concluye que lim,_, e*/p(x) = —oc.
, e 400, an, >0
Iim — = .
z=r00 p(T) —00, a, <0
O
Problema 5. [3 puntos] Considere la funcion
fiR—=>R
N x261/x
T —s.
1+ 22

Determine lim,_,o+ f(x), lim,_,o- f(z), Umz— 0o f(2) y Um,— o f(2). Indique cuales son las asintotas verticales y horizontales
(st las tiene).
Solucion.
2,1/x
, B x’e

) el/z

lim ——
r—Foo ]_/:E2 +1

1
_ ; 1/x
$£rinooe 1/,132—|-1

= lim e'* lfm —0f——
T—+oo r—+o0 1/$2 + 1

1-1
=1

2,1/x
lim f(z) = lim —°

z—0t z—0+ 1+ 22
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donde se us6 el problema 3 para calcular el ultimo limite.

(E261/w

I = lim ——
zi}g* f(x) z—lgl* 1 + 332
el/x

= 1/ —_—
os0- (L/z)2 + 1

m ——-
u——oo u2 + 1

, eV
= lim
uw%ooqu2 +—1
i !
= lim
w—oo (w? + 1)ew
—0
pues (w? 4+ 1)e¥ — oo (ademaés, se aplico el teorema 13.4).
La recta x = 0 es una asintota vertical de f y y = 1 es asintota horizontal de f. O
Problema 6. 1. Sea f(x) = x(1 + e ) calcule lim,_, o+, lim, o~ f(z) y lim,_,o f(z).

2. limy 00 (Ya — 1) con a > 0.

Solucion. 1.

r—0~ x—0~

—_
§\

= lfm —— — —

donde se uso el problema 2(2).
{ — i —1/lx|
i 1(0) =l 1+ e~

= lim |z| lim (1 + e~ /I7])
x—0 x—0

=0-1
—0.

Como lim, g+ f(z) # lim,_,o- f(z), entonces lim,_,¢ f(z) no existe.

2.
lim #({/a—1) = lim 2(a'/® —1)
= lim x(el/mlog(a) -1
T—>00

el/xlog(a)__ e0
=1 lfim & " — ¢
og(a) i 3 Toe(@) =0

et — ¢l

= log(a) lim ——

= log(a).



