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AUXILIAR 12

Limites en R

Problema 1. El Calcule los siguientes limites:

Y
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3. Este problema es dificil corresponderia hintear la expresion para el binomio a la potencia n. Si n = 1, limy_,q W =

11. del Spivak: Chap 5, 2. aux 13 de MA1001-4 Otofio 2020, 3. y 4. invencién mia, 6. y 7. aux 13 de MA1001-4 Otofio 2020 5. inspirado en este mismo
aux.
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5. Usando la substitucion v = = + 1, que es biyectiva, tenemos lim,_,glog(z + 1)/ = lim,_,1 log(u)/(u — 1) = 1, donde el

altimo limite es conocido del apunte.
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Definiendo f(z) = log(1 +z)/z y g: (—7/2,7/2) — R mediante 2 — g(x) = —sin(z) (la cual toma el valor 0 en un tnico
punto de su dominio), podemos usar que lim,_,o g(x) = 0 y lim,_,o f(z) = 1 para concluir que lim,_, f(g(z)) =1 con lo
que
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Problema 2. [ Sea

0, z¢Q
z, x€Q.

Encuentre todos los puntos a € R donde lim,_,, f(x) = f(a).

Solucion. Mostraremos que lim,_,o f(z) = 0 = f(0): Sea a, una sucesion nula que, entonces
min{0, z,} < f(x,) < mdx{0, z,}

con lo que, por el teorema del sandwich, f(x,) — 0. Como esto es verdad para cualquier x,, — 0, lim,_,o f(z) = 0= f(0).

2Inspirado inconscientemente por Spivak, Calculus: Chapter 5, Limits. Problem 20).
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Mostremos ahora que si a # 0, entonces lim,_,, f(x) # f(a). Sea x,, una sucesion de irracionales tal que z,, — a. Entonces
f(xzn) =0 con lo que f(z,) — 0. Sea, ahora, y,, una sucesion de racionales tal que y,, — a (existe pues los racionales son densos
y por ende existe, para cada n, un racional y,, € (a — 1/n,a + 1/n), es decir, |y, — a| < 1/n con lo que y, — a). Se sigue que
f(Yn) = yn con lo que f(y,) = a # 0. Con lo que hay dos sucesiones z,, y, convergiendo a a tal que f(x,) v f(y,) convergen a
distintos valores. Se sigue que f(z) no converge cuando = — a # 0.

Se concluye que a = 0 es el tnico valor de a que cumple lim,_,, f(z) = f(a). O

Problema 3. [

1. Muestre que silimy,_,o f(z)/x =1 con b # 0, entonces lim,_,q f(bzx)/x = bl.

2. Calcule lim,_,q :iigg con a,b # 0.

Solucion. 1.

tim L0 _ 1y 00

x—0 x z—0 bx

= bl.

donde la ultima desigualdad queda justificada mediante el siguiente argumento: Sea g(z) = f(z)/x y h(z) = bz, entonces
f(bx)/bx = g(h(x)) donde h es inyectiva y se utiliza el problema 1.

sin(ax) . sin(az) = . sin(ax) 1 a

250 sin(br) 2-0 x sin(bx) 2—0 x  sinbz) p
x

3Spivak, Calculus, Chap. 5 Limits, Problem 14.



