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El Supremo

Problema 1.

a) Sea ACR y«a € R una cota superior. Muestre que sup A = « si y solo si
Ve >0,da € A, a—¢ < a.
De manera similar, muestre que, si B € R es una cota inferior de A, entonces inf A = 8 si y solo si

Ve>0,Jdac A, a< fB+e.

b) Sea v un nimero real positivo. Sea A={r e R |r € QA r <~}. Muestre que A tiene supremo y calcilelo.
Solucion.  a) Asumamos sup A = «. Sea £ > 0 luego, como «a — € < «, entonces « — € no es cota superior de A y por lo tanto
existe un elemento a € A que lo supera. Es decir, a — € < a.

Asumamos ahora Ve > 0,3a € A, o — e < a. Como « es cota superior de A, se sigue que sup A < a: si sup A < «, entonces
existe un a € A tal que a — (o —sup A) < a (donde se us6é € = a — sup A > 0), es decir, sup A < a para algin a € A lo que
contradice la definicién de supremo y se concluye que sup A = a.

Para el inf el proceso es similar y queda como propuesto.
b) Como + es un nimero real positivo, se tiene que 0 < 7y con lo que 0 € A. Claramente v es una cota superior de A, mostremos
que es la menor: sea e > 0y sear € (y —e,v) NQ (valido pues los reales son densos en R), se sigue que v — e < r y, por la

parte anterior, se sigue que sup A = 7.
O

Problema 2. Sea
m

Muestre que sup A = 1.

Solucion. Partiremos mostrando que 1 es cota superior: Si m = 0, entonces

m

m(n+1)+1 =0
Sin=0,
m m
m(n+1)+1 m+1<1'
Sin,m # 0:
m < m
mn+1)+1 =~ mn+1)
1
n+1
<1
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y se tiene que 1 es cota superior. Mostremos ahora que 1 es supremo. Sea € > 0. Queremos encontrar m,n € N tal que

m

1—- _.
5<m(n+l)+1

Es decir, queremos encontrar alguna solucién a la inecuacién anterior sobre m,n € N. Intentaremos encontrar una solucién con
n = 0 (para simplificar el proceso). Es decir, queremos encontrar alguna solucion de

l-e< . 1
c m+1 (1)
m m
l-e< — 1- <e
+1 m+1
1
= <e
m+1
1
= - <m+1
€
1
= -—-1<m
€
1—¢
— < m.
€

Por la propiedad arquimedeana de los reales, sea m € N tal que (1 —¢)/e < m y n = 0, entonces

m

loec —
c m(n+1)+1

y se concluye que 1 es supremo de A. O

Problema 3.

a) Sea f:[0,1] = R una funcién creciente. Determine si el conjunto f([0,1]) es acotado superiormente, calcule el supremo y
considere si tiene mdzimo.

b) Sea A, B C R conjuntos no vacios que cumples: AU B =R y todo elemento de A es menor que todo elemento de B. muestre
que existe un nimero « tal que Va € A,Vb € B, a < a < b. Muestre que a es inico.

Solucion.  a) Se tiene que f(z) < f(1) para todo = € [0, 1] pues x < 1y se sigue que f([0,1]) es acotado superiormente. Como
£(0) € f([0,1]), f([0,1]) # @. Se sigue del axioma del supremo que f([0,1]) tiene supremo . Como f(1) € f([0,1)), f(1) < «
pero, ademas, f(1) es cota superior por lo que, por definicién de supremo, f(1) = «. Finalmente, como f(1) € f([0,1]), se
sigue que f(1) es el maximo de este conjunto.

b) Sea b € B. Entonces b es cota superior de A, conjunto no vacio. Sea av = sup A. Se sigue que a < « para cada a € A. Seadb € B,
entonces b es cota superior de A y, como « es la menor cota superior, o < b. se concluye que VYa € A,Vb € B, a < a < b.

Sea 3 tal que Va € A,Vb € B a < 3 <b, entonces [ es cota superior de A con lo que a < . Por contradiccion, sea o < 8y
sea x € (a, B). Claramente x ¢ A pues es mayor que su supremo, ademds, = ¢ B pues § < b para cada elemento de b € B.
Es decir, x € R\ (AU B) = @ lo que no hace sentido. Se concluye que « es tnico.

O
Problema 4. Sean A, B C R dos conjuntos no vacios acotados superiormente. Demuestre que
a) Eriste sup(A U B)
b) sup(A U B) = max{sup A, sup B}

Solucion.  a) Sea « el supremo de A y § una el supremo de B (existen pues son acotados no vacios). Se sigue que méx «, 8 es
cota superior de AU B pues si x € AU B entonces, sixz € A, z < a <méixaq, [y, si z € B, entonces x < f < maxa, 8. Se
sigue que A U B es acotado. Ademéas, AU B es no vacio pues A C AU B. Se sigue que A U B tiene supremo.
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b) Sea M = méx{«, 8}. Vimos ya que M es cota superior de AU B. Mostremos que es supremo. Sea ¢ > 0, sea a € A tal que
a—ec<aybe Btal que 8 —e < b. Entonces a — e < max{a,b} y 8 — ¢ < mdx{a, b}, es decir, o, 8 < mdx{a,b} + ¢ y se
concluye que M — ¢ < méax{a, b}.

O

Problema 5. Definimos ||h|| = sup{|h(z)| | = € [0,1]} para cualquier funcion acotada h: [0,1] — R.
Demuestre que || ® || es una norma. Es decir, para cada f,g: [0,1] = R acotadas y para cada X € R,

LAf+gll < NI+ llgll

2 I = IAHA
3 fII=0 < f=o

donde o0: [0,1] — R estd definida mediante x — 0. Recuerde que estas son las tres propiedades mds importantes del valor absoluto
(si remplazamos || o || por |e|).

Solucién. Como h es acotada, |h(z)| serd menor que el valor absoluto de una de las cotas de h(z) y se sigue que, como h([0, 1])
es no vacio, se sigue que ||h|| esta bien definido. Sea f,g: [0,1] — R acotadas. Vx € [0,1], (|f(z)| < [|fll A lg(x)| < |lgll) por lo
que [[f|| + [lgll = [f(@)] + |g(z)| > [f(z) + g(x)|. Es decir, ||f]| + ||g|| es cota superior de {|f(x) + g(z)| | = € [0, 1]} con lo que
AN+ llgll = 1If + gll pues || f + g|| es la menor cota superior del conjunto.

Sea o(z) = 0 para cada x € [0, 1]. Entonces ||o|| = sup{|o(z)| | z € [0,1]} = sup{0} = 0. Ademés, si f: [0,1] — R es acotado y
7|l = 0, entonces Vx € [0,1], |f(x)| <0y se sigue que f(z) = 0 para cada z € [0,1] y se concluye que f = o. Se concluye que
[fl[=0 <= f=o.

Sea A € R. Si A = 0, por la parte anterior || Af]] = 0 = |\|||f]|. Desde ahora asumiremos A # 0. Se tiene que Va € [0,1], |f(z)] <
Ifl v se sigue que |Af(z)| < |A|||f]| con lo que |A|||f|| es cota superior de {|Af(z)| | =z € [0,1]} por lo que ||Af]| < |A|||f|| pues
IAf]| es la menor cota superior del conjunto. Se tiene ademas que Vo € [0,1], |Af(x)] < ||Af]l, se sigue que |f(x)| < [|Af||/IA] v se
sigue que || f]| < [JASf]|/|A] con lo que podemos concluir que [A|||f|| < [|Af]| ¥ se tiene | Af]| = [Al||f]- O



