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Axiomas de Orden de los Numeros Reales

Problema 1 (Propuesto).
(a). Demuestre que el valor absoluto es una norma. Es decir,

» desigualdad triangular: Vz,y € R, |z 4+ y| < |z| + |y|,
= homogeneidad absoluta: VA, x € R, | z| = |A||z],
= punto separante: Vx € R, || =0 <= z =0.

FEstas son las tres propiedades mds importantes del valor absoluto.
(b). Sea x,y € R. Demuestre que
o || =z,

Solucion. Se tiene que

—x, —x >0,
| =l = (1)
—(—z), —xz<0
] < 07
_ { z o< @)
x, x>0
- <0
_ )z x <0, (3)
T, x>0
= |]. (4)
O
o [zl = lyl| < |z —yl,
Solucion. Se tiene que |z| = |z —y + y| < |v — y| + |y| (donde se utiliz6 la desigualdad triangular) con lo que se
concluye que |z| — |y| < |z — y|. Replicando esto pero iniciando con y se concluye que |y| — |z| < |z — y| con lo que
[z =yl < |z —yl. O
z|_ J=l
ylo vl
- . ]
Solucidn. Se tiene que, para y # 0, | 7| |y| = ‘acl%l = ‘xsgn‘él)‘yl‘ = Sg:(y)’ = |sgn(y)z| = |z| con lo que ‘ = wl
Donde sgn(y) es el signo de y: 1 paray >0, —1 paray < 0 y 0 para y = 0. O

szl <y &= —y<z<y,
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Solucidn. Sea |z| <y. Siz >0, entonces 0 < x < y. Como y > 0, entonces —y < 0 < x con lo que —y < x < y. Ahora,
si x < 0, entonces —z < y, es decir, —y < < 0 con lo que, como y > 0, —y < x < y y se tiene la implicancia = .

Para la otra implicancia, Asumamos que —y < x < y. Si > 0, entonces & = ||, es decir, |z| < y (pues = < y). Ahora,
si ¢ < 0, entonces —z = |z|. Como —y < z, entonces —z < y y se concluye que |z| < y. Con esto se tiene que son
equivalentes en todos los casos. O

" lz|<y = —y<a<y.
Solucion. Identico al anterior, pero usando < en lugar de <. O]

Problema 2. Resuelva la inecuacion

<0.

B+ (5)
e —2]—1 —

Solucion. Primero, es necesario determinar para que valores de x la expresiéon hace sentido. Para esto, es necesario que
|x — 2] — 1 = 0. Es decir, hay que excluir las soluciones de
lt—2|-1=0 < |z —2|=1

r—2=1, x=>2
2—x=1, <2

r=3, x>2
—
r=1 x<2

s ¢ {1,3) (6)
A partir de ahora, asumiremos z € R\ {1,3}. Se tiene
r(x? +x+1) <0
[t —2]—-1 —
sz +z+1+32) <0
|z —2|—1 -
p(@z+5)°+3)
le—2|—-1 —

B) —=

Dividiendo a ambos lados por el namero positivo (z + %)2 + %,

T
H) <— <0
e
<:>{z—§—1§0’ SUZQ
I <0, z<2
P )
PN 55 <0, z>2
7= <0, z<2
[0 w220
7= <0, v<2(x)

Donde en el altimo paso se dividioé por el nimero positivo x (el cual es mayor o igual que 2). Con lo que (%) y (x) son dos
ecuaciones simples. Claramente, 1/(x — 3) en (%) tendréa el mismo signo que x — 3 por lo que el conjunto de solucion de (x) sera
[2,3) (notar que excluimos e 3 debido a (). Para (x) consieramos la siguiente tabla:
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z — 0 + +
1—xz + + + —
= - 0o + -

Cuadro 1: Signo de los componentes que conforman ().

Con lo que la solucién de (*) es (—oo, 0] U (1,2).
Juntando las soluciones de () y (%), se tiene que

[~00,0]U(1,3)|

es la solucion de la inecuacion. O

Problema 3. Considere la inecuacion sobre la variable real x
|[z] —a| <1 (7)
donde a es un real. Encuentre el conjunto de todos los valores de a tal que la ecuacion no tiene solucion.

Solucion. Para saber cuales valores de a hacen que el conjunto soluciéon sea (J, es necesario primero encontrar el conjunto solucion
y luego considerar como a afecta a este. Es decir, queremos solucionar @ Se tiene que

Jz] —a| <1 <= —1<|z|-a<1

a—1<|z|<a+1

(a—1<lz]) A (2] <a+1)

(g <a—1)A(—a—1<z<a+1)
(ra+1<z<a—-I)A(z€(—a—1a+1))
(

(

(

zel—at+la—1])A(z€(—a—1a+1))
r¢[—a+la—1])A(z€(—a—1a+1))

z€ ((—o0,—a+1)U(a—1,00))) A (z € (—a—1,a+1))
z€ ((—o0,—a+1)U(a—1,00))N(—a—1,a+1)

MHMM

Como siempre —a — 1 < —a+1ya—1<a+1, la tnica forma de que el conjunto solucién sea vacio esisa+1 < —a — 1. Es
decir el conjunto de valores para a en los que no tiene solucién sera

(—o0,—1]|.

Problema 4. Demuestre que, si xg %0, >0y

2
|z — 20| < min <|120|7 €|:E20| >

entonces ¢ # 0 y
1 1

T i)

<e.

Concluya que

1
Vg € R\ {0},Ve > 0,36 >0, |z — 29| <6 = ‘x
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Solucion. Si x = xg, entonces el resultado es directo, asumiremos x # xg. Se tiene que

|m—x0\<@ =
—
—
—
—
.
=
=
.

elzo|?

x
laf = ol < 21
|0
_7< —
Ol < o) — oo
x
frof — 1200 < o
|0
— <
o <l (0
|0
— <
5 |zl
1 2
|zzo|  |z0l?
|x —xo] 2]z — 20|
|z 20l |zo?
1 1 ‘ |
- = T —zx
T Xo |zo|? 0
1 1 2 E|{E0|2
- P} (*)
T T |zo|? 2
1 1
———|<e
X Zo

Donde (x) se justifica mediante |z — x| < =5~. Notemos, ademés, que (x) implica que 0 < |z| con lo que = # 0. La conclusion

es directa.

Problema 5. Resuelva la inecuacion

|z — 2| + |22 + 11|

(z—2)|x—|—|x—2\|

<1
5"

O

(8)

Solucion. Primero tenemos que ver los valores de x para los cuales la expiracion hace sentido. Es decir, queremos excluir las
soluciones de (z — 2)’30 — |z — 2|’ = 0. Claramente una solucién de esta ecuacién es z = 2, para encontrar alguna otra solucién:

Con lo que el tnico punto en el cual la expresion se indetermina es en = 2. Asumiremos = € R\ {2}. Nos pondremos en dos

casos principales: z > 2y z < 2.
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x> 2:

r—2+2x+11 1
(x —2)|z+z—2 <3
3r+9 1

@—2)2z 2 "2
3z +9 1
2w-2)@—1) "2
2(x —2)(x—1)
2

rreeer e v 10

3r+9 <

3r+9<a?—3z+2
0<a?—6x—7T
0<a?—To+a-T7
O<(z+1)(z—-T7)
O<z—-T7

T<x

Es decir, en este caso, la inecuacion se satisface si x € (7,00). Ahora nos ponemos en el caso x < 2:
2—z+20+11] 1
(x—=2)]z+2—2| 2
2—x+2c+11] 1
2(x — 2) 2
= 2—z+2zx+11] >x -2
= 2z 411 >2x—4
2¢ + 11 > 22 — 4, x> —11/2
—2x—11>2x—4, z<-11/2

B) =

!

11> -4, z>-11/2
—7/4>x, x<—11/2

Es decir, la ecuacion se satisface en este caso para = € ((—oo, -11/2)U[-11/2, 2)) = (—00,2). Juntando ambos casos se tiene que

| (—00,2) U (7,00)|

es el conjunto de las soluciones. O
Problema 6. Sea 0 < a < b.
(a). Muestre que /a < \/b.

(b). Muestre que
a+b
a < Vab< — < b.

Solucion. (a).

(\/5—\/6) (¢B+\/a)
Vb +a

b—a

T Vb+ va

>0

Vb > \a

Vb a =
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(b).

0 < a® — 2ab+ b>

0 < a®+ 2ab+ b% — 4ab
4ab < a® + 2ab + b?
4ab < (a +b)?

(a+0b)?
4

a+b2
b
a<<2>

b
\/%<a;r

0< (a—0b)?

ab <

il

Ademés, a <b = a<2b—b = a+b<2b = (a+b)/2<bya<b = a’><ab = a < Vab.

.'.a<\/@<aT+b<b.



