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1. VRP clasico

1.1. Definicion del Problema

El Problema de Ruteo de Vehiculos (VRP, por sus siglas en inglés, Vehicle Routing Problem) es un
problema de optimizacién donde se debe determinar un conjunto de rutas para una flota de vehiculos
que parte y retorna a un depoésito central, de manera que cada cliente sea visitado exactamente
una vez, y se minimice el costo total del recorrido (usualmente medido en distancia, tiempo o costo
econdmico).

1.2. Formulaciéon Matematica

Sea G = (V, A) un grafo dirigido, donde V' ={0,1,2,...,n} representa el conjunto de nodos, con
el nodo 0 como depdsito y los nodos restantes como clientes. Cada arco (i,j) € A tiene un costo
asociado ¢;;. Se dispone de K vehiculos disponibles para realizar las rutas.

1.3. Variables de decision

Se define el conjunto de nodos V' = {0,1,2,...,n}, donde el nodo 0 representa el depdsito y los
nodos 1 a n representan clientes. Sea K = {1,2,...,m} el conjunto de vehiculos disponibles. Para
cada par de nodos (i, j) y cada vehiculo k se define:

1 si el vehiculo k recorre el arco (i, 7)
Tijk = .
0 en caso contrario

1.4. Funcién objetivo

Minimizar el costo total de los arcos utilizados en todas las rutas de los vehiculos:

mlnzz Z CijTijk

keK i€V jeV, j#i
1.5. Restricciones

1.5.1. Asignacién de clientes
Cada cliente debe ser visitado exactamente una vez por un tinico vehiculo:
Y. D wgkp=1 VieV\{0}
keK ieV\{j}
1.5.2. Salida tnica desde el depésito

Cada vehiculo puede salir a lo méas una vez desde el depdsito:

Z Tojk <1 VkieK
jev\{0}

1.5.3. Retorno tnico al depdsito

Cada vehiculo puede retornar al depédsito a lo més una vez:
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Z Tiok <1 Vke K
1eV\{0}

1.5.4. Conservacion de flujo por vehiculo

Para cada cliente h, si un vehiculo llega a h, debe salir desde h:

Z Tihk = Z zhie Vhe V\{0}, VEe K
i€V\{h} JjeV\{h}

1.5.5. Eliminacién de subtours

Para todo subconjunto S C V'\ {0}, con |S| > 2:

2. D, wksISI-1

keK i€S jeS, j#i

1.6. Naturaleza de las variables

zijr €4{0,1} Vi,jeV,i#j Vke K
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2. VRP modelado con MTZ

2.1. Descripciéon general

Esta formulaciéon del VRP es equivalente a la del modelo clasico presentado anteriormente, con
la misma funcién objetivo, las mismas variables de decisién principales x;;;, y las restricciones de
asignacién, flujo y estructura de ruta.

La tunica diferencia radica en la forma de evitar los subtours: en lugar de utilizar la formulacién
clasica de Dantzig-Fulkerson-Johnson (DFJ), se introduce una formulacién alternativa basada en el
enfoque de Miller—Tucker—Zemlin (MTZ), que emplea variables auxiliares para ordenar los nodos.

2.2. Variables auxiliares

Se introduce una variable continua auxiliar u; para cada cliente i € V' \ {0}, que representa el
orden relativo de visita del nodo en la ruta de su vehiculo:

u; € [1,n] VieV\{0}
2.3. Restriccién de eliminacién de subtours (MTZ)
La formulacion MTZ reemplaza las restricciones de subtours clasicas por la siguiente expresion:

wi—uj+n-xgr<n—1 Vi#j i,jeV\{0}, Vke K

Donde: - n es el nimero de clientes (sin contar el depésito). - Si el vehiculo k recorre el arco
(4,7), entonces u; > u; + 1, forzando un orden creciente en la ruta. - Si x;;, = 0, la restriccion es
automaticamente satisfecha.

2.4. Naturaleza de las variables auxiliares

u e R VieV\{0}

2.5. Comparacion del tamano de las restricciones de subtours

Una diferencia clave entre las formulaciones DFJ y MTZ para eliminar subtours radica en la
cantidad de restricciones que generan:

* DFJ (Dantzig—Fulkerson—Johnson): Este enfoque requiere generar una restriccién por cada
subconjunto no vacio de clientes S C V' \ {0} tal que |S| > 2. En total, esto implica:

Z (Z) =2" —n —1 restricciones

k=2

donde n es el nimero de clientes (sin contar el depédsito).

Por ejemplo, si n = 10, se generan 1012 restricciones de subtour. Por ello, en la practica, las
restricciones DFJ se agregan dinamicamente como lazy constraints.
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* MTZ (Miller-Tucker—Zemlin): Este enfoque introduce una variable continua u; por cada
cliente ¢, y genera una restriccion para cada par ordenado de clientes distintos 7 # j.

El ntmero total de restricciones MTZ es:
n(n—1)

Por ejemplo, si n = 10, se generan 90 restricciones de subtour. Es decir, el enfoque MTZ
tiene una cantidad de restricciones polinomial en n, lo que lo hace computacionalmente mas
manejable en instancias pequefias o medianas.
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3. Heuristica Greedy para TSP

3.1. Descripciéon general

La heuristica Greedy (o voraz) es una estrategia simple y rapida para construir una solucién
factible al Problema del Viajero (TSP), en el que se debe visitar un conjunto de ciudades exactamente
una vez y regresar al punto de origen, minimizando la distancia total recorrida.

El enfoque consiste en comenzar desde un nodo inicial (generalmente el nodo 0), y en cada paso
seleccionar el nodo més cercano que aun no haya sido visitado. El proceso se repite hasta haber
visitado todos los nodos, cerrando finalmente el ciclo con un regreso al nodo de origen.

Existen variaciones del mismo, por ejemplo, al tener una capacidad el Viajero la ruta se finaliza
cuando todos los nodos hayan sido satisfechos, o bien, cuando el Viajero no cuente con mas oferta.

3.2. Pasos del algoritmo
1. Seleccionar un nodo inicial arbitrario (por ejemplo, el depdsito o ciudad 0).
2. Marcarlo como visitado.
3. Mientras existan nodos no visitados:

¢ Desde el nodo actual, seleccionar el nodo mas cercano que no haya sido visitado.

* Marcar ese nodo como visitado y moverse hacia él.

4. Volver al nodo inicial para cerrar el ciclo.

3.3. Ventajas y limitaciones
* Ventajas:
— Muy rapida y facil de implementar.
— Util como solucién inicial para metaheuristicas (por ejemplo, 2-opt, Tabu Search, etc.).
* Limitaciones:

— No garantiza encontrar la soluciéon 6ptima.

— Puede conducir a decisiones miopes: elegir el nodo mas cercano no siempre resulta en un
tour corto.

— El rendimiento puede depender del nodo inicial.
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3.4. Ejemplo ilustrativo

Supongamos un problema con 5 nodos y la siguiente matriz de distancias simétrica (en km):

~ 10 15 20 25
10 — 35 25 30
D=|15 35 — 30 20
20 25 30 — 15
25 30 20 15 — |

Comenzando en el nodo 0:

Paso 1: desde 0, el més cercano es 1 (10 km).

Paso 2: desde 1, el més cercano no visitado es 3 (25 km).

Paso 3: desde 3, el més cercano no visitado es 4 (15 km).

Paso 4: desde 4, el tnico no visitado es 2 (20 km).
* Regreso: desde 2 al nodo 0 (15 km).

Tour generado: 0 -+ 1 — 3 — 4 — 2 — 0 con distancia total de la ruta de: 10+25+15+20+15 = 85
km.
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4. Técnicas de Mejoramiento

En esta seccién vamos a ver dos técnicas de mejoramiento, 2-opt (k-opt) y relocate.

4.1. 2-opt

4.1.1. Descripcién General

La heuristica 2-opt es una técnica de busqueda local ampliamente utilizada para mejorar una
solucién factible del TSP (como la generada por un algoritmo Greedy). Su objetivo es eliminar
cruces innecesarios en las rutas, lo que suele reducir la distancia total del tour.

La idea central es que si dos aristas se cruzan, podemos recortar ese cruce e intercambiar los
extremos, generando una ruta méas corta. Esta operacion se conoce como un 2-opt.

4.1.2. Descripcién del procedimiento

Dado un tour inicial que recorre los nodos en cierto orden, la heuristica 2-opt:

1. Recorre todos los pares de aristas no adyacentes del tour.

2. Para cada par de aristas (i, + 1) y (j,j+ 1), con i < j, evalda si al eliminar esas dos aristas y
reconectar los extremos opuestos (revirtiendo el segmento entre i + 1 y j) se obtiene una mejor
solucion.

3. Si el nuevo tour es mds corto, se realiza el cambio (intercambio 2-opt).

4. El proceso se repite hasta que no se encuentran mas mejoras (éptimo local).
Supongamos que el tour actual es:
0—=-1—-2—=3—-4—=0

Y que los arcos 1 — 2 v 3 — 4 se cruzan al ser dibujados en el plano. La heuristica 2-opt detecta
este cruce y propone:

- Eliminar: 1 — 2y 3 — 4 - Reemplazar por: 1 -3y 2 — 4

Para ello, se invierte el segmento intermedio: 2 — 3 pasa a ser 3 — 2, resultando en el nuevo tour:

0—=1—-3—=-2—=-4—-0
4.1.3. Ventajas y limitaciones
* Ventajas:

— Rapido y facil de implementar.

— Mejora significativamente soluciones iniciales malas como las de Greedy.
* Limitaciones:

— Solo encuentra éptimos locales (puede estancarse).

— Puede requerir multiples reinicios o metaheuristicas para escapar de minimos locales.
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4.1.4. Implementaciéon

Al momento de implementar 2-opt pueden programar uno que entregue la primera mejora, asi
como pueden hacer uno que entregue la mejor mejora. En este caso vamos a mostrar como hacer
el primer caso.

Cédigo 1: Heurfstica 2-opt (primera mejora) aplicada a un TSP, Python

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 import numpy as np
3 from scipy.spatial import distance_matrix

5 # Coordenadas de las ciudades
6 coords = np.array([

7 [0, 0], # nodo O

8 [1, 5], # nodo 1

9 [7, 2], # nodo 2

10 [5, 6], # nodo 3

11 [2, 1] # nodo 4

2]

14 # Matriz de distancias
15 dist__matrix = distance__matrix(coords, coords)

17 # Tour inicial (visita nodos en orden y regresa al inicio)
1s initial tour = list(range(len(coords))) + [0]

20 # Funciones de 2-opt
21 def calcular__distancia__total(tour, dist__matrix):
22 return sum(dist__matrix[tourl[i], tour[i+1]] for i in range(len(tour) - 1))

21 def dos_ opt(tour, dist_ matrix):

25 mejora = True

26 mejor__tour = tour.copy()

27 mejor__distancia = calcular_ distancia__total(mejor_ tour, dist_ matrix)

29 while mejora:

30 mejora = False

31 for i in range(1, len(tour) - 2):

32 for j in range(i + 1, len(tour) - 1):

33 nuevo__tour = mejor__tour[:i] + mejor_ tour[i:;j+1][::-1] + mejor_ tour[j+1:]
34 nueva__distancia = calcular__distancia__total(nuevo__tour, dist__matrix)
35 if nueva_ distancia < mejor_ distancia:

36 mejor__tour = nuevo__tour

37 mejor__distancia = nueva__distancia

38 mejora = True

39 break

10 if mejora:

41 break

42 return mejor__tour, mejor__distancia

44 # Aplicar 2-opt
5 mejor__tour, mejor_ distancia = dos_opt(initial_tour, dist__matrix)

n
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En el caso del codigo anterior se comienza con la ruta de la Figura 1 y resulta en una ruta como

la Figura 2.
Tour Inicial
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Figura 1: Tour inicial, previo a 2-opt

Tour Mejorado con 2-opt
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Figura 2: Tour final, mejorado con 2-opt
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4.2. Relocate

4.2.1. Descripcién General

La heuristica Relocate consiste en mover un nodo desde su posiciéon actual en una ruta hacia
una posicién distinta dentro la misma ruta o en otra ruta (en el caso de VRP). Es una técnica
de busqueda local que explora soluciones vecinas con un solo cambio, y se utiliza para reducir
la distancia total del recorrido o balancear la carga entre vehiculos.

Es particularmente til después de una solucién inicial generada por heuristicas como Greedy,
ya que permite afinar el orden de visita sin realizar grandes modificaciones.

4.2.2. Aplicacién en TSP

En el caso del TSP, donde existe una sola ruta cerrada, la operacion consiste en:

1. Elegir un nodo ¢ del tour (que no sea el depésito si aplica).
2. Eliminarlo de su posicién actual.
3. Insertarlo en una nueva posicién j # i, generando una nueva permutaciéon del tour.

4. Evaluar el nuevo costo del tour. Si mejora, se acepta el cambio.

4.2.3. Aplicaciéon en VRP

En el contexto del VRP, la heuristica Relocate permite mover un nodo desde una ruta (vehiculo)
a otra, o dentro de la misma ruta, con el objetivo de mejorar el costo total del sistema, balancear
la carga entre vehiculos o liberar capacidad en rutas congestionadas.

Este operador puede tomar dos formas:

— Relocate intra-ruta: se mueve un nodo a otra posiciéon dentro de la misma ruta.

— Relocate inter-ruta: se extrae un nodo desde una ruta R; y se inserta en otra ruta Rs
en la posicién méas conveniente.

Pasos generales del operador inter-ruta:
1. Seleccionar un nodo i de la ruta Ry, excluyendo el depdsito.
2. Eliminar el nodo ¢ de su posicién actual en R;.
3. Insertar el nodo 7 en una posicién candidata en otra ruta Rs.
4

. Evaluar el cambio: si mejora el costo total del sistema (o cumple un criterio como balance
de carga), aceptar el movimiento.
Consideraciones adicionales:

— Si el VRP tiene restricciones de capacidad, se debe verificar que la nueva ruta no exceda
el limite al insertar el nodo.

4.2.4. Ventajas

— Répida de evaluar: sélo afecta un pequeno ntiimero de arcos del tour.
— Util para ajustar la estructura fina del recorrido.

— Puede complementar bien a otras técnicas como 2-opt.
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4.2.5. Limitaciones

— No elimina cruces directamente como lo hace 2-opt.

— Puede estancarse en éptimos locales si no se combina con otras estrategias.

4.2.6. Ejemplo ilustrativo intra-ruta

Supongamos el tour:

0—-1—-2—-3—-4—-0

Si aplicamos Relocate al nodo 3 y lo insertamos entre 1 y 2, el nuevo tour es:

0—-1—-3—2—-4—-0

La heuristica evalia si este nuevo orden reduce la distancia total y, si es asi, lo acepta como
una mejora.

4.2.7. Ejemplo ilustrativo inter-ruta

Supongamos que tenemos dos rutas servidas por vehiculos distintos:

Ri=[0—-1—-3—=0] Ry=[0—2—4—5—=0]

Aplicamos la heuristica Relocate inter-ruta al nodo 3, que actualmente se encuentra en la ruta
R;. El objetivo es insertarlo en una posicién de Rs donde el aumento en costo sea minimo
(idealmente, se reduzca el costo global del sistema).

Supongamos que insertamos el nodo 3 entre los nodos 4 y 5 en Ry. Las rutas resultantes quedan:

Ri=0—-1—-0 Ry=[0—22—-4—-3-5—0

Luego se evalia el impacto total de este movimiento sobre el costo global (distancia total,
equilibrio entre rutas, factibilidad de capacidad, etc.). Si el cambio mejora la solucién o cumple
con los objetivos del sistema, se acepta como una mejora.
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4.3. Implementacion

Para la implementacion se va a trabajar con un VRP con 2 vehiculos y solo una iteracién de

Relocate.

Cédigo 2: Relocate inter-ruta para VRP con dos rutas

import numpy as np
from scipy.spatial import distance_matrix

# Coordenadas de los nodos
coords = np.array([[0, 0], [1, 3], [2, 8], [6, 7], [7, 3], [3, 1ID

# Matriz de distancias euclidianas
dist__matrix = distance__matrix(coords, coords)

# Dos rutas iniciales
rutal = [0, 1, 3, 0]
ruta2 = [0, 2, 4, 5, 0]

def calcular__costo__ruta(ruta, dist__matrix):
return sum(dist__matrix[rutali], rutali+1]] for i in range(len(ruta)-1))

def calcular__costo__total(rutas, dist_matrix):
return sum(calcular__costo__ruta(r, dist__matrix) for r in rutas)

def relocate__inter_ruta(rutal, ruta2, dist__matrix):
mejor__costo = calcular__costo__total([rutal, ruta2], dist_ matrix)
mejor_rl, mejor_r2 = rutal.copy(), ruta2.copy()

for i in range(1, len(rutal)-1): # evitar depdsito en extremos
nodo = rutalli]
rl_sin_nodo = rutall:i] + rutalli+1:]

for j in range(1, len(ruta2)): # posiciones posibles de insercién
nueva_r2 = ruta2l[:j] + [nodo] + ruta2lj:]
nuevo__costo = calcular__costo__total([rl__sin_nodo, nueva_r2], dist_matrix)
if nuevo__costo < mejor__costo:
mejor__costo = nuevo__costo
mejor_rl =rl_sin_nodo
mejor_r2 = nueva_1r2

return mejor_rl, mejor_r2, mejor_ costo

# Aplicar relocate
nueva_ rutal, nueva_ ruta2, nuevo_ costo = relocate__inter_ruta(rutal, ruta2, dist_matrix)

nueva_ rutal, nueva_ ruta2, nuevo__costo

Los resultados de esta implementacién son los siguientes:
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Solucién Inicial
Costo total: 41.74
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Figura 3
Solucién con Relocate Inter-Ruta
Costo total: 30.45
8l 2
3
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6
5_
4_
4
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2
1__
0_
o 1 2 3 a4 5 6 7
Figura 4

Es posible observar ademés que, al aplicar nuevamente el operador Relocate, el nodo 1 podria
ser transferido desde la ruta azul hacia la ruta verde, lo que permitiria reducir atin mas el costo
total del sistema. Este tipo de movimientos sucesivos ilustra cémo las mejoras locales pueden
acumularse gradualmente, y refuerza la utilidad de aplicar iterativamente operadores simples
como Relocate o 2-opt en combinacién con criterios de evaluacién eficientes.
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