Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Civil Industrial
IN-3171 — Modelamiento y Optimizacién

Ingenieria Industrial

FA D DE CIENCIAS

FIS MATEMATICAS
7 UNIVERSIDAD DE CHILE

Auxiliar 3: Geometria!

Best auxiliar para comprender geometria, no veran nada mejor :D

Profesores: Gonzalo Muiioz y Daniel Rossi
Auxiliares: Felipe Fierro, Felipe Hueitra, Anais Munoz, Leonardo Navarro, Jimmy Pirul

Pregunta 1 - SBF y optimalidad

Considere el siguiente problema de programacion lineal:

max z + 2y

sa. —3r+4y <12
3z + 3y <15
x>0

1. Bosqueje el poliedro asociado al PL.
2. Determine las soluciones basicas. ;Cuales de estas son factibles? ;Cuadl es el 6ptimo?
3. Proponga un vector de costos para cada caso:

a) La solucién 6ptima es tnica y distinta al problema original.
b) Existen multiples soluciones 6ptimas y el conjunto de estas es acotado.

)
)
c¢) Existen multiples soluciones 6ptimas y el conjunto de estas es no acotado.
d) El costo 6ptimo es oo y ninguna solucion factible es éptima.

4. Proponga una nueva restriccion linealmente independiente a las originales tal que alguna
de las soluciones bésicas sea degenerada.

5. Considere que se agrega la nueva restriccion y > 0 ;jel punto (0,0) es un vértice? jel
punto (2,0) es vértice? jel punto (0,5) es vértice?
Definicion: “Sea P un poliedro. Un vector x € P es un vértice de P si existe algin c tal
que 'z < 'y para todo y que satisface y € P yy # x.”

Solucién:
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1. El bosquejo en cuestiéon sera:

2. Determine las soluciones bésicas. ;Cuales de estas son factibles? ;Cual es el 6ptimo?
Solucién:

Las soluciones bésicas son aquellos puntos en donde hay n restricciones activas (que
una restriccion esté activa quiere decir que se estd cumpliendo con igualdad), con n la
cantidad de variables. En este caso, n = 2, por lo que buscamos puntos en donde 2
restricciones se estén cumpliendo con igualdad. En este caso son las intersecciones entre
rectas: (0,5), (0,3) y (%, 2—77) Para que una SB sea factible, debe pertenecer al poliedro,
por lo tanto (0,5) no es SBF. Finalmente, el éptimo corresponde al punto (2 2—77) La

77
explicacién detallada esta en la siguiente parte.

3. Proponga un vector de costos para cada caso:

Para esta parte, nos vamos a apoyar en la teoria grafica que hay detras de todos estos
problemas. Sabemos que cambiar el vector costo implica cambiar la funcién objetivo.
Ademads, sabemos que existiran las rectas de isocostos que se caracterizaran por formar
un angulo de 90° con el gradiente de la funcion.

Por lo tanto, al momento de elegir dicho vector de costo (que es lo mismo que escoger
el gradiente de la funcién, pues recuerden que, como la funcién objetivo es lineal, ¢ =
Vf, con Vf = gradiente de la funcién), tenemos que tener en consideracién que la
solucién o soluciones que queremos que sean 6ptimas (es decir, que al evaluar-
las en la funcién, dicho valor ¢’z* cumpla c¢’z* > c¢'x,Vo € P, puesto que estamos
maximizando) pertenezca o pertenezcan a la recta de isocosto de mayor nivel
tal que choque con el conjunto. Si eventualmente se quisiese minimizar, el anélisis
serfa al revés. Vedmos un ejemplo ultra detallado para la parte (a).
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a) La solucion 6ptima es tnica y distinta al problema original.

Solucién: Supongamos que ahora quiero que mi 6ptimo se encuentre en el punto
(0,3) en vez del anterior, pues la solucién estaria siendo tinica y seria diferente al
problema original. Entonces, tenemos que escoger un vector costo tal que cumpla
con lo detallado anteriormente. Siendo aiin mas especificos, como dicha soluciéon
quiero que sea unica, la recta de isocostos de mayor nivel debe tocar de forma
tangencial a mi punto (0,3). Es asi como tendré todo un conjunto de costos que
cumplen con lo pedido:

/e

L[©D)

Figura 1: conjunto rojo representa todas las posibles inclinaciones que po-
drfa tener mi vector costo para que el punto (0,3) sea 6ptimo

Entre todas las posibles inclinaciones, podriamos encontrar algunos ejemplos mas
concretos:
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Figura 2: Tres diferentes costos, tal que la inclinacién de los vectores en
cuestién pertenecen al conjunto rojo definido en la imagen anterior.
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Donde en particular podemos elegir el costo ¢ = (-3, 1).

Cosas importantisimas a notar: en la figura 1, fijense que el conjunto en cues-
tion presenta un angulo de 90° entre sus limites y algunas restricciones del poliedro;
y fijense en que las lineas limites estan punteadas. Esto sucede debido a que, si te-
nemos un vector costo que no pertenece a mi conjunto rojo, entonces el punto (0,3)
que quiero que sea el 6ptimo, no pertenecera a la recta de isocostos de mayor
nivel tal que choque con el conjunto. Basta ver el ejemplo inicial con el que
partimos. Ese vector no pertenecia al conjunto rojo, haciendo asi que el 6ptimo
fuese otro punto, el (%, 2—77)

Y si eventualmente eligo el vector costo que justo tenga la inclinacion de las lineas
punteadas, entonces mi punto (0,3) serd 6ptimo, pero no serd unico, lo que se
evidencia en la siguiente imagen:
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Figura 3: Vector costo c¢* justo tiene la inclinaciéon de una de las lineas
punteadas y por tanto forma 90° con una de las restricciones del conjunto

Se puede notar como cada punto del conjunto verde, que de hecho se puede expresar

como un punto de la linea que une (0,3) y (£, %), serd éptimo.

b) Existen multiples soluciones éptimas y el conjunto de estas es acotado.
Solucidn: ¢ = (—3,4)

c¢) Existen multiples soluciones 6ptimas y el conjunto de estas es no acotado.
Solucién: ¢ = (—1,0)

d) El costo 6ptimo es oo y ninguna solucién factible es 6ptima.
Solucién: ¢ = (—3,—1)

4. Proponga una nueva restriccion linealmente independiente a las originales tal que algu-
na de las soluciones basicas sea degenerada.
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Solucion:

Recordemos que una solucion es degenerada cuando hay mas de n restricciones activas.
Si se agrega la restriccién y < 3, el punto (0, 3) pasa a ser degenerado.

5. Considere que se agrega la nueva restricciéon y > 0 ;jel punto (0,0) es un vértice? ;el
punto (2,0) es vértice? jel punto (0,5) es vértice?
Definicion: “Sea P un poliedro. Un vector x € P es un vértice de P si existe algun c tal
que cx < 'y para todo y que satisface y € P yy # x.”

Solucién: El punto (0,0) es vértice, ya que por la definicién, si tomamos ¢ = (1,1)
entonces ¢’z < 'y para todo y que satisface y € Py y # x. (Ojo: este ¢ no es el vector
de costos, sino que es el que utilizamos para la definicién de vértice). El punto (2,0)
no es vértice ya que no cumple la desigualdad de la definicion de forma estricta para
ningun c¢. El punto (0,5) no es vértice porque no pertenece al poliedro.

Noten que el conjunto es poliedro no vacio, por lo que se podria utilizar el
teorema de equivalencia para demostrar lo pedido, demostrando primero si
los puntos son SBF y luego concluir (teorema equivalencia: descrito en el teorema
18 de la pagina 28 del apunte IN3171 M.Osorio y M.Munoz).
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Pregunta 2: Convexidad

1. Ejercicio 1.2 del libro Introduction to Linear Optimization
Supongamos que fi,..., f, son funciones convexas de R™ en R y sea

Demuestre que si cada f; es convexa, entonces f también es convexa.

2. Ejercicio 2.2 del libro Introduction to Linear Optimization
Sea f : R™ — R una funcién convexa y ¢ una constante. Demuestre que el conjunto

S={recR"| f(x) <c}
€s convexo.

3. Muestre graficamente que es posible que dos conjuntos distintos, S y T, tengan la misma
envoltura convexa.

4. Construya un ejemplo que muestre que la uniéon de conjuntos convexos no es necesaria-
mente convexa, y demuestre que la intersecciéon de conjuntos convexos si es convexa.

Solucion:

1. Para probar esto, recordemos la definicion de una funciéon convexa. Una funcién f :
R™ — R es convexa si, para todo z,y € R" y todo A € [0, 1], se cumple que:

fQz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1= AN)f(y)

Dado que cada f;, con ¢ = 1,...,m, es convexa, sabemos que todas satisfacen esta
propiedad.

Ahora, consideremos la funcién f(z) = >, fi(x). Queremos demostrar que f es con-
vexa, es decir, que:

fQa+ (1 =Ny) <Af(x) + (1= A)f(y)

Por la definiciéon de f, tenemos que:

m

JOz+ (1 =XNy)=> fikz+ (11— N)y)

=1

Como cada f; es convexa, podemos aplicar la desigualdad de convexidad a cada término
de la suma:

fildz + (1= A)y) < Afi(z) + (1 = N fi(y)
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Obteniendo asi:

m m

S e+ 1 =Ny) <> (M filz)+ (1= fi(y)

i=1 i=1

m

_ )\ifi(x) +1=NY fi)

i=1
Dado que f(z) =X, fi(z) v f(y) =X, fi(y), esto se convierte en:

Af() + (1= A)f(y)

Por lo tanto, como esta desigualdad se cumple para todo z,y € R™ y todo A € [0, 1],
concluimos que f es convexa.

2. Se utilizard la definicién de convexidad de conjuntos. Sean x,y € S y sea A € [0, 1].
Para demostrar lo que se pide, basta ver que z € R" definido como z = A\x + (1 — \)y
pertenece al conjunto S. Para ello, se tiene que:

f(z) = fOx+ (1= Ay)
SAx) + (1= f(y)
<Ac+ (1 —=N)e

=C

donde se usdé que f es una funcién convexa y que los vectores x e y pertenecen al
conjunto S. Como se llegd a que f(z) < ¢, se concluye que z € S y por tanto que S es
un conjunto convexo.

3. Considere un conjunto S con k puntos, y un conjunto 7' con los mismos k puntos junto
con un punto arbitrario formado por alguna combinaciéon convexa de los k puntos.
Podemos ver que S # T sin embargo, la envoltura convexa de ambos conjuntos es
la misma, ya que ambos contienen los mismos puntos salvo uno que es combinacion
convexa de los otros.

Como ejemplo, considere los siguientes puntos: A = (1,2), B = (3,0), C = (5,0),
D = (3,3) y E = (3,1). Definimos los conjuntos:

S={A,B,C,D} v T={ADB,CD,E}

Auziliar 3: Geometria! 7



4 4

D D
3 ) 3

A A
2 (] 2
C C

1 D) 1

B
3 1 2 2 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
4 11

(a) Conjunto S (b) conv(S)

Figura 4: Conjunto Sy su envoltura convexa
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(a) Conjunto T' (b) conv(T)

Figura 5: Conjunto T y su envoltura convexa

La envoltura convexa de S esta representada por todo lo que se encuentra dentro de
la figura geométrica en la Figura 1(b), mientras que la envoltura convexa de T esta
representada por todo lo que se encuentra dentro de la figura geométrica en la Figura

2(b).
Vemos graficamente que los conjuntos S y T son distintos, sin embargo su envoltura
convexa es la misma.

Para ello, consideremos dos conjuntos convexos como esferas de radio k y r, respectiva-
mente.
Sea A C R? el conjunto de puntos que forman un disco de radio k > 0 con centro en
(0,0):
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A= {(x,y) ERQ‘x2+y2§k2}

Sea B C R? el conjunto de puntos que forman un disco de radio » > 0 con centro en
(1,0):

B:{(x,y) € R? ‘ (x—1)2+y2§r2}

Notemos que graficamente se puede ver que ambos son convexos, pues no importa el
par de puntos que yo eliga, la linea que los une pertenecera al conjunto. propuesto
hacerlo formalmente. Puede ser algo desafiante, pero definiendose un z, y
un 3y, de forma estratégica, mas ocupando desigualdades conocidas, se llega
al resultado.

Luego, el conjunto C' = A U B no serd convexo. Esto se puede notar graficamente al
elegir los puntos a, b. Vemos cémo la recta que los une no pertenece completamente al
conjunto, y por lo tanto C no es convexo.

Figura 6: Recta entre dos puntos no pertenece completamente al conjunto
C. Recuerden que C es la unién y no la interseccién.

Demostracion intersecciéon es convexa:
Sea A convexo y sea B convexo. Entonces, por definicién de convexidad:

Ve,y e A, YA€ [0,1], X+ (1—-NyeA
Ve,y € B, VA€ [0,1], M+ (1-Nye€B

Sea D = AN B, y tomemos z*,y* € D. Entonces, por pertenecer a la interseccién, se
cumple que:

yreA y 2ty eB

Luego, para todo A € [0, 1]:
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A+ (1=Ny"'eld vy M"+(1-Ny €B

Pues son conjuntos convexos. Por lo tanto como esta expresion pertenece tanto a A y a
B a la vez:

A"+ (1-Ny*"€e AnB=D

Asi concluimos que D es convexo.

Pregunta 3 - Geometria

Considere los politopos

1
Plz{[EERQ’le—J]QSO, 1+ 29 <0, —§$1+J]2§3, 1722—2}

ool (2) ) (2)

1. Dibuje los conjuntos P y Ps.

2. Defina A = conv(P; U P,). Dibuje A y deduzca una descripcion de desigualdades de
éste.

3. Muestre para este ejemplo que si x es punto extremo de A, entonces x es punto extremo
o de P;, o de P,. Muestre también que la inversa no es cierta, es decir, encuentre x
punto extremo de P; o P, que no es punto extremo de A.

4. Generalice y formalice el resultado anterior. Es decir, considere P, ..., Px politopos en
R"™ y A la envoltura convexa de Py U P, U --- U Pg. Equivalentemente,

K
A= {Z )\kZEk
k=1

K
a* € Py, Zxk:LAzo}.

k=1

Muestre que si z es punto extremo de A, entonces es punto extremo de P, para algin
E=1,...,K.

Indicacién. Si lo desea, puede suponer conocido el siguiente resultado: un politopo es
la envoltura convexra de sus puntos extremos.

Solucion:

1. Los conjuntos P; y P, se muestran en las siguientes figuras:
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Figura 3: Conjunto P,
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Figura 4: Conjunto P,

2. La envoltura convexa de los conjuntos P, y P, se muestra en la siguiente figura:

2
P2
1
A0 P1

Figura 5: Conjunto conv(P; U P,)

Donde el conjunto A = conv(P; U P,) estd definido por las siguientes restricciones:

f3332§%$1+3

g:yc2<23:1+E
) )

h:xe < —-3x;+13

O
22 30— 3

T Ty > —2

p:x2>1x1—1
-2
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Las restricciones (1) y (2) pertenecen a P, mientras que las restantes provienen de las
rectas que unen puntos extremos de Py y Ps: (4,1) con (3,4), (4,1) con (-1,2), y (-2,2)
con (3,4).

3. Los puntos extremos de A son: (—2,2), (—=10,2), (—1,2), (4,1) y (3,4).

* (—2,2), (—10,2) y (—1,2) son puntos extremos de P;.
* (4,1) y (3,4) son puntos extremos de Ps.

De esta forma, si z es punto extremo de A, entonces x es punto extremo de P; o de P».

Para ver que la reciproca no es cierta, consideremos el punto (0, 0), que es punto extremo
de P;, pero no de A, ya que:

(0,0) = ;(—2, )+ ;(2, %)

Como (—2,—2) y (2,2) pertenecen a A, entonces (0,0) es combinacién convexa de
elementos en A y por tanto no es punto extremo de A.

4. Demostracion general: Supongamos por contradiccion que z es punto extremo de
A = conv(P, U---U Pg) pero no es punto extremo de ningtin P, con k =1,..., K.

Como x ¢ ext(P;) para todo k, entonces existe una representacion
r=Ay+(1—=XNz, con0<A<lyy,z€PF
Pero como cada Py es convexo y es la envoltura convexa de sus puntos extremos, entonces

y,z € A.

Esto contradice el hecho de que x es punto extremo de A, ya que entonces se escribiria
como combinacién convexa de dos puntos distintos en A.

Por lo tanto, si z es punto extremo de A, entonces x debe ser punto extremo de algin
P, parak=1,... K.

Observacién: Un politopo es la envoltura convexa de sus puntos extremos.

Resumen
* Forma canénica de un PPL: Todo problema de programacién lineal puede escribirse

CcOomao:

minc’z s.a. Az >b

e Factibilidad y optimalidad:

— x es factible si cumple todas las restricciones.

— z es 6ptimo si, ademas de ser factible, cumple ¢’z < T2’ para todo 2’ factible.

* Tipos de soluciones posibles en un PPL:
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— 1. Existe un tinico punto 6ptimo x*.
— 2. Existen multiples puntos 6ptimos z*.

— 3. El problema es no acotado: para todo C, existe x tal que ¢’z < C.

¢ Definiciones claves:

* Poliedro: P = {x € R" | Az > b}, interseccion finita de semiespacios.
* Acotado: S C R" es acotado si |z;| < K para todo x € S.

* Politopo: Un poliedro que es acotado.

» Convexo: S es convexo si Az + (1 — \)y € S para z,y € S, A € [0, 1].
e Combinacion convexa: y = Zfil iz, con y A =1y A\ > 0.

* Envoltura convexa: Conv{zy,...,zx} es el conjunto de todas las combinaciones
convexas de esos puntos.

* Punto extremo: x € P es extremo si no puede escribirse como combinacion
convexa de otros dos puntos distintos en P.

» Vértice: x € P es un vértice si existe ¢ tal que = es la tnica solucién 6ptima de

min ¢’ z.

* Restriccion activa: a] © = b; se dice activa en z.

* Linealmente independientes: Restricciones cuyos vectores a; son l.i.

* Solucidén basica: Punto z* con n restricciones activas Li. (incluyendo igualdades).
* Solucién bésica factible (SBF'): x* es solucién bésica y pertenece a P.

* Poliedro con linea: Existe z € Py d # 0 tal que z + A\d € P para todo A € R.

¢ Lema: Caracterizacion de SBF: Sea z* € R" y I = {i | al 2* = b;}:
— 1. Hay n vectores a;, ¢ € I, 1.i.
— 2. span(S) =R" con S = {a; | i € I}.

— 3. El sistema afx = b;, i € I, tiene solucién tnica.

» Teorema: Equivalencia vértice, punto extremo y SBF: Si P = {z | Az > b} y
r* € P, entonces:

— z* es un vértice &

— 2* es un punto extremo <

Auziliar 3: Geometria! 13



— x* es una solucién basica factible.
¢ Teorema: Condicién para que P tenga puntos extremos: Sean equivalentes:

— 1. P tiene al menos un punto extremo.
— 2. P no contiene una linea.

— 3. Existen n restricciones activas linealmente independientes.
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