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1. Para comenzar...

El apunte que tienes en tus manos es el primer apunte en espanol de este curso, el cual fue realizado
por Macarena V. Osorio A., profesora auxiliar del curso IN3701 desde 2016 Otono y MA3701 desde 2019
Primavera y las imagenes por Matias F. Munoz F., profesor auxiliar del curso desde 2019 Otono. El apunte
se realiz6 a partir de diversas clases y apuntes de profesores que han dictado el curso como Andreas Wiese,
Fernando Ordoéniez y Victor Bucarey.

jEste apunte fue hecho con mucho amor, sudor y ldgrimas! jUsalo sabiamente!

Llegard un punto en que te sentirds como Neo al ser capaz de ver la matriz cada vez que resuelvas un
ppl, esperamos que este apunte te ayude a logrario.

Maca y Mati 2019



2. Introduccion

Aqui aprenderas programacion lineal y sus métodos para optimizar que te serviran en tu futuro profesional
y vida laboral.

Para comenzar con un problema cotidiano, imagina que invitas algunos amigos y amigas a comer en tu
casa y quieres cocinar una rica pizza y lasana, cabe destacar que dado el presupuesto tus invitados e invitadas
puedes escoger una opcion de las anteriores. Entonces, cuél seria la cantidad de cada opcion a cocinar?

Pizza | Lasana | Disponible
Tomates 2 3 18
Queso 4 3 24

Para tu invitacion, quieres maximizar el total de amigos y amigas a invitar en donde x; es el nimero de
pizzas y xo el nimero de lasanas, por ende, el objetivo es maximizar x; + 2, luego para los tomates se tiene
2x1 + 3x9 < 18 y para el queso 41 + 3z < 24, en donde cada opcién de cena de ser igual o superior a cero
T Z O, i) Z 0.

max x4 +xp
2x4 4+ 3xp <18
dx g+ 3zp <23
Ta, xp >0

El problema anterior es un problema de optimizacion lineal que se puede encontrar en situaciones cotidia-
nas y se puede resolver tanto a mano como con programas especificos. Ahora, si las restricciones se grafican
en un plano de dos dimensiones, se verifica que la solucion 6ptimo no puede estar al interior de esta regiéon
ni fuera de esta, sino que en los extremos, en este caso el 6ptimo se encuentra en (3,4), lo cual al reemplazar
en la funcién objetivo da un valor de 7.

2.1. Problemas de programacion lineal (PPLs)

Los problemas a estudiar consisten en:

1. Parametros: Los "numeros"del problema, por ejemplo, cantidad de tomates y queso en el problema
anterior.

2. Variables: Especifica cada posible solucién, por ejemplo, 1 y x».
3. Restricciones: Condiciones dadas del problema, por ejemplo, la restriccion de tomates 2z1 + 3zo < 18.
4. Funcion objetivo: Asigna valores a cada solucion.

Como se especifica en el titulo, estos problemas son lineales, es por ello que a continuacion se recuerdan
algunas definiciones fundamentales.

Definiciéon 1. Una funcién f : R™ — R es lineal si f(ax +by) = a- f(x) +b- f(y) para cualquier z,y € R™
y cualquier a,b € R.

En otras palabras f es lineal si y solo si hay valores aq, ..., a, tal que f(z1,...,2,) = a1 21 +as - 22 +
Z1
T
ot p =)0 2 = (a1az...ap) ) =alx

In
Luego, una restriccion es llamada lineal si es de alguna de las formas siguientes:



Lo anterior para un vector @ € R™ y un escalar b € R.
Entonces, un programa lineal tendria:

» Funcion lineal objetivo en donde se maximice o minimice ¢’ x.

= Un conjunto de restricciones lineales.
= Un conjunto de variables continuas, es decir, z € R".

Algunas consideraciones importantes son las siguientes:
= Los problemas de programacion entera poseen variables entera, es decir, © € Z".

» Las variables binarias son las que x € {0,1}", por ejemplo, toma el valor de 1 si se abre la tienda de
pizza, 0 si no se abre.

2.1.1. ;Qué se vera en este apunte?

El modelamiento de problemas lineales posee mucho poder en el sentido de que puede modelar diversas
situaciones de industrias, vida cotidiana, entre otros, pudiendo encontrar asi la solucién 6ptima y ahorrar
dinero al mismo tiempo. Algunos ejemplos son: Asignar estudiantes a escuelas y colegios de Santiago, reducir
el tiempo de espera de pasajeros en el metro de Berlin, entre otros.

Luego al usar geometria en este curso se puede comprender la importancia de la region factible, convexidad
y concavidad, soluciones posibles en las esquinas de la region factible.

Al aprender algoritmo Simplex, se podra calcular el éptimode un PPL dado comenzando en una esquina
para luego poder moverse a una esquina adyacente con mejor costo hasta encontrar un 6éptimo. Cabe destacar
que en la practica el algoritmo funciona bien y ha sido utilizado por millones de empresas.

Luego, en Dualidad se podra probar que la solucién encontrada en 6ptima y transformar el problema
inicial a uno que usualmente se podra resolver de manera més facil, encontrando un estimado de la mejor
solucién posible y cambiar vector costos ¢, elemento del lado derecho de la ecuacion b restricciones o variables
para verificar como cambia la soluciéon 6ptima del problema inicial, todo ello en el capitulo de Sensibilidad.

En la programaciéon entera, se podran discutir temas como los cortes en los planos y Brand and Bound
en los diversos problemas que se encuntren para luego en optimizacion no lineal llegar a encontrar problemas
del estilo:

min fo(x)

s.a.  fi(x) <0 Vi=1,..m
hi(x)=0 Vi=1,...,p
zeR"

En donde se pueda probar que la solucién es 6ptima mediante condiciones de Karush-Kuhn-Tucker mas
conocidas como KKT.

Entonces se pueden verificar las diferencias entre este tipo de programas con los de programacion lineal o
PPLs, en donde se tiene una funciéon objetivo lineal que puede maximizar o minimizar ¢« con un conjunto
de restricciones de la forma a”x < b, aTz > b o aTx = b creadas con un conjunto de variables continuas de
la forma x € R™. Alli se pueden encontrar diversas variables, por ejemplo, para programaciéon entera como
la incorporaciéon de variables enteras, es decir, x € Z™. Un ejemplo de lo anterior es:



max R(xq1,22) = 8x1 + Tao
s.a. 2x1+ 3zo <18
dxq + 322 <24

z1 > 022 >0

3. Modelamiento

En el presente capitulo se mostraran diversos problemas de programacién lineal y su modelo propuesto,
los cuales se han utilizado de manera real en diferentes industrias o problemas de la vida cotidiana.

3.1. Organizar horarios de guardia

La planificacién horaria de los guardias de Beaucheff implica tener d; en el dia j de la semana, por
ejemplo, 7 = 1 si es Lunes, j = 2 si es Martes y asi sucesivamente. Cada guardia trabaja 5 dias reguidos,
por ende, se puede decidir qué dia de la semana comienzan a trabajar. Entonces el problema es encontrar el
ntmero minimo de guardias a contratar, teniendo asi un modelo en donde la variable z; modele el nimero
de guardias que comienzan su semana de trabajo en el dia j.

min 237.:1 x;

T 44  H4z5 e +x7 > dy

T +xo  H4z5 +xg +27 > do

T +x2 +x3 4w 47 > d3

T +xo +x3 4x4 47 > dy

T +x2 4+z3 +x4 +x5 > ds
“+xo +563 +x4 +I5 +136 Z d6
+x3 +xy  tws twe +rx7 > dr

ij 2 0

x; entero

3.2. Invirtiendo en emprendimientos

Posees 5 amigos que comenzarédn un emprendimiento prontamente. Ellos te ofrecen invertir en sus em-
prendimiento y para ello tienes 1.000.000 CLP disponibles. Los nimeros describen el dinero a invertir/recibir
al inicio del ano, cabe destacar que el dinero que se posee al inicio del afio k puede ser invertido en el mismo
ano.

Ano Beat Spreadshirt Cornershop Uber GoPlacelt

2020 inviertes « CLP 0 inviertes « CLP inviertes « CLP 0

2021  recibes 0,3x CLP  inviertes x CLP  recibes 1,1z CLP 0 0

2022 recibes z CLP recibes 0,3x CLP 0 0 inviertes * CLP

2023 0 recibes x CLP 0 recibes 1,75z CLP  recibes 1,42 CLP
Limite 500.000 CLP No existe 500.000 CLP No existe 750.00 CLP

Cabe destacar que el dinero adicional disponible se transfiere automéaticamente a cuentas de ahorro con
un porcentaje de 4 por interés. Dado 1.000.000 CLP, debe decidir cuanto invertir en cada startup, intentando
maximizar el dinero al comienzo del 2023, quedando el siguiente modelamiento:



max 1,04 -ys020 + g+ 1,75 - zp+14-zg
TA < 500,000
B
To < 500,000
TD
TE
Y2020
Y2021
Y2022
1,000,000
T + Y2021
TE + Y2022

IA

750,000

coocococoocoo
AN IAINININ INIAIA

A +2Zc +Tp + Y2020
0,324+ 1,1 -xc+ 1,04 - y2020
T4+ 0,3z + 1,04 - Y2021

3.3. Empacando tu maleta

En el 2023, gracias a las inversiones inteligentes que has realizado, eres increiblemente adinerada/o,
ahora te vas de vacaciones, pero llega el momento de empacar la maleta de volumen C y posees una lista
de elementos I que quieres llevar a tu viaje, cada elemento ¢ € I posee un volumen v; y una utilidad u;,
entonces el objetivo es seleccionar el subconjunto de elementos I’ C I en el cual el volumen maximo es de C.

El objetivo es maximizar la suma de utilidades de elementos en I’. Entonces, el modelo del problema con
variables binarias queda:

1 ,siiel” .
xi_{o siigr Vel
En donde,

max E Us + Ty

el
iel
z; € {0,1}

Si se llega al caso de mds maletas, se tendra el conjunto J de maletas, en donde cada maleta j € J posee
capacidad Cj.

- 1 , siel objeto ¢ esta en la mochila j
Y71 0 ,sino

max E E Uj * Tij

JjeJ el
Z’Ui * Lij S CJV]
el
jedJ
zi; € {0,1}

Si dos objetos 7,7’ no pueden estar en la misma mochila: x;; + xz;; <1 Vj € J.



Este problema se conoce como el problema de la mochila (se utilizan mochilas en vez de maletas),
entonces para el conjunto K C I de objetos que no pueden ir en la misma maleta, se tiene entonces que
Zierij <1 Vjeld.

3.4. Problema de dimensionamiento de lote

Un familiar posee un emprendimiento en donde fabrica poleras tinicas en donde el plan de produccién se
realiza para las siguientes T' semanas para cada t € {0,...,7 — 1} con d; € Ny como la demanda al fin de la
semana t con el costo de setup ¢;, el costo de producir una unidad p; y el costo unitario de almacenamiento
durante la semana. Por ende, el objetivo del problema es producir el costo total minimo tal que al final de
cada semana existan d; unidades de producto listo para entregar.

Entonces las variables serian:

= 2, € {0,1}: Si se produce o no en semana t.
= z; € Np: Cantidad producida durante semana t.
= y; € Ng: Cantidad que se almacena durante la semana ¢.
En donde la funcién objetivo minimiza ZtT:_Ol (2t - ¢t + ¢ - pe + ye - hy) con las restricciones siguientes:
= yo = 0.
= Ty Yy > dy VE
m Y=Y F T —dp1 VE> 1
T-1

sy < 20 ) o d¢ Vt implica que si z; = 0 entonces xy = 0 y si z; = 1 entonces z; puede ser
arbitariamente grande.

v z; € Ny (Pequenio para z; € Z 'y z; > 0).
» y; € Np.
oz € {0, 1}

Ahora, se supone que se permite decrecer la demanda a un costo de b; por unidad perdida. Entonces
la nueva variable seria w; por cantidad de disminucién de la demanda al final de la semana ¢, entonces la
funcioén objetivo serfa minimizar 23:01 (2t et + @ - pe + Y - e + by - wy), en donde xy + yp > dy — wy V.

Luego se supone que la produccién s6lo se permite en a lo mas cinco semanas, lo cual se modela de la
siguiente forma ZtT:_Ol z+ < b, pero si se supone que ninguna de las dos puede ser consecutiva, entonces se
tiene que 2z + 2p41 <1Vek=1,...,T — 1.

3.5. Locaciones para estaciones de bomberos

Sea el conjunto de distritos I y J el conjunto de posibles locaciones para estaciones de bomberos, se tiene
que para cada j € J hay un costo ¢; por construir una estaciéon de bomberos en j. La distancia d;; > 0 entre
cada distrito ¢ y locacién j.

Para este probema se puede construir a lo més una estacién de bomberos en cada locacién en J, cada
distrito debe ser asignado a una estacién de bomberos, una estaciéon de bomberos puede responsabilizarse de
més de un distrito.

Luego, las variables son:

1 Sien lalocacién j se instala una estaciéon de bomberos
" x= .
J 0 sino



~._J 1 Sieldsitrito 7 se asigna a una estaciéon de bomberos en la locacion j
Yii 0 sino

Las restricciones son:

T > Y Vi, g Abrir estacion de bomberos en j cuando se asigna el distrito ¢
Zj yi; =1 Vi Cada distrito tiene una estaciéon de bomberos asignada a él.
xz; € {0,1}, y;; € {0,1} Naturaleza de variables.

Los posibles objetivos para el problema son:s

Cada distrito es servido por una estaciéon de bomberos a una distancia < D, entonces se minimiza el
costo se tiene que: Min >, @; - ¢j con y;; = 0 si dj; > D.

Se fija el presupuesto B, entonces se minimiza el promedio de la distancia del distrito a su estacion
1 . 1 1 s .. 1 1A
de bomberos, entonces se tiene que: Min >_i 2 dij - yij con la restriccion del presupuesto como

Zjl‘j'CjSB.

Minimizar la maxima distancia con un presupuesto fijo B: Primero se crea la variable z := Méxima
distancia, con la funcién objetivo min z, teniendo como restriccion de presupuesto Y JE RIS B. Al
mismo tiempo se quiere tener la restriccion en donde si y;; = 1 implique que 2 > d;; y si y;; = 0
implique que z > 0, es decir, la restriccion se desactive, entonces z > d;; - y;; Vi, 7, lo que implica que
z > dy; para todods los 4, j s.a. y;; = 1, es decir, en la solucién 6ptima z = max; j.,,.=1 dij, ya que el
objetivo es minimizar z.

Ahora, hay relaciones usando variables binarias 1, ..., z,,, las cuales se pueden denotar como:

3.6.

¥ij < xj < y;; implica

> i Yij = 1 & Exactamente una de las variables es 1.
>i—12j <14 Alomés una de las variables es 1.
Z?Zl z; > 1 < Al menos una de las variables es 1.

r1 =1— 129 & 21 Sisolo si zo no sucede.

z; —x; = 0 & Cualquiera de los dos elementos suceden de forma simultdnea o ninguno de los dos
sucede.

1 <xzy,x1 <w3,x1+1>29+ 23 < 27 Sucede si y solo si x5 y x3 suceden.

T1> Ty, X1 > T3, X1 < To+ T3 & xp Sucede siy solo si xo or x3 suceden.

Problema de secuencia

Sean m maquinas y n trabajos, entonces cada trabajo debe ser procesado en cada maquina. Por cada

trabajo j el orden esta predeterminado: j(1), j(2),..., j(m), luego cada trabajo j posee p; ;) unidades de
tiempo en la méaquina j(k). Cada uno de los trabajos anteriores no puede ser interrumpido hasta su término.

El objetivo es minimizar el promedio de tiempos de finalizacion de trabajos. Entonces el modelo quedaria

como sigue:

La variable t; ;) denota el tiempo de finalizacion del trabajo j en la maquina j().
La funcién objetivo minimiza %23;1 tji(m)-
Se tiene también que t; ;1) > p; ) para cada j y también t; ;) > t; 5—1) + Pj k) Para cada j y

cada k = 2,...,m.

10



» Por cada maquina ¢ y cada par de trabajos j, j' se introduce una variable binaria x; j/ 1 s.a. x; ; = 1
si y sblo si en la maquina i, el trabajo j es procesado antes que j’, no necesariamente justo antes,
_ C . . .
entonces x; ;; = 1 — x4 ;; para cada 7, j', 7. Ahora si x; ;s ; = 1 se requiere que t;/ ; > t;; + pj/ ;.

» Sea P =} .3, pji, implica que tjr; > tj; +pj; — (1 — ;) (P + pj,;) para cada i, j, j', entonces
si xj;; = 1 la restriccion serfa t;.; > t;; + pjs4, en cambio si x4 ; = 0 la restriccion quedaria
tyri > tj; — P. Cabe destacar que se satisface para cualquier soluciéon 6ptima, ya que en cualquier
punto el tiempo del trabajo es procesado y asi t; ; — P > 0.

» Luego t; ;) > 0 para cada trabajo j y méaquina j(k).
» Entonces, z; ;/; € {0,1} para todos los trabajos j,j' y cada maquina ¢.

El modelo posee variables enteras y continuas, por ende, es un programa lineal mixto entero.

3.7. Flujos

En el presente problema se quiere distribuir agua en donde cada locacion se conecta con otra mediante
tuberias. Cabe destacar que las locaciones poseen oferta y demanda. El objetivo es encontrar la forma de
mover agua para balancear la oferta y demanda.

Definiciéon 2. Un grafo dirigido G = (V, A) consiste en un conjunto de nodos o vértices V' y un conjunto
de arcos A C V x V. Cabe destacar que un arco a = (i,5) # (j,i) (Si ¢ # j).

La funcién objetivo se remite a minmizar los costos, en donde cada arco a € A posee un costo ¢, el cual
envia z, unidades de flujo de costo z,c,. Entonces si se tiene un grafo dirigido G con la demanda/oferta de
la siguiente forma b: V — R, en donde:

= Sib(i) > 0 es un nodo de oferta.
= Sib(i) < 0 es un nodo de demanda.

= Si b(i) = 0 es un nodo de paso o transporte.

Luego, los costos se denotan como ¢ : A — Ry asf la capacidad maxima viene dada por u : A — Rg U{oo}.
Finalmente, se define la variable x;; := Cantidad de flujo desde el nodo 7 hasta el nodo j, la avariables existe
siy solosi (4,7) € A.

min E CijTij

(i,7)€A

Sooa— > w=b(i) VieV
{7:(ig)eA} (:(G)eA}
xi; <ui; V(i,j) € A
zij > 0V(i,5) € A

Cabe destacar que la instancia del problema es factible si y solo si:

dbi=0 = oobi=— > b

tEN 1€Noferta 1€ Ndemanda

onde Noferta = {1 € N : b(i) > 0} ¥ Naemanda = {i € N : b(i) < 0}

11



3.8. Problema de transporte

Este modelo consiste en seguir exactamente la ruta del agua. Supone que s6lo se interesa la cantidad de
agua que cada nodo de abastecimiento mueve hacia cada nodo de demanda.
Para el caso especial de costo minimo de flujo:

= No existen nodos intermedios, es decir, no hay un nodo ¢ con b(i) = 0.

= Cada arco conecta un nodo de abastecimiento con uno de demanda: Los nodos se particionan entre
Ni={ieN:b(i) >0y Na={i € N:b(i) <0}V(i,j)€e A:ie€ Ny yj€E Na.

Usualmente, uno puede resolver instancias de problemas de transporte méas rapido que el general de las
instancias de costo minimo de flujo.

3.9. Problema de asignacion

En una Universidad existe un conjunto de clases y un conjunto de asignaturas. Ambos conjuntos anteriores
son del mismo tamaino.

Algunas clases estan calificadas para algunas asignaturas y se quiere asignar exactamente una clase
calificada a cada clase.

Este ejemplo es un caso particular de transporte, el cual posee N7 como conjunto de clases y Ny de
asignaturas, luego como se habia comentado: |N7| = |Na|.

Luego se define b(i) = 1 Vi € Ny y b(i) = —1 Vi € N, en donde cada clase es calificada para algunas
asignaturas. Entonces se verifica el arco (i, j) si la clase i € N; es calificada por la asignatura j € Ny. Luego
de ello se requiere que z;; € {0,1} por cada arco a = (3, j).

La solucién es llamada matching: Subconjunto de arcos A’ tal que cada vértice es incidente a lo mas un
arco de A'.

Luego para minimizar el costo total, se definen costos ¢;; por cada arco (i, j).

Este modelamiento también es valido para asignar trabajadores a trabajos, personas a horarios, entre
otros problemas.

3.10. Camino mas corto

Una empresa quiere programar un GPS y encontrar el camino més corto desde su ubicaciéon actual hasta
el aeropuerto, por ende, se verifica que las calles de Santiago pueden ser modeladas por un grafo dirigido G,
con ¢;; > 0 por cada arco (i,7) € A y dos nodos s, t. Se quiere encontrar el camino desde s hasta ¢, es decir,
conjunto de nodos s = vy, vs, ..., v = t sujeto a (v;,v;41) € A por cada i.

El objetivo es minimizar el costo Zlg;ll cee+1, €l cual es un caso especial para el fluj de costo minimo:
Enviar una unidad de flujo desde s a t. Finalmente, define b(s) =1, b(t) = —1 y b(i) = 0 Vi # s, t.

min E CijTij

(i,j)€A
1 ifi=s
Z Tij — Z zj; =4 0 if ie N\{s,t}
{j:(i.1)€A} {5:(j1) €A} -1 ifi=t
x;; €{0,1}

(x;; >0 es suficiente)

3.11. Aplicacién: Produccién de acero

Una compaiia produce piezas de acero con n largos diferentes L; < Ly < ... < L,, en donde la demanda
es D; para cada largo L;.
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Para producir z unidades de largo L; la compania tiene que pagar K; + C; -x. El
costo;lz/setup costos unitarios

costo unitario cumple ¢; < ¢o < ... < ¢,. Luego, para satisfacer demanda para largo L;, la compania debe
producir D; piezas de largo L; con j > .

El modelo de camino minimo posee un nodo ¢ por cada largo L;, un nodo binario 0, para cada tamano
i se definen arcos (i,j) para cada j = ¢+ 1,7+ 2,...,n. El arco (4, j) modela la estrategia para producir el
largo L; para satisfacer toda la demanda para largos Liy1, Lito, ..., L;.

Los costos se definen como sigue c;; := K; +¢; - Zi:iﬂ Dy..

Luego, el camino desde el nodo 0 al nodo n define la estrategia de la siguiente forma: Si la estrategia
optima produce acero de largos: Lq,, La,, ...; La, = Ly, entonces el largo del camino 0,a;, az,...,ax = n €s
igual al costo de produccién para cualquier camino 0, a;, as, ..., ar = n.

3.12. Flujo maximo

Se tiene un grafo dirigido G' en donde la maxima capacidad viene dada por: v : A — Rf{ U {0} v los
nodos existentes son s,t. El objetivo es encontrar el valor mas grande de F' tal que se puedan enviar F
unidades de flujo desde s hacia t.

max F
F ifi=s
Z Tij — Z zi;j =1 0 it i e N\{s,t}  Vie N\{s,t}
{5:(.) €A} {j:(.)eA} —F ifi=t
0 <245 < uyy
F>0

Se puede modelar como un problema de flujo de costo minimo. Luego, si se agrega un arco desde t hacia
s, se tiene:

min = —Z,
Z Tij — Z l‘ij:() Vie N
{4:(i,5)€A} {4:(4,)) €A}
Tts Z O

Maximizar el flujo en el arco (¢, s) es igual a maximizar la cantidad de flujo que va desde s hacia t en el
resto de la red, entonces max x;s = min —xss es una instancia del problema de flujo de costo minimo con:

Cij = 0 V(’L,j) 7é (t, S)
Cts = -1
b, =0 Wi

Uts = +00

3.13. Aplicacién: Programaciéon con derecho preferente

Se tienen m méaquinas idénticas, un conjunto de trabajos J para ser procesados. Cada uno de ellos
poseen tiempo de procesamiento p; > 0, tiempo de entrega r; > 0 y vencimiento d; > 0, entonces el objetivo
es encontrar un programa para trabajos en maquinas en donde se deba trabajar en cada trabajo j por

13



exactamente p; unidades de tiempo durante [r;,d;) con la consideracion de que los trabajos pueden ser
preferentes o prioritarios en relaciéon a otros y, por ende, se deberédn terminar de después posiblemente en
otra maquina. Es importante mencionar que un trabajo no puede ser ejecutado en dos méquinas al mismo
tiempo, lo que implica que r; + p; < d; para cada trabajo j.

Entonces si se modela como un problema de flujo, se tendria entonces que el orden {r;,d;|j € J} no
decreciente, luego el tiempo se divide [0, méx;c s d;) en intervalos T1, ..., Ty. Asi, en la instancia de maximo
flujo se tiene el nodo de inicio s y el de fin ¢, como también el nodo j por cada trabajo j € J, en donde
se tiene el arco (s,j) con capacidad p; para cada trabajo j, luego se tiene el nodo T; para cada intervalo
de tiempo Ty con el arco (j,T;) que posee capacidad |Ty| para cada trabajo j y en cada intervalo T} s.a.,
Ty C [rj,d;) (Es importante notar que Ty C [r;,d;) o Ty N [rj,d;) = 0). Luego, el arco (1,t) con capacidad
m - |Ty| por cada intervalo Tj.

Luego, se busca que la programacion factible S exista si y solo si la instancia del flujo maximo posee
tamano de flujo como > ; Pjs por ende, se quiere demostrar.

Entonces por cada trabajo j se envian p; unidades de flujo en el arco (s, j), luego sea y;, la cantidad de
trabajos j procesados durante el intervalo Ty en S. Luego, y;¢ > 0 si y solo si Ty C [r;,d;), luego y,¢ < |Ty|
desde que j comienza, se puede trabajar so6lo en una maquina en el tiempo especifico de S. Entonces se
envian y;, unidades de flujo en (j,T}) por cada intervalo T}, es decir, mediante el arco (7,t), acotado por
|Ty - m|, entonces la conservacion de flujo se mantiene lo que implica que la cantidad total de flujo Y jea i
lo anterior es una implicancia de que se supone que existe un flujo que envie > . p; unidades.

Luego, se considera el intervalo Ty y para cada trabajo j sea xj; > 0 el flujo del arco (j,Ty), entonces
xjp > 0s6losiTy, C [rj,d;), por ende, se construye una programacion para el intervalo Ty via regla envolvente.
Sea Zj xje < m - |Ty| implica que todos los trabajos calzan, entonces z;, < |T;| para cada trabajo j lo que
implica que ningun trabajo es paralizado.

3.14. Problema del vendedor viajero (TSP)

Sea un conjunto de n ciudades y distancias entre ellas, se modela como un grafo dirigido G = (V, A), en
donde por cada arco (i,j) € A se tiene ¢;; como su largo.

Entonces se debe empezar en una ciudad arbitraria para luego visitar cada ciudad exactamente una vez
y retornar a la ciudad de inicio.

Cabe destacar que la ciudad de inicio es arbitraria, ya que se busca un ciclo, es decir, un conjunto de
enlaces que cumplan las condiciones anteriormente mencionadas, por ello no importa qué ciudad sea.

Entonces se modelan las siguientes variables:

1 , si se selecciona el arco (i, )
Tij = .
* 0 ,sino
Con la funcién objetivo como sigue:
min E Cij * Tij
(i.5)eA

Y las restricciones:

Z .’Eijzl VieV (1)
j:(i,)€EA
Z .Iﬁjizl VieV (2)
J:(31)€A
Entonces el ntimero de variables se calcula como: |V|(|[V| — 1) y el namero de restricciones seria mayor

que 2Vl — 2, entonces cuando hay mayor cantidad de ciudades, la cantidad de restricciones aumenta, por
ende, el problema es mas complicado de resolver.
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3.14.1. Formulacioén alernativa

Dadas un conjutno de n ciudades y distancias entre ciudades modeladas en un grafo dirigido G = (V, A),
entonces por cada arco (,j) € A el largo del mismo se denota como ¢;;.

Entonces si se calcula el viaje, teniendo en cuenta que visita s6lo una vez cada ciudad, se presenta la
formulacion alternativa:

min E Cij * Tij

(i,7)€A

U — Uj N Ty <n-—-1 V(i,j) €A, withj #1

> i 1 VieV (%)
j:(1,5)€EA

Z Tji =1 VieV (**)
J:(GH)eA
- €{0,1} V(ij)eA
U; >0 VieV

Si el viaje comienza en la ciudad 1 se denota de la siguiente forma u; = 1, luego si i es la k-ésima
ciudad visitada, entonces u; = k. Pero ;Por qué es una formulaciéon valida? Para cada viaje factible existe
una solucién correspondiente en donde x;; := 1 si el arco (4, j) es parte del viaje y x;; := 0 si no. Entonces
se asume que el viaje comienza en la ciudad 1, por ende, se define u; := 1. Si la ciudad ¢ es la k-ésima
ciudad visitada entonces se define u; := k. Luego, si x;; = 1 entonces la restriccion para (4, j) significa que
u; —uj +n <n—1, es decir, u; + 1 < uy, se satisface (Con u; = u; + 1), luego si x;; = 0 la restriccién para
(i,7) significa que u; —uj; < n — 1 se satisface con u; <ny u; > 1.

3.15. Detecciéon de arbitraje

Se asume que hay n tipos de moneda y los bancos ofrecen tasas de cambio, en donde hay un conjunto de
moneda de origen ¢ y moneda de destino j. Entonces la tasa de cambio o;; significa que por una unidad de
moneda ¢ se obtiene «;; unidades de moneda j.

El modelo es representado en un grafo dirigido G = (V, A). Entonces el objetivo es definir un problema
de programacién entera para encontrar arbitraje si es que hay un ciclo 41,79, ..., 051, %%, 241 = %1 tal que
Hle a;i+1 > 1, es decir, log(]_[f:1 @ i+1) > log1 como también, Zle log cv; i+1 > 0. En donde se le asigna
un costo ¢;; := log v ;41 para cada arco (i, ), por ende, el objetivo es encontrar un ciclo positivo.

Finalmente, el modelo de programacién entera queda como la maximizaciéon de Z(i, j)ea TijCij sujeto a

Zj:(i jyeaTij < 1 para todo ¢ para que a lo mas un arco entre a cada vértice i, luego > zi; < 1 para

J:(j,i)EA
todo i para que a lo mas un arco de salida exista para cada vértice 1, Zj:(i,j)eA Tij = (Z;:(Jﬂ)EA
todo i para que todo lo que entre como flujo salga y la naturaleza de variables xz;; € {0,1} para cada arco
(i,j) € A,

Entonces se usa la programacion entera para resolver el problema, en donde si el arbitraje es posible,
entonces la soluciéon Optima es positiva. Primero, se seleccionan todos los enlaces del ciclo de arbitraje
11,99, -y bh—1, 9k, Tk+1 = 11, que satisface todas las restricciones 0 < Zle log o i41 = Zle ¢i,i+1- Entonces
cada arco tiene 0 6 1 arco entrante, pero si tiene 1 arco entrante, debe tener uno de salida, lo que implica que
cualquier solucién es una colecciéon de ciclos Z(i,j)eA xi5¢5 > 0, es decir, un ciclo i1, 42, ..., tg—1, ik, tkt1 = 41

debe satisfacer 0 < 25:1 ci,

Ti; para

k . o
ij01 = Di—110g a;iy1, entonces el ciclo produce arbitraje.

3.16. Funciones de costo lineal por partes

Como ejemplo de este modelamiento, se puede ver lo siguiente:
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min a1
L1
T

IN IV
ot

Luego, se introduce la variable 21, entonces por intuicion se tiene que: z; = |z1|, teniendo asi:

min
T > —4
X1 S 5
ry < 2
—r; < 2z

Entonces en cualquier solucion factible z; > |z1], luego si en la solucion se tiene que z; > |z1| entonces
la solucion no es 6ptima, lo que implica que en el 6ptimo z; = |xq].
Luego, generalizando se obtiene:

min S0 e Ja)

T .
a; T > b A J
C > 0 Para cada 1
Se reescribe a:
min > ¢z
ajx > by v J
x; < 2z Para cada i=1,...n
—T; < 2z Para cada i=1,...,n

Entonces en cualquier solucion factible z; > |z;| para cada 4, si en la solucién z; > |z;| para algtn 4
entonces la solucién no es 6ptima, ya que ¢; > 0, lo que implica que cualquier soluciéon 6ptima z; = |z;| para
cada 7 no funciona para maximizacién ni si ¢; < 0 para algan 1.

Luego, para la segunda generalizacion se observa que |z;| = mdx{x;, —x;} lo que implica que minimizando
|z1] es igual a minimizar el max{x;, —x;}, entonces el minimo del méxl-zly__wm(c?x + d;) si se evalta sujeto
a Az > b. Cabe notar que méxizl’wm(c?x + d;) es igual al valor més pequeno de z sujeto a z > c;fpx + d;
por cada 1.

Entonces el problema es equivalente a

min  z
Ax > b
z > cfz+d; Para cada i=1,..,m

Las funciones de costo anteriores por partes son lineales y convexas, pero ;Qué sucede cuando no son
convexas?

Dado los puntos a1 < as < ... < ap y la funcién linear por parte f(x) especificada por los puntos
(as, f(a;)), se quiere minimizar f(z) dado x, ;Cémo se puede calcular el valor de la funcién objetivo f(x)?

Para cualquier z € [a;, a;11] se puede encontrar un Gnico A;, A\j11 tal que z = Nja;+X\i11a:41 ¥ Ni+Xip1 =
1y X =0sl4+# ¢ +# i+ 1. Entonces f(x) = Zle Aif(a;), lo que implica que se calcula Aq, ..., \; s.a.
x:Zle)\iai, Ai+ X1 =1paraalginiy Ay =0sii#LF£i+ 1.

Entonces, ;Cémo se modela que a lo més dos \; consecutivos sean no-cero?

Mediante una variable binaria y; tal que y; =1sia; <x < a;41 v y; = 0 si no.
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min Zle Ai f(as)

z = Z?:l Ai - ag
Zf:l Ai = 1
A1 < Y1
Ai < w14y para i=2,..,k—1
Ak < Yr—1
Zf;f Yi = 1
A > 0
Yi S 0,1

JPor qué funciona? Se supone que y = 1 (todas las otras son y, = 0), entonces \;; pueden ser positivos y
Air+1 pueden ser positivos, pero A; < 0 para todos los j con i’ # j # i'+1 (yir aparece sélo en las restricciones

para Air Yy Ay+1), lo que implica que Zle Aif(a;) = Nirf(ay) + Nirg1f(aps1) = f(X - apy + Aps1 - apy1)

=T

3.17. Sudoku

El juego consiste en una tabla de 9x9, en donde en algunas celdas un ntumero del {1,...,9} es dado.
Entonces el objetivo del juego es agregar ntmeros desde {1,...,9} en cada celda tal que en cada fila cada
nimero aparezca una vez al igual que en cada columna. Cabe destacar que la tabla se subdivide en 9 bloques
de 3x3, en cada uno de esos bloques, el niimero aparece exactamente una vez.

El modelo queda como sigue:

= Variables:

e z;j; para cada 4,7,k € {1,...,9}: En donde z;j; = 1 si en la posicion de la fila i, columna j, el
nimero k existe, x;;; = 0, si no.

= Restricciones:

e >, xijx = 1 para cada i,/ (Cada celda tiene s6lo una entrada)

2?21 x;jr = 1 para cada j, k (El namero k aparece solamente una vez en la columna j)

Z?=1 xijr = 1 para cada i, k (El ntmero k aparece solamente una vez en la fila 7)

Zf;‘?’ﬂ Zg;‘j’ﬂ xjk = 1 para cada k y para cada x € {0,3,6} y cada y € {0, 3,6} El namero k

aparece solamente una vez en cada bloque de 3x3)

e 2;j; = 1 si en la posicion (7,7) el nimero k existe en el sudoku entregado al comienzo.

3.18. Restricciones disyuntivas

Sean dos restricciones dadas a’xz > by a’x > bcona >0 y a > 0 con z > 0. Entonces se pide que
al menos una de las dos restricciones se debe satisfacer, entonces se crea la variable binaria y en donde si
toma el valor 1, la primera restricciéon debe ser satisfecha y si tiene valor 0, la segunda restriccién debe ser
satisfecha, quedando entonces:

aTe > yb -
alz > (1—y)b
Y € 0,1
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Entonces, una aplicacion serfa la siguiente:

Las variables se definen como x, w1, ws, en donde se crea la restriccion @ = min{w;, w2}, luego se modela
comor <wyr<we, =W 0x > Wa.

Entonces, en general el conjunto de restricciones al x > b; para i = 1,..., K, en donde al menos k < K
de ellas esté satisfecha, luego se introduce la variable binaria y; para cada restriccién al x > y;b para cada
i=1,...,K, en donde Zle y; > K.

Luego si se restringe el rango de valores, se tiene la variable z, en donde se supone que se quiere restringir
x, en donde debera tomar valores solo del conjunto {as, ..., an,}, para ello se introducen variables binarias
Y1, s Ym, por ende, la intuiciéon queda como: y; = 1 < = = a;, en donde = = Z;”:l a;y; con Z;”:l y =1y
y; € {0,1}.

4. Geometria

Para comenzar a estudiar Geometria, debemos interiorizarnos en los Problemas de Programacion Lineal
(PPL) en donde se pueden encontrar las siguientes caracteristicas:
= Funcién objetivo:
e Maximizar ¢’

e Minimizar ¢T'z

= Restricciones:
° aiTx <b;,endondei el
° a;*.rx > bj, en donde j € J
e al'x = by, en donde k € K
= Variables:

e ¢ € R"

En donde el objetivo principal es encontrar x, el cual cumpla todas las restricciones necesarias del pro-
blema de programacién lineal, maximice o minimice segtn sea el caso y a la vez este sea factible.

Ejemplo: En una fabrica de pintura se tienen dos colores que son los méas pedidos por los clientes,
ellos son Blanco Nieve y Negro Brillante. La fabrica quiere maximizar la utilidad que les produce vender
galones de Blanco Nieve y Negro Brillante segin la cantidad vendida, siendo la utilidad 8 CLP y 7 CLP,
respectivamente. Cabe destacar que esta fabrica posee dos maquinas, en la primera se pueden producir
méaximo 18 [Watts] y en la segunda 24 [Watts| diariamente, teniendo en cuenta que producir 1 galon de
Blanco Nieve significan 2 [Watts| en la primera méaquina y 4 [Watts| en la segunda. Al mismo tiempo,
producir un galéon de Negro Brillante significa 3 [Watts] en ambas méaquinas.

maximize 8x1 + 7xo
2z; 4+ 32 < 18
4y + 3x9 < 24
x1 >0
To >0

Dado el PPL anterior, se puede inferir que la region es convexa y que su éptimo esta en un punto extremo.
Pero ;Esto siempre sucede? Eso es lo que se probara mediante las principales definiciones, lemas, corolarios
y ejemplos.
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-1 0 1 2 3 4 5 7 8 9 10 1"
(0,0) (6}\ 9,0)
-1

Figura 1: a; corresponde a la restriccion 4x; + 3xo < 24, as corresponde a 21 + 3x2 < 18, a3 corresponde a
21 > 0, a4 corresponde a xo > 0. El vector ¢ = (8,7) corresponde a la direccion de crecimiento de la funcion
objetivo i.e. el gradiente de esta. El punto (6, 0) es factible, pero el punto (9,0) no lo es, pues no cumple a;.
Se puede intuir que el punto (3,4) es el punto 6ptimo dado el dibujo, se abordara este tema mas adelante.

4.1. Formas especiales de los PPLs

Los PPLs pueden ser de diversas formas, ya sea en funcion objetivo, restricciones, naturaleza de variables,
entre otros aspectos, es por ello que se presenta la forma canoénica en la que se pueden trabajar de mejor
forma.

Lema 3. Dado un PPL genérico, es posible representarlo de una forma candnica, la cual es: minctx s.a.
Ax >b

Demostracion. Lo anterior se logra simplificando tipos de variables y restricciones, es decir, teniendo en
cuenta un PPL arbitrario, se encuentra uno equivalente de la siguiente forma:

1. Sila funcién objetivo es méx ¢’

siguiente forma min —c’z.

x, se cambia min mediante la multiplicacién de -1 quedando esto de la

2. Se reemplaza cada restriccion de la forma a?m < b; por su equivalente —aiTm > —b;.

T

i

3. Se reemplaza cada restriccion de la forma a
—aiTx > b, & aiTx < b;.

x = b; por sus dos restricciones equivalentes al z > b; y

O

Por lo anterior, de ahora en adelante todos los PPL seran de la forma min ¢tz s.a. Ax > b.

4.2. Puntos factibles

Teniendo el PPL min ¢’z s.a. Az > b, se dice que el punto = € R™ es factible si cumple con todas las
restricciones dadas.

Al mismo tiempo, se dice que el punto x € R™ es 6ptimo aparte de cumplir la condicién de ser factible,
cumple que por cada 2’ € R", se tiene ¢’z < ¢z’ si el problema fuese de minimizacién. Es por lo anterior
que al resolver un PPL se pueden encontrar las siguientes posibles soluciones:
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Figura 2: a; corresponde a la restricciéon —z; > —4 < 1 < 4, ag corresponde a x5 > 0, ag corresponde
a x1 > 0.El vector —c=(—1,—2) corresponde a la direccién de crecimiento de la funcién objetivo i.e. el
gradiente de esta. Se puede observar como la solucién es tnica y corresponde al punto (0,0) con valor 6ptimo
0.

1. Existe un solo punto z* € R” tal que ¢’ 2* < ¢’z por cada z factible, por ejemplo:
minx; + zo
—r > -4 1 <4
1 >0

1‘220

Existen muchos puntos z* € R” tales que ¢’ 2* < ¢’z por cada z factible, por ejemplo:

minxy
—x1 > —4—>x1 <4
x1 >0
xo >0

2. Por cada C € R existe un punto factible = tal que ¢’z < C, es decir, no acotado, por ejemplo:

min — To

—x1> —4—>21 <4
1 >0

x9 >0
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Figura 3: a1 corresponde a la restriccion —x; > —4 < x1 < 4, ag corresponde a x2 > 0, ag corresponde a
x1 > 0. El vector —c=(—1,0) corresponde a la direccion de crecimiento de la funcion objetivo i.e. el gradiente
de esta. Se puede observar como la solucion es la recta 1 = 0 con valor 6ptimo 0. Esto implica que cualquier
punto de la forma (0, z2) es 6ptimo.

X2, — A
a3
—
6
5
4
3
-,
fol
]
1
a I X
-1 0 1 2 3 4 [} 10 1 12 13
(0J0) (4.0)
-1

Figura 4: a; corresponde a la restriccion —x; > —4 < x1 < 4, ag corresponde a xo > 0, ag corresponde a
z1 > 0. El vector —c=(0,1) corresponde a la direccién de crecimiento de la funcion objetivo i.e. el gradiente
de esta. Se puede observar como a cualquier solucién en la recta x1 = 0, se puede encontrar una solucién
mejor. Por lo tanto, el valor 6ptimo es —oo.
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a;

Figura 5: a; corresponde a la restriccion —xy > —4 < x1 < 4, ag corresponde a z2 > 0, ag corresponde a
’ s U3

x1 > 0, ay corresponde a z1 > 5. Se puede observar que la interseccion de las restricciones es vacia, lo que

genera que el poliedro sea infactible para cualquier funcion objetivo dada.

3. No hay punto = € R" factible, por ejemplo:

min — To

—x1 > —4—>x1 <4
x1 >0

xo >0

1 >9H

Definicion 4. Seaa e R"y b € R:
» {2 € R"|a”x < b} es llamado Semiespacio, el cual gracias a sus intersecciones generan un poliedro.

» {2 € R"|a”x = b} es llamado Hiperplano, el cual representa a puntos con el mismo valor de la funciéon
objetivo.

Gracias a las definiciones anteriores, es posible verificar la construccién de un poliedro a partir de ellos
como se describe a continuacion:

Definicion 5. P C R" es un poliedro si es la intersecciéon de un nimero finito de Semiespacios, es decir,
P = {z € R"|Az > b} para una matriz A € R™*" y un vector b € R™.

Definicion 6. Si P puede describirse mediante una matriz A € Z™*™ y un vector b € Z™, es llamado
Poliedro racional. Cabe destacar que en este curso, sélo se veran Poliedros de este tipo.

22



Xy
-1 0 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10 1 12 13

-1

Figura 6: El Vector a es perpendicular a la restricciéon a’x = b, pues como y y z estan en el hiperplano,

implica que a”y = by aTz = b, por lo tanto, a’ (y — z) = 0. Esto quiere decir que a es ortogonal al vector
conformado por (y — z).

Definicion 7. Un conjunto S C R” es acotado si existe una constante K tal que para todo x € S se tiene
que |z;| < K paracadai=1,...,n.

Ejemplo: El siguiente poliedro es acotado, por ejemplo, escogiendo K=6

P= (xl,xg)
2$1 + 3£L’2 § 18
4xq + 3x9 < 24

T Z 0
i) Z 0

Ejemplo: El siguiente poliedro es no acotado
P = (1‘1, 3;‘2)

2x1 + 3x9 > 18
dx1 + 322 > 24
1 >0
To >0
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Figura 7: a; corresponde a la restriccion 4z + 3z < 24, ao corresponde a 2z1 + 3x2 < 18, ag corresponde a
x1 > 0, aq corresponde a xo > 0.Las lineas punteadas representan graficamente que |z1]| < 6 y |z2| < 6 para
cualquier x factible en el poliedro.

X3

-2 -1 ] 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19

Figura 8: as corresponde a la restriccion 4x1 + 3xo > 24, a4 corresponde a 2z + 3xo > 18, ay corresponde
a 21 > 0, ay corresponde a x5 > 0. Se puede observar que no existe un K tal que |z;| < K para cada
i=1,...,n, pues siempre que se elija una cota superior, se puede encontrar un z factible que la supere.
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Figura 9: Se puede notar que el Pacman no es convexo, pues hay parte de la combinaciéon convexa que queda
fuera de este, y que el fantasma es convexo, ya que toda combinacién convexa pertenece a este.

En particular, como se ve en los ejemplos anteriores los poliedros pueden ser acotados o no acotados depen-
diendo de sus restricciones, en particular en el primer ejemplo se verifica un politopo.

Definicién 8. Un politopo es un poliedro acotado.
Algunas caracteristicas esenciales de los poliedros son:

Definiciéon 9. Un conjunto S C R™ es convexo si para cualquier z,y € S y cualquier A € [0, 1] se tiene que
A+ (1—-NyeS.

Definicién 10. Sean z1,22,...,2x € R® y A1,..., Ak € Ry tal que Zfil A=1.

K . ‘s

= El vector y =) ,_; \;z; es una combinacion convexa de vectores z1,...,ZTxk.

= La envolutura convexa de los vectores x1, ..., Tk es un conjunto de todas las combinaciones convexas
de estos vectores, denotado como Convconv{zy,...,xxk}.

Teorema 11. Gracias a las definiciones anteriores, se verifica que:

1. Sea I un conjunto y S; C R™ sea convexo para cada i € I. Entonces S :=(),.; Si es convezo.

iel
2. Todo Semiespacio es convezxo.
3. Todo poliedro es convexo.

Demostracion. Para cada punto se verifica que:

1. Sea z,y € Sy A € [0,1]. Entonces z := Ax + (1 — \)y € S; para cada i € I. Asi, z € S.

2. Seaa € R" y b € Ry considerando H := {z € R"|aTz < b}. Sea x,y € H, es decir, a’z < by a’y <b.
Seaz:=Xx+(1-Ny.alz=aTAz+(1-Ny) <X+ (1-ANb=byasiz€ H

3. Gracias al punto 1 y 2, se ve la implicancia del punto 3.

4.3. Puntos extremos

En las secciones anteriores se ha hablado de los poliedros y sus caracteristicas principales, pero ahora se
podra profundizar en otros contenidos tales como el reconocimiento y utilidad de sus puntos extremos.

Definicion 12. Sea P un poliedro. Un punto z € P es un punto extremo de P si no se pueden encontrar
dos vectores y,z € P con y # x # z y un escalar A € [0,1] tal que z = Ay + (1 — \)z.
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Figura 10: a; corresponde a la restriccion x; > 0, as corresponde a zo > 0, a3 corresponde a r1 < 1, ay
corresponde a x5 < 1.

Definicion 13. Sea P C R™ un poliedro. Un vector € P es un vértice de P si existe cualquier ¢ € R" tal
que ¢’z < ¢y para todos los y que satisfagan y € Py y # x.

T

Definicién 14. Se tiene que si el vector z satisface a; © = b; para cualquier 7 en I se dice que la restricciéon

es i activa en z.

Ejemplo:
Se tiene el siguiente poliedro:

P = ((El,.’Ez)
X1 S 1
T2 S 1

1,72 >0

Agregando ahora la restriccion 2x; > 0, se verifica que el punto (0,1/2) tiene n restricciones activas, pero
no es un vértice, ya que la restricciéon es linealmente dependiente con otra ya existente.

Definicién 15. Un conjunto de restricciones son linealmente independientes si sus vectores correspon-
dientes a; son linealmente independientes.

= Cabe destacar que en los vértices hay n restricciones activas linealmente independientes.

Gracias a la cantidad de restricciones linealmente independientes, se pueden verificar otras caracteristicas de
los poliedros, por ejemplo, reconocer sus soluciones béasicas y soluciones basicas factibles (s.b.f.).

Definicién 16. Sea P un poliedro definido por restricciones con igualdad e inecuaciones, un punto z* € R™
es soluciéon basica si
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Figura 11: Ahora se le agrega la restriccion as la cual corresponde a 221 > 0.

= Hay n restricciones linealmente independientes que son activas en z*.
= Todas las restricciones de igualdad son activas.
Es Solucién basica factible si adicionalmente z* € P.

Lema 17. Sea x* € R" e I = {ilal'z* = b;} sea un conjunto de indices de restricciones activas en z*,
entonces los siguientes son equivalentes:

1. Hay n vectores en el conjunto S = {a;|i € I} en donde son linealmente independientes.
2. span(S) = R", es decir, el conjunto de combinaciones lineales de S genera R™.

3. El sistema lineal a¥x = b;, i € I, tiene una solucion tinica.
(3 7 b

Demostracion. = Siendo n el nimero de columnas de A.

» 1. = 3. n vectores linealmente independientes en S. Entonces el rango de un sistema lineal a] x = b,
i € I, es al menos n. = El sistema posee una tnica soluciéon o no existe soluciéon. x* es soluciéon = 3.

= 3. = 2. Supongamos que span(S) # R™. Luego, existe un vector d # 0 ortogonal a span(S), es decir,
ald = 0 por cada i € I. Entonces al (v +d) = alx + alfd = b; y asi x no es una solucién tnica.

» 2.= 1. span(S) = R™ implica que S contiene una base de tamaifio n.

Ejemplo: Para aclarar las definiciones anteriores, se verifica el siguiente ejemplo, en donde

0 1
ol . 1
i
3 0

1
0
0
1

D oo~ O

Luego, al descomponer la Matriz anterior por filas se obtiene:
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al = (100), a7 = (010), a = (001), aF = (123)

Luego de lo anterior, se genera S el cual contiene a las tres primeras filas de la Matriz anterior. Cabe destacar
que la combinacién lineal de los elementos de S genera el espacio en R?

1 0 0
S={l 0 |, 1 |,{ 0|}, span(S)=R?
0 0 1

Generando el sistema lineal a continuacion, se verifica la solucion tnica:

1 0 0 1

01 0 Jz=|1

0 0 1 1
1
zx= 1 1
1

Ya se ha hablado de las definiciones de punto extremo, vértice y solucién béasica factible como también
su representacion gréafica correspondiente, la cual converge en el siguiente Teorema:

Teorema 18. Sea P = {z|Az > b} un poliedro no vacio con x* € P. Entonces se cumplen las siguientes
equivalencias:

1. =¥ es un vértice.
2. x* es un punto extremo.
3. x* es una solucion basica factible.

Por ende, desde ahora en adelante se tomard en cuenta que los puntos dptimos serdn llamados de las tres
formas anteriores de forma equivalente.

Demostracion. = 1= 2.
Sea x* € P un vértice 3 ¢ € R” tal que ¢’a* < ¢y para todo y € P con y # z*. Se asume por
contradiccion que 3y, z € Pcony #a* # 2y 0< A< 1sa. 2= y+ (1 — N)z.clz* <’z lo cual
implica que ¢Tz* < ¢T'(Ay + (1 — \)2) y, por lo tanto, 2* # Ay + (1 — \)z.

= 2. = 3.
Se supone que z* no es una solucién bésica factible. I := {ilalz* = b;}, lo cual implica que no existen
n vectores linealmente independientes en {a;|i € I'}, implicando entonces que existe d # 0 con al'd = 0
paratodoi € I. Seay:=a*+edy z:=a"—ed. Sii € I: aly=alz=1b;. Sii ¢ I: al x* > b;, lo cual
implica que se puede elegir € > 0 tal que también aly > b; y alz > b; Vi lo cual implica que y,z € P
vy y+2z=a"y asi £* no es punto extremo.

« 3.=> 1.
Se quiere encontrar la funciéon objetivo ¢ tal que x* sea el optimizador tinico para ese objetivo.
Sea I := {ilalz* = b;} el conjunto de sub indices que cumplen esa condicién dada. Sea ¢ = >

entonces
o = E alz* = E b;

el i€l

ier @i

Para cualquier # € P y cualquier i se tiene alx > b;, y asi

cTa::ZaZsz Zbi

icl i€l
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Figura 12: Se puede notar que x es solucion basica factible, pues activa 2 restricciones linealmente indepen-
dientes y cumple todas las restricciones dentro del poliedro, pero el punto m también activa 2 restricciones
Li. pero este no cumple todas las restricciones, por lo tanto, es solo soluciéon béasica. El punto y es punto
extremo, ya que la tnica manera de escribirlo como combinacién convexa de puntos distintos de y, es con
un punto dentro del poliedro como b y uno fuera de este como a. El punto z es vértice pues existe un c tal
que ¢Tz < cTx para cualquier punto factible en el poliedro distinto de z.

Figura 13: Representacion grafica de la demostracion. x* es el punto para el cual no hay n restricciones
activas, pero es punto extremo. d es perpendicular a los a; de las restricciones activas en z*. El movimiento
puede ser de xz* en la direccion de d y —d donde los puntos resultantes son factibles en el poliedro y se podrai
usar para definir una combinacién convexa que entregue de resultado z* obteniendo la contradiccion.
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Figura 14: a; corresponde a la restriccion 3x; — x5 > 0, as corresponde a 3x; — x2 < 15, como son 1.d., no
hay suficientes restricciones para obtener una s.b.f.

Lo anterior implica que z* es soluciéon 6ptima para mingecp ¢’ x, en donde, ¢’z = > e biosi alz =1,
para cada ¢ € I, por ende, z* es solucién dnica con esta propiedad = z* es vértice.
O

Corolario 19. Dado un poliedro en R™ el cual se define con m inecuaciones. Deben existir a lo mds (:’Z) < o0
soluciones bdsicas.

Demostracion. En cualquier soluciéon basica hay n restricciones activas que son linealmente independientes.
O

Definicién 20. Un poliedro P C R™ contiene una linea si existe un vector x € P y un vector no cero
d € R" tal que x + A\d € P para todos los escalares A € R.

Gracias a las definiciones anteriores, se llega a la siguiente conclusion:

Teorema 21. Sea el poliedro P = {x € R"|Ax > b} # 0, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. P posee al menos un punto extremo.
2. P no contiene una linea.

3. Ezxistenw n restricciones linealmente independientes.

Demostracion.
2. =>1.

Sea z € P, se define I := {ilal'z = b;}, S := {a;|i € I} si rango(S) = n entonces hay n vectores linealmente
independientes a;,7 € I.
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Figura 15: a1 corresponde a la restriccion x1 + zo < 5, as corresponde a x7 — x2 > 0. Como son L.i, se cruzan
en algin momento y, por lo tanto, no permiten que exista una linea dentro del poliedro.

-1

Figura 16: Se inicia en el punto arbitrario X dentro del poliedro. Se elige una direcciéon donde todas las
restricciones actuales se mantienen activas, el movimiento sigue a lo largo de esta direccion hasta que alguna
de las restricciones vaya a romperse. Aqui la cantidad de restricciones activas aument6 en al menos 1. Se
repite el procedimiento hasta que se tengan n restricciones Li. activas, en este punto se tendra una s.b.f.
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De otra forma, 3 d # 0 s.a. al d = 0 para cada i. Se consideran los puntos y = x + Ad para A € R
para todo i € I, se tiene aly = alz + Xal'd = al'z = b; lo cual implica que si la restriccion i € I es
activa en x entonces es también activa en y. P no contiene lineas lo cual implica que 3 X\* y j ¢ I tal que
a]T(er)\*d) = b;. Se asume por contradiccion que a; = ), \ias, a]Tx # b, aJT(er)\*d) = b; lo cual implica
que a]Td # 0. Pero asz = 0 para cada i € I lo cual implica que 0 # ade = Ziel )\iade = 0 lo cual implica
que rango(S U {a;}) > rango(S). Se repite la construcciéon con z 4+ A*d. Después de al menos n iteraciones
se obtiene el set de vectores S’ con rango(S’) = n.

1. = 3.

Sea z un punto extremo lo cual implica que z es solucién basica factible, es decir, hay n restricciones
linealmente independientes que estén activas en x.

3. = 2.

Sin pérdida de generalidad se asume que aq, ..., a, son linealmente independientes. Se supone que P contiene
lineas {z + Ad|\ € R} donde d # ) lo cual implica que a! (x + Ad) > b; para todos i y todos los A € R.
La restriccion al'd < 0 es violada si A es muy grande. La restriccion ald > 0 es violada si A es muy
pequefia (negativa) lo cual implica que afd = 0, asi rango(ay, ...,a,) < n, lo cual contradice que ay, ..., a,
son linealmente independientes. O

Corolario 22. Todo politopo posee al menos un punto extremo.

Teorema 23. Sea P C R™ un poliedro con al menos un punto extremo. Se considera el PPL min{c’ x|z € P}
y asume que la solucion dptima existe. Entonces existe una solucion optima que es un punto extremo.
Demostracion.

Se asume P = {x € R"|Az > b} y v := min{c x|z € P}, luego Q := {z € R"|Ax > b,c’x = v} es también
un poliedro. P no contiene lineas, lo cual implica que ) no contiene una linea, por ende, ) posee un punto
extremo. Sea z* es un punto extremo de Q). Se asume z* no es punto extremo de P, por ende, 3y € P,z € P
y A€ (0,1) s.ia. z* = Ay + (1 — A)z lo cual implica que v = cT2* = ATy + (1 — N)cT'z

v es 6ptimo lo cual implica que ¢’y > vy ¢’z > v. Si ¢’y > v entonces v = cTo* = ATy + (1 — N)cTz > v
lo cual implica que ¢’y = v = ¢z, por ende, 2 € Q y y € Q, por ende, existe una contradiccion, es decir, *
es un punto extremo de Py cTa* = v. O

Teorema 24. Se considera el PPL min{cTz|x € P} y se supone que P = {x|Az > b} posee al menos un
punto extremo. Entonces, el costo dptimo es igual a —o0 o existe un punto extremo que sea Optimo.

Demostracion. = Solo por el caso en que P es un politopo cada Semiespacio es cerrado, P es la intersecciéon
de un namero finito de conjuntos cerrados lo cual implica que P es cerrado, luego como P es cerrado
y acotado implica que P es compacto.

» f(z) := ¢’z es una funcién continua lo cual implica que {cTx|x € P} es compacto, es decir, es igual a
[a,b] para algtin a,b € R, donde a es el valor de la solucién éptima y f~1(a) # 0 lo cual implica que
Jz* s.a. cT2* =a.

O]

Pero, finalmente ;De qué manera se pueden resolver estos PPLs?

= Se listan todas las soluciones béasicas factibles.

s Se calcula ¢Tw; por cada solucién basica factible w;.

s Se selecciona la solucién basica factible w* s.a. cTw* < ¢Tw; por cada w;.

Ejemplo:
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Figura 17: Siguiendo en el poliedro anterior, se tiene el vector ¢ = (8,7) mueve el hiperplano ¢’z (linea
punteada) hasta que no se pueda méas dentro del poliedro. Se puede ver como este hiperplano muestra que

la solucion (0,6) es peor que la solucion (6,0) y que esta es peor que (3,4), la cual es la solucién 6ptima del
problema.

max 8x1+ Txo
221 + 322 < 18
4xq 4+ 30 < 24
x1 >0

zo >0

= Siendo sus puntos extremos:

= Funciona solamente si un 6ptimo existe, es decir, el PPL no es acotado.

min  —8xy — Txo
2x1 + 2x9 > 8
201+ 29 > 6

1,72 >0
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Figura 18: Vector ¢ = (8,7) el cual mueve el hiperplano ¢’z (linea punteada) hasta que no se pueda mas
dentro del poliedro, en este caso no hay restricciéon que detenga el movimiento, es decir, es no acotado.

= Siendo sus puntos extremos:

e (3,4)— —52

e (0,8) — —56

e (9,0) — —T72
= Pero

o y=(3,4)T + X\(1,1)T es factible para cada A > 0
o cTy=-8B3+N)+(=7)(4+ ) =52 — 15X = Solucion Optima= —oo.

4.4. Degenerancia

Como se explico en los capitulos anteriores, una solucién bésica factible x posee n restricciones activas que
sean linealmente independientes. Cabe destacar que también es posible que existan mas de n restricciones
activas en x, pero no todas ellas linealmente independientes.

Ejemplo :

2z; 4+ 322 < 18
4xq + 39 < 24
1 >0
zo >0
1 <6

En el ejemplo anterior el punto (6,0) es una solucién basica que posee 3 > 2 = n restricciones activas.

Definicién 25. Una solucién basica x € R™ es degenerada si més de n restricciones estan activas en x.

Cabe destacar que su estudio es relevante, ya que son problematicas al momento de trabajar con ellas como
se verificara méas adelante.
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Figura 19: a1 corresponde a la restriccion 4z + 3z < 24, as corresponde a 2z + 3zo < 18, ag corresponde
a x; > 0, ayq corresponde a x5 > 0. Si se agrega la restricciéon as que corresponde a 1 < 6 se obtienee que el
punto (6,0) pasa a ser degenerado, pues tiene 3 restricciones activas, as, a4 y a;.

5. Meétodo Simplex

El método Simplex es utilizado para resolver PPLs, el cual se puede realizar tanto a mano como con he-
rramientas computacionales especificas para este objetivo. El algoritmo trabaja moviéndose en las soluciones
bdsicas factibles del problema, es decir, sus vértices o puntos extremos como sigue:

1. Comienza en vértice arbitrario analizando esta solucion segun la funciéon objetivo.
2. Si existe algin vértice adyacente que sea mejor al actual, el algoritmo se mueve hacia ese.

3. Se repite el proceso hasta encontrar el vértice 6ptimo.

5.1. PPLs en forma estandar

Hasta ahora se han estudiado PPLs de la forma min ¢’z s.a. Az > b, pero al momento de comenzar con

Simplex, se requiere que el PPL esté en forma estandar (FE): min{cTz : Ax = b,z > 0}.
Ejemplo:

2%1 + 3$2 < 18
41 + 39 < 24
x1,To 2 0

Se agregan variables de Holgura , las cuales sirven para cambiar las restricciones de desigualdades a igualdades
sin que la restriccion pierda sentido. Cabe destacar que la naturaleza de estas variables se define mayor o
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Figura 20: Se puede observar en la figura el movimiento desde un vértice arbitrario Y a vértice adyacente a
través de un vector, el cual es la direccion del movimiento, hasta que se logra que el vértice es la solucién
6ptima, en este caso, Z.
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igual a cero como sigue:

2x1 + 3x9 + 13 = 18
4x1 + 39 + 24 24

T1,T2,T3,T4

V
o

Ejemplo:

—x1 4+ 229 <8

3r1 4+ 222 >0

—r1+x9 > —2

x1 + 4oy < 22

To >0
Se agregan las variables de holgura x3, ..., g como se explicod en el ejemplo anterior, se analiza la variable
x1, la cual debido a su dominio podria ser negativa, es por ello que se incluyen dos nuevas variables xf vy,

las cuales reemplazan a x;. Al mismo tiempo se deben agregar la naturaleza de variables como sigue xf >0
yxz; =>0.

Teniendo el PPL resultante de la siguiente manera:

—xf + a7 + 220 + 23 =38
321 — 327 + 219 — Ty =0
—zf + ] + 32 — Ts = -2
o —a] + 42y + 26 =22

+ -
Xy ,Ty,X2,T3,T4,T5,T6 Z 0

Teniendo claros los conceptos anteriores, se puede llegar a la pregunta siguiente: ;Cémo se ven los puntos
extremos de esos tipos de PPLs?

Se asume que las filas de A € R™*™ son linealmente independientes, en donde, m son las filas y n
las columnas, es decir, A posee rango m, lo cual implica que m < n, por ende, todo poliedro no vacio
P = {z|Az = b,z > 0} posee un punto extremo.

5.1.1. Puntos extremos en PPLs en forma estandar

Si x es una solucién basica, se tiene que existen n restricciones linealmente independientes de igualdad
activas, lo cual implica que m restricciones de igualdad deben estar activas, pero entonces ;Como se eligen
las n — m restricciones activas restantes?

1. Escoger m columnas linealmente independientes Ap(1), ..., Ap(m), en donde, A; es la j-ésima columna
de A, al es i-¢sima fila de A.

a) Las variables 2p = (zp(1),..-,ZB(m)) son llamadas variables basicas, las cuales forman una
Base B = (B(1),...B(m)).

b) Todas las otras variables son llamadas variables no basicas, denotadas por x .
2. Se tiene x; := 0 para todas las variables no bésicas x; en las n — m restricciones activas restantes.

3. Finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones Agpzp = b para los valores de z (1), ..., T(m)- Por cada
solucion bésica x existe una base B = (B(1),..., B(m)) tal que x = (xp,xy), « es factible si xp > 0.
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Figura 21: El poliedro original tiene 2 variables, por lo tanto como pertenece a R2, es graficable. Al pasarlo a
forma estandar aumenta su dimensionalidad por cada restriccion tipo a*z que no sea igual a b, ya que estas
restricciones tendran variables de holgura, por lo tanto si continuamos con el mismo ejemplo, los puntos que
ahora representan el poliedro en forma estandar pertenecerian a R*, lo que claramente no es graficable. Para
representar graficamente el poliedro en forma estdndar se inicia con el grafico del poliedro en R?, pero ahora
en vez de tener relleno"dado por las desigualdades de las restricciones, se tiene relleno"dado por las variables
de holgura al tener méas grados de libertad, asi que se debe indicar dénde estas valen 0. Estas variables valen
0 si se sittian sobre su restriccién asociada, es decir, que se tenia un punto que activaba la restriccion en
el poliedro original, entonces en el poliedro en forma estandar también la activa, y como este punto ahora
incluye el valor de las variables de holgura, el valor de la variable de holgura asociada a la restriccion que
activa serd 0. En este caso ag corresponde a la restriccion 2x; + 3x2 + x3 = 18 y sobre esta x3 vale 0, ay
corresponde a la restriccion 4xq + 3zo + x4 = 24 y sobre esta x4 vale 0, a1 y as corresponden a x1,x2 > 0y
x3, x4 > 0 no tiene representacion grafica.
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-2 =1 0

(0,0,0,8.0.2.22)
-

Figura 22: a; corresponde a la restriccion 737-1"_ + 2] + 222 + 23 = 8, a corresponde a la restriccion 3xf -
327 + 2z — x4 = 0, asg corresponde a la restriccion —xf + 2] + 22 — x5 = —2 y a4 corresponde a la
restriccion xf —x; +4x2 + x6 = 22, se deben considerar ademas las restricciones de positividad de las
variables =7, 27, x2, 3.24, T5, 76 > 0. Se agregan las variables x y 7, donde su resta representa la libertad
de la variable original. Esta representacion es un cambio de variable, el cual corresponde a 27 — 2] = 21 y
se tiene que :z:;r vale 0 en el cuadrante negativo y x; vale 0 en el cuadrante positivo de z;. El punto (0, 0,
0, 8, 0, 2, 22) es factible en este poliedro. Una manera de obtenerlo es reemplazando el valor del punto en el
poliedro original, es decir (0,0), en las restricciones del poliedro en forma estandar, y asi despejar los valores
de las variables de holgura. Este método tiene el problema de requerir un punto en el poliedro original,
cuando este no sea el caso se utilizara el método que se mostrara mas adelante.
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Ejemplo: Si se verifica el mismo PPL anterior se tiene, variables basicas xf,xg, xr3, T4 y variables no
béasicas z7 , x5, x¢. Entonces zny = 0, por ende, 7 = x5 = 26 = 0 para zp se resuelve:

AB.CEB:b
-1 2 1 0 oy g
N 3 2 0 -1 Ta . 0
-1 1 0 0 I3 - _9
1 4 0 0 T4

En donde, 27 = 6, 5 = 4, x3 = 10, x4 = 18, por ende, sus vértices son (6,0,4, 10, 18,0,0,0).
Ejemplo: Bases xp = (v],23,74,25) y 25 = (2], T2, T6)

-11 0 0 o 8
3.0 -1 0 zz3 | | O
-1 0 0 -1 g || -2
1 0 0 O T3 22

En donde, ] = 22, 3 = 30, 74 = 66, 15 = —20, es decir, entrega la solucién basica (22,0, 0, 30, 66, —20),
pero no es solucién bésica factible.
Ejemplo: Bases x5 = (9, 23,74,75) y o5 = (2], 2], 76)

21 0 0 s 8
2 0 -1 0 x| [ o
10 0 -1 z | T -2
40 0 0 5 22

En donde, zo = 4, x3 = 8, x4 = 5,5, 5 = 3,5. Finalmente la solucién es: z = (0,0,4,8,5,5,3,5,0).

5.2. Moverse a un nuevo vértice

Si se encontrara en un vértice x que no fuera la solucion 6ptima, ;jHacia donde se deberia mover para
mejorar la solucion? Eso es lo que se podra verificar en el siguiente capitulo.

Definicion 26. Sea z € P. Un vector d es una direcciéon factible de x si existe un 6 > 0 tal que =+ 60d € P.

¢ Como se encuentra un d tal que se pueda mover de un vértice a otro?

Ahora se debe mover desde x hacia un nuevo vértice x + 6d, aumentando asi el valor de la variable no
béasica x; con d; = 1. Luego dejar todas las otras variables no bésicas en 0 con d; = 0 para cada variable no
bésica z; # z;, en donde, dp denota los componentes de d que corresponden a variables en g, dy denota
los componentes de d que corresponden a variables en x .

sComo se ve d?

dN = (0,0, ,0 1 ,0, ,0) Yy dB = (dB(1)7 ...,dB(m)). Se define dB = —AglAj.

)
Lugar que corresponde a x ;

¢ Por qué?

Sabemos que Ax = b y requerimos b = A(x + 6d) = Ax + 6Ad. Por ende, se necesita que Ad = 0,
0=Ad =37 Aid; = A;j + X" Apwydpu) = Apdp + Aj, lo cual implica que dp = —~AZ'Aj. En el
algoritmo de Simplex, PPL en Forma estandar: min{c'x : Az = b,z > 0}, en donde A tiene m filas y
n columnas, la base posee m columnas linealmente independientes (Ap(1),..., Ag(m)) = Ap, por ende, su
solucién basica es z: xp = Aglb, xny = 0, en donde z es factible con zg > 0, por ende, el punto & se movera
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ax—+ 6d.

El aumento de la variable no bésica z; implica d; = 1. Mantener las otras variables no basicas en cero implica
d; = 0 para cada variable no basica x; # ;.

lamamos d’ al vector j-ésima direccién basica de z. Ejemplo:

min —4x, — 3x9

21[,’1 + 21’2 + 23 =38
2x1 + X9 + x4 =6
20x1 + x2 + x5 = 60

;>0 Vi=1,...,5

Se comienza con una base B = (3,4,5), en donde g = (v3,24,25) y oy = (z1,22) con Ag =1 = Agl

8 8
zp=Ag'b=I- 6 | =] 6
60 60

Se ve que = = (0,0,8,6,60)7 en donde se mueve desde allf en direccion d = d?, d = (dpldy) y dv = (3)
(dy =0,dy =1)

Ad=0
= Apdp+ Andy = Apdp +A3-1=0
2 -2
= dp=-Ag'Ay=-1-1 1 | =| -1
1 -1

0

1

=>d=| -2

-1

-1

5.2.1. Degenerancia y Forma estandar

Cada base B posee una solucion bésica x, pero ;Puede la soluciéon basica x tener bases diferentes?
Ejemplo (en Forma estandar):

2x1 + 329 + 23 =18
4xq1 4 322 + x4 =24
To +x5=06

L1,X2,T3,T4,T5 Z 0

2 30 T 18
Base B = (1,2,4) y luego Aglm =bllevaa [ 4 3 1 o | = | 24 ], lo cual implica que xg =
010 T4 6

(x1,22,24) = (0,6,6) y xny = (z3,25) = (0,0) con m restricciones de igualdad son activas y n—m restricciones
de no-negatividad y de variables no basicas son activas, en donde, 1 restricciéon de no negatividad de variables
basicas es activa, m + (n —m) + 1 = n + 1 restricciones activas con el punto (0,6,0,6,0) es degenerado, por
ende, un punto extremo es degenerado si la variable bésica es 0, usualmente posee diferentes bases, en el caso
del punto (0, 6,0,6,0) el cual tiene la base B = (2,3,4) y luego v = (22, 23,24) = (6,0,6) y 5 = (21,25) =
(0,0), al mismo tiempo el punto (0, 6,0,6,0) tiene la base B = (2,4,5) y luego x5 = (z2,24,25) = (6,6,0)
y oy = (x1,23) = (0,0).
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Figura 23: a3 corresponde a la restriccion 2x1 +2x2+x3 = 8, a4 corresponde a la restriccion 2z +x2+2x4 = 6,
as corresponde a la restriccion f:zzf' +x] +29 — 25 = —2y aq corresponde a la restriccion 20z, + z2 + 5 =,
se deben considerar ademaés las restricciones de positividad de las variables x1, z9, 3, 4, 5, > 0. Se puede
observar la direccion factible anteriormente mencionada d permite trasladarse a un vértice adyacente, esta
se conoce como direccion factible.
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Figura 24: a3 corresponde a la restriccion 2xq +3zo+x3 = 18, a4 corresponde a la restriccion 4xy +3zo+ x4 =
24, a5 corresponde a la restricciéon a9 + 5 = 6, a1 y ag corresponden a 1,22 > 0, x3,24,25 > 0. En el
punto (0,6,0,6,0) hay 6 restricciones activas de las 5 necesarias para caracterizar una s.b.f., de las cuales 3
restricciones activas vienen dadas por el poliedro y 3 restricciones activas vienen dadas por las restricciones
de no negatividad a1, ag y as. Ese punto es degenerado, ya que normalmente se tienen n — m = 2 variables
iguales a 0 pero ahora n—m = 3, por lo tanto, una de nuestras variables basicas seré igual a 0, y como puede
ser cualquiera de esas 3 para definir la base, se tienen 3 bases distintas para el mismo punto. El punto (0, 6)
en el poliedro en forma normal también seria degenerado, ya que hay més de n = 2 restricciones activas en
ese punto para el poliedro normal.
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5.2.2. Cambio de costos al moverse en direcciéon d’

+Fs buena idea moverse en la direccion d? ? ;Qué pasa con la funcion de costos si se mueve desde x a
T+ 0d’?
Si 6 = 1 el nuevo costo es 'z +0d7) = T2 + c'd’, 1o cual implica que los costos crecen a c’'d’ =
(cEd% +¢j)=c¢; — CEA;AJ- =: ¢; donde cp = (cg(1), -+, CB(m))-

Definicién 27. Sea B la base de la soluciéon bésica x. Se llama a ¢; := ¢; — CEA;A]- los costos reducidos
de la variable x;.

» Si ¢; < 0 la funcién objetivo crece al moverse en d’.
Lema 28. Sea B la base de una solucion bdsica x e i € [m]. Entonces ¢p(;y = 0.
Se vuelve al ejemplo:

min —4x, — 329

2x1 + 229 + 13 =8
2x1 4+ x2 + x4 =6
201’1 + X9 + x5 = 60
;>0 Vi=1,...,5
En donde, zp = (23,24, 25), n = (z1,22) y asi cg = (0,0,0), cy = (—4, —3)
1 0 0 2 2 1 00
¢ = (¢1,C2,0C3,C4,05) = (—4,-3,0,0,0) — (0,0,0) | 0 1 0 2 1 01 0 |=(-4,-3,0,0,0)
0 0 1 1 1 0 0 1

én = (—4,-3), e¢g = (0,0,0) (como el Lema prometid), lo cual implica que si se mueve en direccién d* o
d? se mejora la funcién objetivo. Costos reducidos &: Si & < 0 los costos mejoran cuando se mueve en d’. Si
¢ > 0 ninguna de las direcciones d’ mejora la funcién objetivo.

Teorema 29. Sea x solucion bdsica factible con vector de costos reducidos ¢:

= Si¢ >0 luego = es dptimo.
s Six es optimo y no degenerado entonces ¢ > 0.

Demostracion. a) Se asume que ¢ > 0, sea y una solucion factbible y d = y — z, Az = Ay = b
y asi Ad = 0. Sea B la base de x, con N = [n]\ B 0 = Ad = Apdp + > ;. Aid;, es decir,
dp = — ZieN A;Aidi. ¢ Cdmo cambia el costo cuando se cambia de x a y?

cly—cTz = T (y—x) = cT'd, en donde, cT'd = cgdB—i—ZieN cidi = cE(— Y ieN ABIAidi)+Z¢eN cid; =
Yien(ci— chg,lAi)di = ;en Cidy, por cada i € N se tiene que 2; =0y y; > 0, lo cual implica que
d; > 0, por ende, ¢;d; > 0 para todo i € N, lo que implica que ¢’'d > 0, por ende, 0 < ¢T'd = c*'(y — z),
por ende, ¢’z < ¢y, finalmente z es 6ptimo.

O

Demostracidn. b) Se supone que ¢ < 0 para algtn j, entonces x; debe ser una variable no basica.
zp > 0 con x es no degeneraday zy =0y d% > 0= 30 > 0s.a. z +6d’ > 0, por ende, A(z + 0d7) =
Az+0Ad’ = Az = b, lo que implica que el vector z+6d’ es factible con ¢?'(z+0d’) = cTx+¢;0 < Tz

y asi  no es 6ptimo.
O
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Figura 25: La funcién objetivo es min —4z; — 3z, lo que implica que el vector de mejora de la funcién
objetivo es en direccion (4, 3). Las direcciones desde el origen son d; y da, con las cuales se puede desplazar
a alguno de los 2 puntos adyacentes, y a favor del crecimiento de la funciéon objetivo, pues el 6ptimo mejora
tanto aumentando x; como x5, cumpliendo lo que senala el teorema de los costos reducidos positivos.

45



-1

Figura 26: Una forma grafica de observar el teorema anterior, si ¢ > 0 luego x es 6ptimo, es con el siguiente
ejemplo. Se tiene la funciéon objetivo min c'z, entonces el gradiente de esta es ¢, pero esa no es la direccion de
crecimiento del problema, si no que es —c. Dado esto, para mejorar el valor 6ptimo, se debe mover siguiendo
su vector de crecimiento. Por lo tanto, en el instante en que no hay ninguna direccién factible a favor de este,
ese punto seré el 6ptimo. Matematicamente se puede observar al calcular el producto punto de —ctd, lo cual
serfa |c||d| cos(A) siendo A el dngulo entre ambos vectores. Este producto punto sera positivo, es decir, se
movera la direccion de crecimiento, si 6 se encuentra en los cuadrantes a la derecha de la recta vertical que
se coloco en el punto, por lo tanto, si A se encuentra a la izquierda de esta recta, entonces el producto punto
serfa negativo y no hay direcciones para mejorar el valor éptimo. Desarrollando ese resultado se obtiene que
—c'd <0, lo que es equivalente a ctd > 0.
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Figura 27: Sea el punto Y, el cual es el 6ptimo, por lo tanto, deberia cumplir el criterio c!d > 0 para toda
direccién en el cono de direcciones factible del punto Y. El problema es que existe una direccion factible en
especifico, d3, donde se tiene que ctd < 0, lo que implica que utilizando esa direccién atin se puede mejorar
la funcion objetivo. Esta direccién tiene un tema en especifico, el cual es que corresponde a moverse a través
de la restriccion degenerada, pero esto no es posible, ya que esos puntos no son factibles dentro del poliedro.
Es por esto que no se utiliza este criterio en puntos con restricciéon degenerada.

Definicién 30. Una base B es 6ptima si se cumple que Aglb >0yel = — chglA > 0.
= Cabe destacar que una base 6ptima implica una solucién bésica factible que es 6ptima.

» Sea z una solucion bésica factible, la cual se mueve en una direccién d? con ¢; < 0 4Cudnto se deberd
mover? Se deberd mover lo mds lejos posible en donde el costo disminuya en d?, es decir, se mueve al
punto = + 0*d? donde 0* = méx{f > 0|z + 0d’ € P}.

= Pero entonces la prequnta es ; Como se calcula 0* 2 Por cada 0 es 2+0d7 € P A(xz+0d7) = Ax+0Ad’ = b
=0
para cualquier 6 con restricciones no negativas. Teniendo asi los siguientes casos:

eSid?>0asiz+60d >0 para cualquier 8 > 0 y asi el PPL es no acotado, se debe terminar el
algoritmo que se estad ocupando para encontrar el 6ptimo.

e Sid/ #0: 0" =méx{0 > 0|z; + Qd{ > 0 Vi}, por cada i con d{ < 0 es necesario que x; + Gdz >0

& Hdz > —x; & 0 < —% o cual implica que 8* = max{0 > 0|xi+0dz >0Vi} = mfn{i|d{

Zy —T
d! <0} a4l

Por ende, se mueve a y := x + 0*d’ generando la nueva base, en donde z; entra a la base. Alguna
variable en la base antigua se vuelve cero cuando se mueve desde = a = + 8*d’, por ende, se saca esta
variable de la base, resultando la base B. Si todas las soluciones basicas factibles no degeneradas 6* > 0
y exactamente una variable de la base se vuelve cero.

Teorema 31. El punto y es solucion bdsica factible para base B.

Pero teniendo en cuenta todo lo anterior, ;Como funciona Simplex? Mediante iteraciones, las cuales se
conforman por pasos que se detallan a continuacion:
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1. Se comienza con la base B = (B(1),..., B(m)), matriz Ag = (Ag), ..., Apm)) se define la solucion
basica factible x: rp = (I’B(l),:CB(Q), IB(m)) = Aglb YIN = 0.

2. Se calculan los costos reducidos ¢; = ¢; — c5AZ' A; por cada variable no basica z;:

a) Si todos ¢;j > 0, entonces se encuentra alli el 6ptimo.

b) Escoger algin j con ¢; < 0.
3. Calcular d := dfg = —A;Aj. Si d > 0 entonces el 6ptimo es —oco.

4. Escoger el indice £ tal que:
_IBO g JIBO g
de {ild;<0}  d;

5. Se genera una nueva base reemplazando x (s con z;.

6. Nueva solucion basica factible y:

a) y; = 6.
b) yp() = T + 0*d; para i # L.
¢) yi=0parai¢ BU{j}.

7. Regresar al paso 1.
= Se vuelve al ejemplo:

min —4x, — 3o

2931 + 21‘2 + I3 = 8
2x1 4+ x2 + x4 =6
201 + x2 + x5 =60

;>0 Vi=1,...,5

8 8
Se tiene B = (3,4,5), Ap = y 25 = Ag' 6 = 6 |,xzny=1(00).
60 60

» Con z = (07078a6a60)T7 Irp = (.133,.’134,$5) Yy TN = (xla'rQ)a CN = (_4’ _3) En dondev c = CT -

chglA = (—4 =300 0). Se selecciona j = 1, por ende, d = fA]_glAl = (=2 —2 —20), por ello, corres-
ponde a mover en direccion d* = (1,0, —2, —2, —20) para = + 0*d'. En donde, 0* = mfn{i\d?<o} —g =
ml’n{%, g, %} = 3. Luego, escoger £ = 3, entonces x; entra a la base, mientras rp(3) = x5 sale de la
base, por ello se mueve a x + 3 - d* = (3,0,2,0,0), lo que implica que B = (1,3,4), x5 = (71,73, 74),

Ty = (22,25).

2 10 0 0 0,05
Ag=1 2 0 1 = A =110 -01
20 0 O 0 1 -0,1
Teniendo asi los costos reducidos como siguen:
0 0 0,05 2 0
¢=(-4 —3000)—(—4,0,0) 1 0 —-0,1 1 0 =(0 —2,8000,2)
0 1 -0,1 1 1

e Se selecciona j = 2,x5 entra a la base.
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e Se calculan d y 6, obteniendo asi d = —A;Ag = (-0,05,-1,9,-0,9)T y 0* = min{i|d?<0} —% =
2 0 ’

rm’n{o‘%7 15>59) = 0, luego 0* = 0. Por ende, implica que el punto es (3,0,2,0,0), es por ello
que corresponde moverse a:

3 —0,05
0 1
2 [ +0r| —-19
0 ~0,9
0 0

Si se estd en el mismo punto, pero con x, entrando a la base y z4 saliendo de ella, implica que
xp = (x1,22,23), TN = (x4, 25), lo cual pasa solamente cuando z es degenerado.

Teorema 32. Se asume P # 0, toda solucion bdsica factible es no degenerada, y el algoritmo es iniciado
con una solucion bdsica factible. Luego este concluye después de un miumero finito de iteraciones. Cuando se
termina, hay dos posibilidades:

1. Se tiene una base dptima y una solucion bdsica factible que es dptima.

2. Se encuentra un vector d el cual satisface Ad =0, d >0, yc'd <0, y asi el PPL es no acotado, es
decir, el éptimo es —oo.

Demostracion. 1. 1. Si el algoritmo termina en el paso 2, es 6ptimo, ya que ¢ > 0.

2. 2. Si el algoritmo termina en el paso 3, es una solucién bésica factible x y se encuentra la direcciéon
d? > 0. Con Ad’ = 0, lo cual implica que = + 6d’ € P para todos § > 0, ¢c’'d’ = ¢; < 0, por ende, el
costo de z + 0d? es ¢ (x +0,d7) = cT'w + 9@, lo cual implica que el PPL es no acotado.

<0

3. Finalizacion: Para no degenerancia siempre se cumple que §* > 0, el costo del nuevo punto = + 6d’

es cl'(z + 0d) = "o + 9@ < ¢z, lo cual implica que en cada pivote el valor objetivo decrece

<0
estrictamente, lo cual implica que ningtun vértice se visita dos o més veces, es decir, un namero finito

de iteraciones.

O

5.3. Problemas degenerados

Gracias a la definicién de degenerancia aprendida en el capitulo anterior, se puede ahora proceder a
comprender lo que es un problema degenerado, es decir, aquel que posee la nueva solucién igual al antiguo
problema, pero diferente base, lo cual implica que no hay progreso.

» Lo anterior sucede si d! < 0, pero variable bdsica x; = 0

= Kl algoritmo Simplex puede ciclar y estar siempre en la misma solucién, para evitar aquello, se hace lo
siguiente:

e Se selecciona variable que entre a la base.
e Se selecciona la variable que salga de la base.

= Regla de Bland

1. Buscar el menorj para el cual ¢; < 0 y dejar que x; entre a la base.

2. De todas las variables x; sale de la base, la variable x; con menor i.

Generando asi un ntmero finito de iteraciones. Cabe destacar que existen otras reglas para pivotear
que garantizan el ntmero finito de iteraciones.
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Figura 28: La funcién objetivo es min —4xz; — 3x2.a3 corresponde a la restriccion 2z, + 2x2 + 3 = 8, ay
corresponde a la restriccion 2z, + x2 + x4 = 6, a5 corresponde a la restriccion f:ci*' +x] +T2o—2T5 =—-2yaq
corresponde a la restriccion 20z + x2 + x5 = 60, se deben considerar ademaés las restricciones de positividad
de las variables x1, x2, 3, 24,25, > 0. En este ejemplo se puede apreciar mejor el caso de degenerancia en
el algoritmo simplex. Los costos reducidos dan como opcién moverse en direcciéon de dy; o do. En primera
instancia, se movera en di, de esta manera x; entra a la base y se observa que x3 sale de esta, llegando al
punto (3,0,2,0,0).Se inicia la segunda iteracion, y segtn los costos reducidos se obtiene que x2 entra a la
base, asi que se sigue esa direccion, pero se tiene que al calcular cuanto moverse obtenemos que 6 es 0, es
por esto que se debe tener cuidado con puntos degenerados.
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5.4. Encontrar solucién béasica factible inicial

Simplex requiere solucién basica factible para comenzar, pero la pregunta es ;Cémo se encuentra? jFacil,
con otro PPL!

= Problema dado:

minc' x

s.a.Ax = =b

Se asume que b > 0, lo cual puede ser logrado multiplicando las filas por —1.

= Problema nuevo/artificial:

m
min E Ui
i=1

s.a.Ax +y = =b

y=>0

Si z es una solucion factible para el problema dado, implica que (x,0) es solucion factible para el nuevo
problema con costo cero, es decir, la solucion 6ptima al nuevo problema tiene costo cero (z*,y*), es decir, el
problema es factible.

= Fase I:

= Resolver el problema artificial comenzando por el vértice * = 0, y = b, el cual es solucién béasica
factible. La base inicial consiste de todas las variables y.

= Sea (x,y) la solucion final al nuevo problema:

e Si y # 0 el problema dado es infactible.

e Siy =0, x es solucion factible al problema entregado.

= Sea (x,0) solucion bésica factible 6ptima del nuevo problema con base B, si B contiene solo variables
x, implica que x es solucién basica con base B del problema dado. Se asume que B contiene sélo k < m
variables z. En (z, 0) solo las variables TB(1)s -+ TB(k) Pueden ser no-cero y Doict Ap@iyTB(i) = b, con co-
lumnas Ag(1), ..., Ap(r) linealmente independientes, se pueden encontrar los indices B'(k+1), ..., B'(m)
tal que Ap(1y, s AB(k)s AB/(k+1)s s AB/(m) sean linealmente independientes. B’ = (B(1), ..., B(k), B’ (k+
1),...,B’(m)) es base de z en el problema dado.

= Fase II:
= Resolver problema dado.

» Comenzar con z y base B'.
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5.5. Simplex: Método Full Tableau

En general, el algoritmo Simplex se puede ejecutar de diversas formas, en este capitulo en particular se
procedera a detallar la forma en la que se utiliza el Tableau, el cual es una tabla en donde se ordenan las
matrices necesarias para pivotear y llegar a la solucion 6ptima de un PPL.

= Inicializaciéon: Tableau para solucién basica factible con base B.

—chB C1 Cn,
TB(1) | |
1 1
Az Ay A A,
T B(m) | |
—cEAGD | T —cEAGTA
ALy AT A

En la columna cero: A5'b se sittian los valores de variables bésicas, ¢ son los costos reducidos. —chap
es el valor objetivo negativo.

= Paso pivote:

1. Si € > 0 hay que detenerse, en caso contrario, se debe escoger j con ¢; < 0.
2. Se considera u := Az A; (j-ésima columna del Tableau). Si u < 0 entonces el 6ptimo es —oo.

3. Para cada i con u; > 0, se calcula xg(;)/u;. Sea £ el indice de una fila que minimice el ratio, la
columna Ap(y) posee base y la columna A; entra a la base. Nueva base B: B({) = j y B(i) = B(i)
para cada i # £.

4. Se divide la ¢-ésima fila por ug.

5. Se suman los miltiplos de ¢-ésima fila para todos las otras filas, aparte de uy en donde la columna
j-ésima se hace cero incluyendo a la fila cero.

T A—1 T T A1
7631413 b|c chAB A
AB b AB A

Ejemplo:
= Solucion inicial: (0,0, 0,20, 20,20). Luego B(1) =4, B(2) =5, B(3) =6. Ag =1 = Agl, cg =0y asi

c=c.
= 1 <0, se selecciona el pivote
» (=2 min xpy/ui (0 =3 también)
s Por ende, A1 entra a la base, As deja la base.

Definicion 33. Un vector u € R™ es lexicograficamente positivo si la primera entrada no-cero es positiva:
U >0 0. Para u,v € R™ se tiene u >jep v 8Si 4 — 0 >pez 0.

Regla lexicografica de pivoteo

1. Se escoge una variable entera x; de forma arbitraria dentro de las que cumplan ¢; < 0. Sea u := A;Aj
(j-ésima columna de Tableau).

2. Por cada i con u; > 0: Se divide la i-ésima fila del Tableau de Simplex por u;, luego se escoge el méas
pequeinio de forma lexicografica de la fila £, por ende, la variable basica z () sale de la base.
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Teorema 34. Suponga que al iniciar este método todas las filas, aparte de la fila cero son lexicogrdficamente
positivas. Cuando se sigue la regla lexicogrifica de pivoteo:

s Toda fila aparte de la fila cero se queda lexicograficamente positiva.

s Fila cero crece de forma estricta en su forma lexicogrifica en cada iteracion, lo cual implica que el
Simplex termina después de un numero finito de pasos.

» Inicialmente todas las filas necesitan ser lexicograficamente positivas.

= Si no es el caso en la solucion dada, entonces se deben reordenar filas y columnas de A s.a. 1, ..., Ty,
las bases iniciales, lo cual implica que el Tableau resultante posea filas lexicograficamente positivas.

* *

AZ0 >0 | IAG A AGT A,

6. Dualidad

Dado un PPL, ;Coémo se puede argumentar facilmente que la solucién no puede ser mejor que otra?
;Existira una manera de encontrar la soluciéon a un costo menor? Para lo anterior, se utiliza Dualidad.
Asociado a cada problema lineal o primal (P), existe otro problema de programacion lineal denominado
problema dual (D) , que posee propiedades y formas de enfrentase similar, pero importantes a destacar.

Se destaca, por ejemplo el siguiente PPL:

(P) minz(z1,22) = =321 + 22
x1+22>0 (3)
w1 — 225 > —6 (4)
1+ 29 <5H (5)
S5x1 — 29 < 20 (6)
— 3z +x9 > —40 (7)
To >0

Suponiendo que se encuentra la siguiente solucion, no necesariamente 6ptima: (4,0), en donde la funciéon
objetivo vale —12 ;Cuan lejos se encuentra del 6ptimo?
Sea x* la solucion optima y z* := z(x7,23) con z* < —12 la cota inferior : (7)

—3x1 + o > —40
Entonces z* > —40. Luego, se calcula (3) + (4) -5x (5)
—3x1 — 6y > —31

= z* > =31
= =31 < -3x; —6xy < =3z + 23 = 2(x1,22), V1,29 € P

Para buscar otra cota, se realiza el siguiente calculo: —3x (5)

—15 < =321 — 323 < =31 + 22 = 2(21, X2)

Obteniendo asi z* > —15. Entonces se sabe que —15 < z* < —12, con lo anterior se concluye que el valor
6ptimo que se tenfa —12 no era tan malo. Se comienza a formalizar la aseveracién anterior, multiplicando
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las restricciones por las variables: y1, y2, ¥3, Y4, Ys

1+ 22 20 | 41 >0

r1 — 219 > —6 | ‘y2 >0
x1+x2 <D | -y3 <0

511 — x99 < 20 | ‘4 <0
—3z1 + 22 > —40 | y5 >0

Esto lleva a lo siguiente:

y1(x1 + x2) + y2 (21 — 222) + y3(x1 + 22) + ya(5x1 — x2) + y5(—3x1 + 22) > Oy1 + (—6)y2 + Sys + 20y — 40y

Swr-(yr+y2 +y3s+5ys —3ys) +22(y1 — 2y2 +y3 — ya +ys5) > 0-y1 — 6y2 + Syz + 20y4 — 40ys

En donde se busca que el término que acompana a x1 en el lado izquierdo sea igual a —3 y el término que
acompana a xo en el lado izquierdo sea menor o igual a 1:

- (1 +y2 +ys +5ys —3ys) w2 (Y1 — 22+ Y3 —ya +ys) < =3z + w2 Vo, zp € P

=-3 <1

Entonces se sabe que:
2" > 0-y1 — 6y2 + Sys + 20y4 — 40ys5

Por ende, si se tiene el siguiente PPL
Y1+ Y2 +ys+5ys — 3ys = =3

Y1—2y2+ys—ys+ys <1
y1,Y2,Y5 = 0, y3,y14 <0

Teniendo en cuenta que la mejor cota inferior lleva al PPL siguiente

(D) méx w(yi,y2,Y3, Y4, Y5) = Oy1 — 6y + 5y3 + 20y4 — 40ys
Y1+ Y2 +y3+5ys — 3ys = —3

Y1 —2Y2+ys —ysa+ys <1

Y1,Y2,Y5 > 0, y3,y4 <0

Entonces sea w* la solucion optima del PPL (D), se observa lo siguiente:
w(y17 Y2,Y3,Y4, y5) <w' <2< Z(xla 1‘2) V factible (3317 372), (yla Y2,Y3, Y4, y5)

Se tiene que z* = (4,0) y z* = —12, asi existe una solucién y* = (0,0,0,—%,0) y w(y*) = =12, lo cual
implicqa que z* y y* son 6ptimos para (P) y (D).

1 1 0
1 -2 —6
» Primal: Min (-3 1) ( il )7 matriz: 1 1 y 5
2
5 -1 20
-3 1 —40



» Dual: Max (0 —6 520 — 40)

1
Y2
Ys
Ya
Ys

1 1 5

triz: 1
, matriz: 1 —9 1 _1

-3

) (7)

Es importante observar que la matriz del primal es la transpuesta del dual, por ejemplo, el vector costos del
primal, si se transpone, es el vector b del dual.

6.1.

Duales para PPL’s arbitrarios

Antes de comenzar, se debe tener en claro que para formular problemas duales se debe asumir que el
Primal posee una matriz A, vector de costos ¢! y vector b, entonces el Dual posee una matriz A”, vector de

costos bT y vector c.

Dicho lo anterior, siempre que se tenga un problema Primal en minimo y se quiera formular el Dual,
se puede hacer mediante la siguiente tabla. Cabe destacar que las restricciones del Primal, corresponden a
las variables del Dual y viceversa. También es importante mencionar que si el Primal no se encuentra en
minimo, entonces se puede utilizar la tabla al revés sin problemas.

Ejemplo numérico:

Primal (P):

Dual (D):

Ejemplo matricial:

PRIMAL Minimizar Maximizar DUAL
> b, >0
restricciones < b; <0 variables
=b; Libre
Z 0 S Cj
variables <0 > ¢ restricciones
Libre = ¢
minxzy + 22 + 3x3
s.a.
-1 +3x9 =5 —— >y (Libre)
211 —ry +3x3 >6 ——>1y3 >0
T3 <4 ———->y3<0
I Z 0
X9 S 0
x3 Libre
max 5y; + 6ys + 4ys
s.a.
=1y 2y <1
3y1 —1y2 Z 2 Y1 (lere)
3y +lyz =3
y2 >0
y3 <0

» Primal (P): minc’z s.a. Av =b,2 >0

» Dual (D): méxy’bs.a ATy <c
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6.2. Dualidad débil
Continuando con el ejemplo anterior, se verifica que siempre se cumple lo siguiente:

Teorema 35. Se considera el PPL con la matriz A, funcién de costos ¢ y vector b en el Primal. Sea x una
s.b.f. para el Primal e p una s.b.f. para el Dual, entonces:

yTb <z

Demostracion. Sean al', ... al las filas de Ay Ay, ..., A, las columnas de A. Se define

' m

i = yi(ai © —by)

o T
vj = (¢; —y Aj)z;
Siendo ¢ la i-ésima restriccion del (P):
u a;fpx > b;, entonces y; > 0 = u; >0

] aiTa: < b;, entonces y; <0 =u; >0

T

= a; x = b;, entonces y; Libre = u; =0

Lo anterior implica que u; > 0. De la misma forma, se procede a analizar v; > 0:

Z w; =yt Az —yTb

Z v; =cle —yT Az
J

Teniendo asi: 0 < >, u; + >, v = (yT Ax —yTb) + (cT'z — yT Az) = T — yTb O
Corolario 36. n Si el costo optimo del (P) es —oo, entonces el (D) debe ser infactible.
» Si el costo dptimo del (D) es +o0, entonces el (P) debe ser infactible.

Demostracion. Se tiene como supuesto que el costo 6ptimo de (P) es —oco y el (D) posee una s.b.f y. Por
Dualidad débil, y satisface b7y < ¢?'x para cada s.b.f. del (P) x. Pero existe una s.b.f del (P) Z con ¢’z < bTy.
Por ende, existe contradiccion. O

6.3. Dualidad fuerte
Teorema 37. Si un PPL posee solucion finita dptima:

= El Dual posee solucion finita dptima

= Sus respectivos costos optimos son iguales
Demostracion. Se considera el problema en forma estandar:

mincTz

s.a.
Ax =D
x>0

Se ejecuta Simplex con una regla anti-ciclos. Existe una s.b.f. x para la base B que es 6ptima, en donde
—1
rp = AB b.
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= Ejemplo:

min 3z + o
s.a. x1+xg —x3 =2
201 —x9 — x4 =10
T1,X2,T3,T4 Z 0

Solucién optima: (2/3,4/3,0,0)
Base optima: {z1, 22}

Costos reducidos son no-negativos, asi ¢’ — chglA >0, es decir, (0,0, g, %)

1/3 1/3

Luego, se define la solucion dual y7 := c5AZ' = y7 = (3 1) ( 2/3 —1/3 ) =(5/32/3)

Entonces ¢T — chglA >0l > CEA;A < ¢’ > yT Ay asi y es factible para el problema dual,

siendo este:

max 2y
sa. Y1 +2y2 <3

Y1 —y2 <1
-3 <0&y1 20
—y2 <0 y2>0

w yTh= chglb = chB =Tz

2y; = 10/3 = 3x1 + x2

= Dualidad débil implica y es 6éptimo para el problema dual.

= Posibilidades para primal-dual

En la siguiente tabla se muestra la relacion entre primal y dual segtin su naturaleza, por ejemplo, si el primal

es Infactible, el dual puede ser no acotado o infactible como se ve en la siguiente tabla:

Dual
Optimo finito | No acotado | Infactible
Optimo finito si no no
Primal No Acotado no no si
Infactible no si si

= Ejemplo: Primal y dual infactible, cabe destacar que lo son debido a que sus restricciones no son Li.

min x + 2x9 max y + 3yo
(P) 1+ = 1 = (D) Y1+ 2y2
221 +2x9 = 3 Y1 + 2y2

o7
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6.4. Holgura complementaria
Definicion 38. Sea x e y s.b.f. para primal y dual, respectivamente:

T

» ¢-ésima restricciéon en primal es activa en x si a; x = b;

» j-ésima restriccion en el dual es activa en y si yT A; = ¢;

Ejemplo:

= Primal:

min 3z + 2
sa.r1+x9 —x3 =2
2$1 — X9 — Ty = 0
T1,X2,T3,T3 > 0

= Dual:

max 2y
s.a. Y1 +2y2 <3
y1—y2 <1
y1 >0
y2 >0

Dada una soluciéon 6ptima del primal z = (2/3,4/3,0,0), 21 > 0y 2o > 0, lo cual implica que la primera
y segunda restriccion del dual son activas. Solucion 6ptima del dual satisface y; + 2y =3y y1 —y2 = 1
Solucion optima del dual es y = (5/3 2/3) y1 > 0y y2 > 0 = Primera y segunda restriccion del primal son
activas.

Teorema 39. Sea x ey s.b.f del primal y dual, respectivamente. Entonces x e y son ambas dptimos ssi:
yi(alz —b;) =0 Vi
(c; —y"Aj)z; =0 V)
Demostracion. Se asume x y y Optimos:

» Se define u; = y;(al x—b;) y vj = (¢;—yT Aj)z;. u; > 0y v; > 0Vi,j. Do Uit v = ,
prueba de igualdad dbil

T T

clx—y'b 0 lo que implica que u; = 0 y v; = 0 para todo ¢, j.

dualid;ifuerte

T

cTx—yTh, entonces c”

» Siu; =0yv; =0Vi,jimplicaque 0 =3, u;+3;v; = xz=1y"b

prueba de igualdad dbil
lo que implica que z,y son 6ptimos por dualidad débil.

6.5. Lema de Farkas

Usualmente verificar la factibilidad de un PPL es costoso y/o complicado, es por ello que se buscaron
formas mas faciles y eficientes de hacerlo, una de ellas fue el Lema de Farkas, con el cual se puede verificar
facilmente la infactibilidad de un PPL.

Lema de Farkas: Sea A € R™*"™ y b € R™. Entonces una de las siguientes se cumple:

1. Existe un x > 0 tal que Ax =b
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b

——--——-----—---—---——————-—_--—---b

-1

Figura 29: Graficamente se puede notar que el producto punto entre los vectores A; y el vector y es positivo,
vy que el producto punto entre el vector y y el vector b es negativo, por lo tanto, se tiene que el vector b
no se puede obtener con combinacion lineal de los vectores A;, es decir, no pertenece al conjunto senalado
con color plomo. Finalmente, dado lo anterior se tiene que se puede encontrar un hiperplano que los separa
ytz = 0 para una variable z.

2. Existe un vector y tal que y7A >0y y7b < 0.

= Prueba: Si (1) se cumple: Sea y un vector con A7y > 0. Entonces y*b =y Az > 0 (con z > 0) y asi
(2) es falsa. En cambio, si (1) no se cumple, se consideran dos problemas (P) y (D) como sigue:

méx0 -z min b’y
(P) Az = b = (D) yTA > 0
x > 0 Y libre

Primal es infactible, lo que implica que dual es no acotado o infactible. y = 0 es solucién factible del
dual, lo que implica que el dual es no acotado, es decir, OPT = —oo, por ende, existe una solucién dual y
con yTA>0yy'b=0b"Ty <0.

6.6. Simplex Dual
Se considera el PPL primal en forma estandar:

min ¢z

sa. Axr=0»
x>0

Y su respectivo dual:
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max yTb
sa. ATy <ec

Dada la base B y soluciéon del primal xp = A;lb, xny = 0, es factible si zg = Aglb > 0 y es Optima si
c=cl — ch]_glA >0s > CEA;A.

Luego se define la solucion del dual y” := chgl, c>0ecl > ch]_glA = yTA & y es factible para
el problema dual. Y ¢’z = cLap = chglb = y7b implica que el primal y dual poseen el mismo valor de
la funcion objetivo, lo que implica que si ¢ > 0, existe una solucién al dual con el mismo costo que z. Si
adicionalmente A;lb > 0, implica que x es factible y que tanto x como y son 6ptimos.

Pero entonces ;Como es una iteracion del Simplex dual?
1. Se comienza con la matriz B s.a. ¢ = ¢ — CEA;A > 0.

2. Si Aglb > 0, se tiene una base 6ptima. Por ende, las soluciones del primal y dual correspondientes son:
g = Aglb, zy =0,y = chgl. Se debe parar, en caso contrario, se elige £ con xg(y) < 0.

3. Se considera (-ésima fila del Tableau del PPL zp(),v1, ..., vn. Siv; > 0 para todo ¢, entonces el 6ptimo
dual es 400 y el primal es infactible. Se debe parar.

4. Para cada i tal que v; < 0, se calcula ¢;/|v;|, en donde sea j el indice de la columna que corresponde
al ratio menor. La columna Apg() sale de la base y la columna A; entra a la base.

5. Se agrega a cada fila del Tableau un multiplo de la ¢-ésima fila para que v; se convierta en 1 y todas
las otras entradas de la columna pivote sean 0.

Ejemplo: Solo la segunda fila posee entradas negativas en la columna cero-ésima ->Segunda fila es la fila
pivote, v2 < 0 and vz < 0, todos los otros v; son no negativos. é/|va| = 3, ¢3/|vs] = 10/3 ->Segunda
columna es la pivote. Por ende, se genera asi un nuevo Tableau. El algoritmo puede ciclar, es por ello que
se ocupa la regla anti-ciclo de Bland, en la cual se elige cualquier fila £ con zp(s)<o para que sea fila pivote.
Luego de ello, se determina por cada columna con v; < 0, dividir todas las entradas por |v;| para finalmente
escolger de forma lexicografica la columna méas pequena. Si hay un empate, se escoge el menor indice.

6.7. Multiplicador de Lagrange

En capitulos anteriores se ensené a derivar el dual mediante la utilizacion de la tabla de conversion, pero
existe otra forma de encontrar el problema dual desde un primal y esta es mediante el multiplicador de
Lagrange.

Supongamos que se quiere resolver el siguiente problema: min 29 + 23
sa.x1+xo =1
Se comienza introduciendo el multiplicador de Lagrange y y forma la relajacion Lagrangeana:

mi 2 + 22 + y(1 — z1 — x9)

L(z1,72,y)
Por cada y, se obtiene el problema relajado ming, », L(z1,z2,y) y se tiene

min L(z1,z9,y) < min o3+ a3
x1,T2 x1,r9:x1+x2=1

Lo anterior implica que min,, ,, L(21, Z2,y) es la cota inferior del éptimo por cada y. Cabe destacar que por
cada y la solucion 6ptimo de min L(x, y,y) es la cota inferior del 6ptimo del problema original.

Se tiene entonces el problema primal:
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mincTz

sa. Az =b
x>0

Sea z* la solucion 6ptima, se considera el problema relajado, en donde y es un vector y ¢g(y) el costo 6ptimo
para el problema relajado:

minc? + 4T (b — Ax)
s.a. x > 0 ylibre

9(y) = m>1'101 [Tz +y"(b— Az)] < T2 +y"(b— Az*) = T2*

Por cada y se tiene una cota inferior, es por ello que se quiere encontrar el mas grande de ellos:

max g(y)
s.a. ye€R”

9(y) = ming>o ("= +y" (b — Az)) = y"b+ min,>o(c" —y" A)z
= Sicl —yTA> 0 entonces minxzo(cT —yT Az =0

» Si ¢T — yT A posee una entrada negativa, entonces entra min,>o(c? — y? A)x = —oo, lo que implica
que ming>o(c? — yT A)z € {0, —o00}, por ende, g(y) € {y7b,—oo}, lo que implica que se satisface la
bisqueda de y en donde ¢’ — yT A > 0. Es por lo anterior que el problema dual queda de la siguiente
forma:

maxy’b
sa. yTA<cl & ATy <c

6.8. Precios sombra

Imagine que se puedan cambiar los valores del vector b, ;Qué pasaria con los costos? Para responder lo
anterior, se analiza el siguiente ejemplo:

En una firma se quiere maximizar la utilidad obtenida por la venta de dos de sus productos estrella:
P y W, en donde las utilidades de cada uno son 100 y 130, respectivamente. Se sabe ademés que el stock
disponible de P es 16 y 15 de W y que la venta de ambos productos en conjunto no pueden superar las 21
unidades. Finalemente, se tiene que si la utilidad de W esta en 1,5 y el de P en 1, al vender ambos productos
en forma conjunta su utilidad maxima sera de 27, en cambio, si la utilidad de W es de 0,3 y 0,5 para P, su
méxima utilidad seré de 9. Se plantea el PPL como sigue:

méx 130W + 100P
sa. 1,5W + P < 27
W+ P <21
0,3W +0,5P <9
W <15
P <16
W,P>0
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Figura 30: ay es la restriccion 1,5W + P < 27, as es la restricciéon de interés en este problema W + P < 21,
asz es la restriccion 0,3W + 0,5P < 9, a5 es la restriccion P < 16, ag es la restriccion W < 15, el poliedro
también incluye las restricciones W, P > 0 de no negatividad. Se puede apreciar graficamente el 6ptimo del
problema, que corresponde al punto g=(12,9) con valor 6ptimo 2460. Si la restriccién de interés aumenta
en 1 unidad su b, el 6ptimo es el punto p=(10,12) con valor 6ptimo 2450 y si disminuye en una unidad, el
punto 6ptimo pasa a ser r=(14, 6) con valor 6ptimo 2420. Este cambio en la funcion objetivo sélo sucede con
cambios unitarios del vector b.

La soluciéon 6ptima es: W = 12, P = 9, en conjunto con su valor = 2460, por ende, una unidad extra 21 — 22,
produce: W = 10, P = 12 y su valor = 2500 = 2460+-40.
En cambio, una unidad menos, es decir, 21 — 20, se tiene que W = 14, P = 6, y valor= 2420 = 2460-40.
Entonces, cambiando la capacidad en pocas unidades: Cambia la funcion objetivo en 40$ por cambio en uni-
dad de capacidad. f El precio sombra de la restriccion en el caso anterior, es decir, el cambio del costo 6ptimo
por unidad de cambio del vector b es 40, pero s6lo en cambios de pocas unidades, ya que el comportamiento
cuando las unidades son mayores es diferente como se a continuacién:
Dos unidades extra, es decir, 21 — 23, producen: W = 10, P = 12 y el valor es 2500 = 2460440, en lugar
de 2460+80.

En cambio, dos unidades menos, es decir, 21 — 19, producen: W = 15, P = 4 y el valor sera 2350 =
2460-110, en lugar de 2460-240.

Se considera el siguiente PPL:

min Lz

sa. Ax=1b
x>0

Sea B la base optima y ¢ = (zp,xn) con g = Aglb v xn = 0, suponga que se cambia b; a b; + d por un
pequeno 4.
Se define entonces la nueva solucién correspondiente a la misma base 2’5 := A (b+de;), cTa’ = c5AZ (b +
de;) = cgmB + CEAgl(Sei
——

costoanterior
Asi, el valor c5AL'e; es el precio sombra de la i-ésima restriccion.
Se tiene entonces el problema dual:

62



max yTb
sa. ATy <ec

Se construye asi, la solucién del dual para la base B: y” := chgl, lo que implica que es factible si la base
B es 6ptima, ya que ¢ — chl;lA >0e > chglA & ¢ > yT A. Por lo anterior, el precio sombra
corresponderia a x y la i-ésima restriccién es yTe; = y;. Cabe destacar que la solucién dual a la base B
indica los precios sombra.

6.9. Interpretaciéon dual de costos reducidos

Se considera el primal en forma estandar:

min ¢’z

sa. Az =10
x>0

Y el dual correspondiente:

max yTb
sa. ATy <c

Dada la base B para, la soluciéon primal es zp = Aglb, rzy = 0 es factible si g = Aglb > 0, y 6ptimo si
c=cl — chE;lA >0s > chglA

Una prueba alternativa de lo anterior, si ¢ > 0 y z es factible, entonces © = (x5, x ) es 6ptima. Se asume
entonces que ¢ > 0 segin la base B, se define el vector y := chfgl, c>0«ecl > chglA =yTA sy
es factible para el problema dual. Entonces, ¢’z = cLzp = CEA]; b = y7b, implica que las soluciones del
primal y el dual poseen el mismo valor objetivo, por ende, x y y son 6éptimos.

7. Analisis de sensibilidad

Imagina que un arquitecto planea construir una casa con sus diversas caracteristicas, ya sea tamano de las
habitaciones, cantidad de pisos, entre otras. Pero en un punto del proceso, el arquitecto piensa que la ventana
ubicada en el tercer piso debi6 hacer sido un poco més grande...se encuentra en un gran dilema: Desechar el
plan completo o modificar el antiguo plan, detallando el pequenio cambio de la ventana. Claramente es mas
eficiente la segunda opcion. Algo similar se hace con los PPL, pudiendo distinguir asi los cambios en el valor
de la funcién objetivo debido al aumento o disminucién de algin elemento. Como ejemplo de lo anterior, se
tiene el siguiente PPL:

min ¢’z
Ax = b
T > 0

Sea z* la solucion 6ptima para alguna base B. Se supone en este punto entonces que se cambian datos a
este modelo, ;Siguen x* y B siendo 6ptimos? Si la respuesta es no, ;Cémo se puede obtener una soluciéon de
forma rapida? ;Por cuédnto cambia el 6ptimo? ;Por qué es esto relevante?

» Verificar existencia de errores.
= Incerteza de data.
= Robustez.

= Usualmente solucionar un PPL es costoso, por ende, si la data cambia, se pueden obtener valores de
forma rapida sin incrementar en gran medida los costos.

Se asume que las filas de A son linealmente independientes dada una solucién 6ptima z* con la base B,
teniendo entonces:
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» Az'b > 0 (Factibilidad)
» ' —cLAZ'A > 0 (Optimalidad: Costos reducidos no negativos)

Si luego del cambio, las condiciones se siguen satisfaciendo, entonces B siguen siendo éptima.

7.1. Cambio en el vector b

Se supone que la componente b; de b se cambia en b; 4+ d, pero ;La base actual sigue siendo 6ptima?
Ejemplo:

min —10.’1’51 — 10.272
2x1 + 229 + x3 = 8
2I1 + Z2 +x4 = 6
T1,T2,T3, T4 > 0

La base B = (1,2) es 6ptima, correspondiente al punto: (2,2,0,0). Ahora es cuando el vector b se cambia,
es por ello que se verifican las condiciones antes nombradas. En particular, la condicion de optimalidad no
se ve afectada, ya que b no forma parte de la condicion. Para la condicion de factibilidad se verifica que

Ag'b > 0:
ap=(22) = ag=( 2 !
B=\2 1 B\ 1 -1
Entonces, se fija by = 6, obteniendo:
-1 1 b 0
-1 2 1
=0 (%) =(0)

Lo cual implica que —%bl +6 >0, asi by < 12. Al mismo tiempo se verifica que by — 6 > 0, lo que implica
que by > 6, por ende, si by € [6,12], entonces la base actual B sigue factible y 6ptima.

= () () =(3)

Lo cual implica que si by € [4, 8], entonces la base actual B sigue factible y 6ptima. En general, se debe
chequear Agl(b + 0e;) >0, en donde, g = (g1, 92, -, gm) s la iésima columna de Al_;l:

Se fija ahora by = &:

» Sig; <0:xpg;) +0dg; > 0, entonces § < fx‘;—;”
» Sig; > 0: xp(;) +dg; > 0, entonces § > fm‘;%').

Por ende, la base actual sigue siendo 6ptima si:

max (—xB(j)>§5§ min (_@3(;‘))
{jlg;>0} g; {jlg;<0} g;

Si § se encuentra fuera del rango, entonces B es infactible, pero los costos reducidos son > 0. Cabe
destacar que el Simplex Dual, el cual es una variacion de Simplex, puede partir de esta solucion.
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Figura 31: Se vuelve a un poliedro conocido. a; corresponde a 2z1 + 2x5 + 3 = 8, ag corresponde a
2x1 4+ 22 + x4 = 6, ag y ay corresponde a 1 y xo > 0. Se puede apreciar que el punto 6ptimo es (2,2,0,0)
con base 6ptima (1,2). Entonces, si fijamos by ;Entre qué valores de b; se mantiene esa base como 6ptima?,
es decir, ;Qué tanto se puede mover la restriccién a;? Se puede notar en el poliedro que el rango de by
es (6,12), esto se aprecia graficamente, pues mientras las restricciones se sigan tocando dentro de la nueva
region factible, la base continuara siendo factible y 6ptima.
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Figura 32: En este caso se fija b1, y se tiene que el rango para mover as, es decir, los valores para by de tal
manera que la base siga siendo factible y 6ptima seria (4, 8).
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7.2. Cambios en el vector de costos

El coeficiente de costo c; se convierte en c; + J, pero ;Sigue la base actual siendo 6ptima?

= La factibilidad Aglb > 0 no se ve afectada, ya que b no forma parte de la condicion.

» La condicién de optimalidad ¢ — chglA > 0, se ve afectada.

Ejemplo:
min —10331 - 10.’L‘2
2561 + 21‘2 + I3 = 8
2.%1 + X2 +x4 = 6
T1,T2,T3, T4 > 0

En donde el punto (2,2,0,0) es 6ptimo y con ¢ = (0,0, 5,0). Si se cambia ¢;:

_ -1 2 21
c:(cl,—lo,0,0)—(cl,—10)< 12 1)<2 1 0

_= O
N———
v
an)

1
= (0,0,5¢1+10,—c1 —10) 2 0

= (1€ [—20, —10]

Si se cambia, ca:

1
c:(—1o,02,0,0)—(—10,cQ)< E _11)

I\//\
DN DN
= N
O =
— O
N—
\Y
an)

= (0,0,—5—02,10-‘1-02)
= ¢y €[-10,-5]
Si se cambia c3:

11 2 210
c=(—10.— —(=10.— 2
¢ = (-10,-10,¢3,0) — (10, 10)( T 9 1 0 1 >0
= (0,0,¢c3+5,0) >0
= 3 €[-5,00)
En general, si se cambia ¢; a ¢j + 6, si x; es variable basica con j = B({):
» cp se convierte en cg + dey

» B sigue siendo 6ptima si ¢; — (cg + (56@)TA§1AZ' > 0 para cada variable no basica ¢, por ende,
Ci — CEAglAi > 56{14;114,», entonces ¢; > dqy; para cada variable no béasica ¢ donde qy; es la f-ésima
entrada de A;Ai, la cual se puede obtener mediante Tableau. Lo anterior implica que existe un rango
para 0 en donde B sigue siendo 6ptima.

Si z; es una variable no bésica
= cp no cambia.
= Solo se necesita chequear costos reducidos para ;.
= Se desea que (¢; +9) — CEA;AJ- > 0, es decir, § > —c¢; + chglAj = —¢;. Si lo anterior es cierto,

entonces la base actual sigue siendo 6ptima, en caso contrario se utiliza Simplex partiendo con B.
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Figura 33: Continuando con el mismo poliedro. a; corresponde a 27 + 2z2 + 3 = 8,a2 corresponde a
21+ x9 + x4 = 6, a3 y a4 corresponden a las restricciones de no negatividad. Se puede apreciar que el punto
optimo es (2,2,0,0). Pero si se cambia la funcién objetivo, ;Cuanto es el rango para que ese punto siga
siendo solucion 6ptima? Se nota que al cambiar la funciéon objetivo no afecta la factibiidad del punto, asi
que sblo quedaria revisar la optimalidad, es decir, la condicién de que los costos reducidos sean positivos. De
ah{ se desprende que el rango de ¢; sea (—20,—10). Esto se puede apreciar geométricamente al ver que la
funcién objetivo sea perpendicular a una de las restricciones activas de (2,2,0,0) para cada uno de los casos
limites, el cual es que el costo reducido sea igual a 0. De esto se logra obtener los valores de ¢, los cuales
corresponden a que ¢; = —20 para que sea perpendicular a as y ¢; = —10 para que sea perpendicular a a;.
Cabe destacar que se tienen infinitas soluciones cuando la funcién objetivo es perpendicular a la restriccion,
como se puede apreciar con el primer caso, donde tanto (2,2,0,0) como (0,4,0,2) entregan el mismo valor
optimo.

68



Figura 34: Continuando con el mismo poliedro. a; corresponde a 2x; + 2x2 + £3 = 8, ay corresponde a
2x1 + 22 + x4 = 6, ag y a4 corresponde a 1 y x2 > 0. Se puede también fijar ¢; y obtener el rango de co,
el cual es [—10, —5], obtenido con el mismo procedimiento anterior. Teniendo que ¢; = —10 para que sea
perpendicular a a; y ¢ = —5 para que sea perpendicular a a;. Cabe destacar que el producto punto igual
a 0 (perpendicularidad entre vectores) no es tnico, pues es posible que haya més vectores con los cuales se
obtiene ese resultado como se ve con el caso de fijar ¢ 0 ¢; y ver la perpendicularidad del vector ¢ a la
restriccion as, donde se obtiene ¢ = (—20, —10) en el primer caso y ¢ = (=10, —5) para el segundo.
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7.3. Agregar nueva variable

Se agrega una nueva variable z,1, la cual corresponde a la columna A,,41, se verifica que el nuevo PPL
queda de la siguiente manera:

min Tz + Cn+1Tn+1
Ax + An+1mn+1 = b
Ty Tpt1 > 0

Pero jSigue siendo B 6ptima? Se sabe que (z*,0) sigue siendo solucion bésica factible con base B, por
ende, se verifica su optimalidad

_ T ,—1
Cnt+1 = Cn41 — CBAB An+1 >0

Si ¢,+1 < 0 entonces se debe utilizar Simplex, empezando con la base B.

7.4. Agregar nueva restriccion de igualdad

Se agrega la restriccion al, @ = by, 41:

Si z* satisface la nueva restriccion, entonces sigue siendo 6ptima. Pero se asume que la restriccion es
violada por x*. Para lo anterior, se construye un problema primal auxiliar.

-1 -1
Ap = ( 1:}3 Pl ) = Aél = < afjgl _01 ) Por ende, la solucién nueva es & = A]g,lb = ( aTAglllj)B—bbmH ) =
m*
alz* — by
En donde, Z > 0 y asi Z es factible. Al utilizar Simplex, se comienza con la base B. Si la solucién 6ptima
es T*, entonces satisface Ty ,; = 0, el nuevo problema es factible, Z* lleva la solucién. En cambio, si la
solucién 6ptima Z* satisface Z;,,; > 0, entonces el nuevo problema es infactible, asumiendo que M es lo
suficientemente grande.

7.5. Cambios en entrada de A

La entrada a;; en la matriz A se cambia a a;; + 9. Si la columna A; no esté en la base, la matriz Ap no
cambia, lo que implica que la solucion antigua sigue siendo factible, pero los costos reducidos de la columna
Aj; cambian, por ende, la condicién de optimalidad queda como sigue c; — chgl(Aj + de;) > 0, en donde
si A; es violada, puede ser traida a la base y, por ende, se debe continuar con Simplex. En cambio, si A; se
encuentra en la base, entonces los pasos se vuelven més complicados.

7.6. Dependencia global en b

En el punto de vista global, se tiene que P(b) := {z|Az = bandz > 0}, en donde interesan los valores
para b tal que P(b) # (). Al mismo tiempo se define S = {b|P(b) # 0} = {Az|x > 0} y asi S es convexo.
Es importante notar que el costo 6ptimo, se define como F(b) = min,¢ P(b) c¢T'z, en donde si se asume que
el Dual es factible, entonces {y|ATy < ¢} # 0, lo cual implica que el costo éptimo F(b) es finito para cada
bes.

Teorema 40. El costo dptimo F(b) es funcion convexa en S.
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Demostracion. Sean b, b?> € Sy 2!, 2% soluciones 6ptimas a los problemas siguientes:

min Tz
Az = bl
z > 0

min Tz
Ar = b
z > 0

Lo anterior implica que F(b') = cTa! y F(b?) = c¢T'2?. Ahora considerando A € [0, 1], se verifica que:

min Tz
Az = X'+ (1- )\)b2
r > 0

En donde z = Az! + (1 — A)z? es una solucioén factible y Z es la solucion factible para el lado derecho
de la ecuacion Ab' + (1 — A)b?, lo cual implica que F(Ab* + (1 — \)b?) < Tz = ATzt + (1 — N)el'a? =
AF(bY) + (1 = X\)F(b?). O

7.7. Dependencia global en ¢

Se tiene el poliedro no vacio P = {z|Ax = b}. Si ¢ cambia, la factibilidad no se ve afectada. Para algtan ¢
en donde el 6ptimo es finito y para algin ¢ en donde el PPL sea no acotado, ;Cémo se pueden describir los
valores respectivos de c?

= Si el 6ptimo es finito, el dual es factible.
= Si el 6ptimo es infinito, el dual es infactible.
Se define Q(c) := {y|ATy < ¢} como el poliedro dual y el conjunto siguiente 7' := {c|Q(c) # (}. Entonces:

» Sic ¢ T, implica que el dual es infactible, por ende, el primal es infactible o no acotado, pero dado
que P no es vacio, entonces el primal es no acotado.

s Sic € T, implica que el primal posee un 6ptimo finito.
Teorema 41. El conjunto de todos los ¢ para cada costo dptimo finito, es convexo.

Demostracion. Sea c1,co € T, se quiere probar que Ac; + (1 — A)eg € T para todo A € [0,1], lo cual implica
que Jy1,92 s.a. ATy; <1y ATys < cp. Entonces se construye una solucion § para ATy < Aey + (1 — N)ea,
en donde se define § := Ay; + (1 — A)yz.

Quedando entonces ATy = AT (Ay; + (1 — N)yo) = MTy; + (1 — N) ATy < Aep + (1 — N)eg, lo cual implica
que QA1 + (1= Nea) Z0=Aer+ (1= ANex €T O

Para cada ¢ € T, sea G(c) la notaciéon para el costo 6ptimo, se quiere describir: G : T — R, entonces
sean T',z2, ...,z soluciones béasicas factibles para P, implica que G(c) = min—; . N cT%; para todos los
c € T, es decir, G es el minimo conjunto finito de funciones lineales, lo que implica que G es una funcion
lineal concava por partes.
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Figura 35: La region factible de un problema de optimizacion lineal entero, corresponde a los puntos enteros
que son factibles en el problema de optimizacion lineal (PL) que se obtiene al quitarle la restriccion que sus
puntos sean enteros y, por lo tanto, el conjunto definido por el PE no es un poliedro.

8. Programacién entera, Branch & Bound

8.1. Meétodos de programacion entera

Se ha visto hasta ahora que la programacion lineal se puede representar con el siguiente PPL:

min Tz
Ax = b
x > 0

Considerando que las regiones factibles del PPL anterior, forman un poliedro en donde el 6ptimo estaria
en un punto extremo. En cambio, en la programacion lineal entera (PE), se ve lo siguiente:

min Tz
Ar = b
z > 0
x € Z"

La region factible en el caso de la PE no es un poliedro. Usualmente, los problemas de PE son dificiles
de resolver en comparaciéon a los PPL’s.

8.1.1. Planos cortantes

1. Se debe resolver la relajacion lineal del problema de programacion entera (PPE):
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min Tz
Ar = b
zx > 0
x € Z"

Luego de ello, se encuentra la soluciéon 6ptima z* para el PPL.

min Tz
Ax = b
z > 0

2. Si x* € Z", entonces es 6ptimo para PPE, por ende, se debe parar.

3. Si lo anterior no se cumple, entonces se debe agregar una inecuacion valida para el PPL que sea también
valida para el PPE, pero no para x*. Luego de lo anterior, se debe volver al paso 1.

Definicion 42. Una inecuacion valida o un corte para un PPE es una restriccion lineal de la forma
Z?Zl ajr; < bj, la cual es satisfecha por todas las soluciones enteras factibles.

8.1.2. Problema de la mochila

Dados lo items I, cada item del tipo @ posee un tamano s; y valor w;. Para cada tipo i € I existen infinitos
items disponibles, pero el tamano de la mochila es U, por ende, el objetivo del problema es seleccionar un
conjunto de items tal que se puedan llevar en la mochila. En otras palabras, se busca maximizar el valor
total de los items seleccionados. Por ende, la formulacion del PPE es:

max Zie[ W; Ty
Zi S;X; S U
r, € ZViel

Ejemplo: U = 50

Tipos de items | 1 2 3 4 5
s 24 | 11 | 51 |26 | 30
w 37 | 12 | 500 | 50 | 12

max 37x1 + 1229 4+ 50023 + 50x4 + 41x5
s.t. 21z + 11z9 + blag + 2624 + 3025 < 50

r, > 0Viel
r, € ZViel

La solucion 6ptima es (1,0,0,1,0) con un valor de funciéon objetivo de 87. Cabe destacar que la solucion
optima de la relajacion lineal es (0,0,0...98,0,0) con un valor de 490,196.

Se agrega el corte z3 < 0, el cual es valido para todas las soluciones enteras tal que s3 > U.

La nueva solcuién 6ptima de la relajacion lineal es (0,0,0,1...9,0) con un valor de 96,154.

Se agrega el corte x4 < 1, el cual es valido, ya que 2-s4 > U.

La soluciéon optima de la relajacion lineal es (1,0,0,1,0), por ende, su valor es 87, en donde se concluye
que es la solucién 6ptima para el PPE.

En general:

Si

= Todas las inecuaciones x; < L UJ son validas.

= Se tiene el siguiente caso especial: z; < 0sis; < U.
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Figura 36: El problema consiste en construir un subconjunto V' del conjunto V' de nodos del grafo, tal que
ningin arco del grafo toque a 2 nodos del conjunto V’. Se puede notar que, observando el problema, la
cardinalidad méaxima del conjunto V'’ es 2 y que este conjunto podria estar compuesto por los nodos (1,3) 6
(1,4) 6 (1,5) 6 (2,4) 6 (2,5).

8.1.3. Conjunto independiente

Se tiene el grafo no dirigido G = (V, E): El objetivo que se persigue es seleccionar un subconjunto de
los vértices V! C V tal que ninguna arista E conecte dos vértices en V', maximizando asi |[V'|. Por ende, la
formulacion del PPE es:

max ) oy T
ri+x; < 1 V(i,j) € E
x;, € {0,1} VieV

Se tiene entonces que el valor de la solucién 6ptima es 2.

Para la relajacion lineal se tiene z = (0,5, 0,5, 0,5,0,5,0,5) con un valor de 2,5. Fuera de los nodos {3, 4,5}
s6lo uno puede ser seleccionado.

Entonces se agrega la inecuacion vélida x3 + x4 + x5 < 1, por ende, la nueva solucion para la relajacion
lineal es z = (1,0, 1,0,0), la cual es el 6ptimo para el PPE.

Definicion 43. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. El set de nodos V' C V es llamado Clique si para
cualquier par de nodos i,j € V' existe una arista (i,j) € E.

Para cualquier clique V' C V' se tiene una inecuacion valida >, ., z; < 1.
Los ciclos poseen un ntmero particular de nodos, en donde sélo dos de ellos se pueden seleccionar,
5 1 . ) . .
entonces » . _; x; < 2 es un corte valido. En general, sea i1, ..., 42441 €l ciclo particular con k € N, entonces

2k+1 -
oM 24, < k es un corte valido.

8.1.4. PPE general en forma estandar

Al igual que los PPL’s, los PPE’s también poseen forma estandar, la cual se detallara a continuacion:

Ejemplo:

Sea z* una soluciéon 6ptima del PPL con z* ¢ Z", en donde N son los indices de las variables no basicas
de z*. Se tiene que x; = 0 para todo 2 € N en cualquier solucién del PPE, una variable x; con j € N debe
ser diferente de cero.

8.1.5. Cortes de Gomory

Hasta ahora se han visto problemas especificos en donde se cortan planos, pero en la presente secciéon se
revisara un método general para obtener cortes de planos, en donde, se especificaré el primer algoritmo para
resolver PPE’s.
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Figura 37: Un clique es un grafo no dirigido con la caracteristica que todos los nodos de este tienen aristas
que los conectan con el resto de los nodos del grafo.

Ejemplo:
min 1 — T2
—4r1+ 62 < 9
1+ < 4
x1,x2 > 0
Pasamos el problema a forma estandar.
min T — 229
s.a. —4x1+ 6z + T3 =9
T+ To + x4 =4

Cabe destacar que todos los coeficientes en la matriz y en el vector b son enteros, por ende, se puede asumir
que las variables de holgura son enteras.

Se resuelva la relajacion lineal, en donde la soluciéon 6ptima es z! = (1,5,2,5,0,0) con B = {1,2}, en
donde la solucion entera debe satisfacer Az = b, Agp = ( 714 (15 ), Ag,l = ( Boil 8’2 ), es decir,

) b
1 —-0,1xz3 40,64 =1,5
oy +0,1z3 +04xy =25

Se elige la igualdad tal que b sea no entera, luego en la segunda igualdad se tiene x3,z4 > 0, es decir,
x2 + |0,1] z3 + |0,4] 24 < 2,5, en donde todos los coeficientes y variables son enteras, por ende, x2 +
[0,1] 25+ |0,4] 24 < |2,5], en donde, z2 < 2 es el nuevo corte. Cabe destacar que al agregar un nuevo corte
al PPL se debe comenzar otra vez desde el inicio.

At Az = AG'b

75



En general, Sea z* la soluciéon 6ptima no entera, B la base, N los indices de todas las variables no
bésicas y x la soluciéon entera arbitraria, entonces se tiene Ax = b, por ende, A;Ax = Aglb, es decir,
ABIABQ:B + AglANxN = Ag,lb, en donde, xp + AglANxN = Ag,lb yap = Ag,lb, xy = 0. Cabe destacar
que:

x* posee componente fraccionariaes decirAg,lb posee componente fraccionaria

Entonces a;; := (A;Aj)i y b = (A]_glb)i7 sea i tal que b; es fraccionaria, se tiene que S TORDY Q=

_ JEN
bi, en donde todos z; > 0, entonces xp(i) +>_jcn [@ij] 25 < TpEy+22

jen @ijr; = b; y asi cualquier solucién
del PPE x € Z", por ende, zg(;) +Zj€N la;j] z; < U%‘J; la cual no se cumple por z*, ya que .T*B(l-) =b; > LM
y 7 =0 por cada j € N. Se agrega el corte y se resuelve el nuevo PPL.

Ejemplo:

Se tiene el nuevo corte x5 < 2, en donde se agrega la gualdad z2 + 5 = 2 con una nueva variable de
holgura z5 > 0

min T, — 2x9
s.a. —4x1+ 6z + x3 =9
1+ X9 + x4 =4
i) —|— Iy = 2
-4 6 0
En donde la solucion optima es (0,75,2,0,1,25,0,0) con la base B = {1,2,4}, Ap = 1 1 1 |,asi
0 1 0
se tiene
-1/4 0 3/2 0,75
Agl = 0 0 1 lo que implica queAglb = 2
1/4 1 —5/2 1,25
1 0 -1/4 0 3/2
Az'A=(01 0 0 1
0 0 1/4 1 -5/2

Entonces x —iitg-‘r%l'g) = 0,75, lo cual implica que x1— HJ T3+ L%J x5 = |0,75], es decir, 1 —x3+x5 < 0.

Se agrega la variable de holgura : ©1 — 3 + x5 + ©¢ = 0, en donde se tiene el nuevo punto 6ptimo
fraccionario (1,2,1,1,0,0), lo que implica que el éptimo es entero.

La inecuacion x1 —x3+x5 < 0 en términos de variables x1, zo, se tiene que x3 = 9+4x1 —6x9; r5 = 2—T9;
x1 —x3+ x5 <0, es decir, 1 — (9 + 4x1 — 6x2) + (2 — x2) <0 con —3x1 + Hae <7

8.1.6. Branch and bound

También llamado ByB es un algoritmo muy utilizado al momento de analizar programacion entera, como
se verifica en el siguiente ejemplo: Ejemplo:

min T1 — To
—4x1 +6x2 < 9
T1+ax < 4
r1,r2 = 0

Sea U := oo, U almacena valores de la mejor soluciéon encontrada hasta el momento. Por ende, se resuelve
el PPL, encontrando z(!) = (1,5,2,5)
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Figura 38: La funcién objetivo es min 21 —2x5. a; corresponde a —4x1+6x5 < 9, ay corresponde a 1 +x2 < 4,
1,22 > 0y son enteros. En la primera iteracién de la resoluciéon del PL obtenido al relajar el PE, se obtiene
que p; es la solucién 6ptima, pero esta no es entera en ninguna de sus coordenadas, asi que se agrega la
restriccion x1; < 2 obtenida por Corte de Gomory.
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Figura 39: Se resuelve el nuevo PL y se obtiene que ps es la nueva solucién 6ptima, pero esta tampoco es
entera, asi que se agrega la restriccion —3x1 + 5xo < 7.
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Figura 40: Finalmente, se resuelve el nuevo PL, y se obtiene el punto P; = (1,2) como solucion 6ptima, y
como este es entero, se ha encontrado la solucién al PPE.
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Figura 41: Se pueden apreciar los criterios de entrada de este algoritmo, como también los 3 criterios de
salida, los cuales corresponden a infactibilidad, 6ptimo entero y finalmente un 6ptimo peor que el 6ptimo
entero encontrado.

1 . .
Luego xé ) es fraccionaria, pero debe ser entera, es por ello que se crean dos subproblemas: Fy, F5, entonces

Fy: Agrega la restriccion xo > 3; Fy: Agrega la restriccion zo < 2.

Se resuelve el PPl de Fi: Infactible, por ende, se elimina F}. Luego se resuelve el PPL de Fy, llegando a
@ = (3,2).

Por lo anterior, se crean nuevamente dos subproblemas: Fj3, Fj;. Especificamente, F3: Agrega la restriccion
x1 > 1; Fy: Agrega la restriccion 1 < 0.

Luego se resuelve el PPL para Fj, por ende, #(3) = (1,2) es entero con el valor —3, entonces si se
actualiza U, queria como U := —3. No se necesita explorar la region factible de F3, ya que la solucion 6ptima
fraccionaria es entera. Es decir, encontramos la primera solucion entera.

Luego, se resuelve el PPL para Fy, por ende, z(*) = (0,3/2) con valor —3. Entonces como —3 > U
no se considera el subproblema, ya que no puede obtener una mejor solucién entera que la recientemente
encontrada.

Se procede a describir el algoritmo de manera general para el siguiente PPE:

min Tz
Az = b
x > 0
T ez

Se comienza con U := oo, por ende, se define Fjy para que sea el PPE, por ello se define Fy para ser activo
en cada iteracion. Entonces en general:

1. Selecciona un subproblema activo Fj.

2. Resuelve la relajacion lineal para F;. Si F; es infactible entonces se elimina Fj, en el caso contrario, sea
x* la solucion 6ptima fraccionaria.
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3. Sif ¢cTx* > U entonces se elimina Fj, la cual es la mejor solucién entera para Fj, la cual no puede ser
mejor que U, definido como el valor de la mejor solucién encontrada hasta ahora.

4. Si xz* € Z™ entonces:

= Siclaz* < U, se actualiza U := ¢T2*. En donde z* es la mejor soluciéon encontrada.

= Se debe eliminar F;.

5. Si * ¢ Z"™, sea xf fraccionaria, se crean dos problemas Fj, y F;» para luego anadirlos a la lista de
subproblemas activos.

» En Fj/ se agrega la restriccion z; < |} |

= En F;» se agrega la restriccion z; > |z} ]

6. Se elimina Fj.

8.1.7. Branch and cut

Se mezcla Branch and Bound con cortes de planos, entonces al tener el problema se agregan los planos
cortantes y luego se realiza ByB con normalidad. Se resuelve:

min T1 — To
—4x1+ 6y < 9
r1+axy < 4
T1,T2 Z 0

Obteniendo la solucion z! = (1,5,2,5), el cual genera subproblemas:
= F: Se agrega la restriccion xo > 3; Fb: Se agrega a restriccion xo < 2.
= Se resuelve el PPL F}, lo cual da que es infactible.

= Fy: Se agrega la restriccion —x1 +xo < 1, la cual es valida para cualquier solucion entera, ya que zo < 2
y (0,2) fuera de la region factible.

= Se resuelve el PPL resultante, en donde, 23 = (1,2) es entero, por ende, se debe detener la iteracion.

8.1.8. Arbol de minima expansién o Minimum Spanning Tree (MST)

Dado un grafo no direccionado que esté conectado G = (V, E), en donde cada arista posee un costo de
ce >0

Se tiene el objetivo de encontrar el grupo de aristas E' C E tal que G = (V, E’) sea un arbol, en donde
se minimice el costo total de E’, es decir, minimizar c(E’) := > 5 Ce.

Algunos ejemplos en la vida real para los cuales utilizar MST pueden ser la creaciéon de calles para que
el costo sea el menor posible al momento de conectar ciudades, conectar computadores para formar una red
de trabajo en donde se quiera minimizar la cantidad dee cable a instalar.

Formulacion de programacion entera 1: Se eliminan los subtours I Ps,;,, es decir, se eliminan todos los
ciclos.

min ) pce Te

ccpTe=n—1
Y ecr(s) Te < |S| =1, VS C Veonl) # S
z. €{0,1},Ve € E

Se considera el conjunto S C V, sea E(S) = {{u,v} € E|u,v € S}. Entonces si la solucion contiene ciclos
S, entonces la restriccion para el conjunto S no se cumple, lo cual implica que cualquier solucién produce
un grafo sin ciclos y con n — 1 aristas, es decir, un arbol.
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Figura 42: La funcién objetivo es min 21 —2x5. a; corresponde a —4x1+6x5 < 9, as corresponde a x1+x5 < 4,
1,22 > 0y son enteros. El algoritmo Branch and Cut es una mezcla de los 2 anteriores mencionados. En
esta imagen se muestran los 2 subproblemas a crearse, F} y F3, como también el corte a realizarse después.

Figura 43: En esta figura se pueden apreciar 6 nodos y 9 aristas, cada una con su costo ¢, sobre ellas. El
arbol de peso minimo corresponde a las aristas oscurecidas.
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Figura 44: En este ejemplo se puede apreciar que, aunque haya una cantidad claramente mayor de aristas,
se requieren al menos 4 para formar un arbol, y si el subconjunto tiene mas de 4 aristas, estaria formando
un ciclo.

Lema 44. Dado el grafo G = (V, E). Para cualquier drbol T = (V, E’) con E' C E y cualquier otro conjunto
de vértices S CV con S # 0, se tiene que T' contiene a lo mds |S| — 1 aristas de E(S).

Demostracion. Supone que |E' N E(S)| > |S] en donde E' N E(S) estda conectado, asi T es un arbol y
E’' N E(S) no contiene un ciclo. Cualquier subconjunto de |S| — 1 aristas de |[E’ N E(S)] sin ciclos forma un
arbol en S. Es importante destacar que |E' N E(S)| > |S| implica que E' N E(S) contiene un ciclo, por ende,
la formulacién modela un MST. O

Formulacion de programacion entera 2: Formulacion de corte I P,

min ). pce - Te

ccpTe=n—1
Decs(s) Te = 1,YS CVeon # S #V
z. €{0,1},Ve e E

Produce una solucién conectada con n — 1 aristas, lo cual implica que es un arbol. Cualquier arbol
contiene n — 1 aristas en total y al menos una arista desde 6(S) a cada S con ) # S # V, es decir, la
formulacion modela un problema de MST. Pero ;Cual formulacion es mejor? ;Cuando corresponde ocupar
una formulacién de programacion entera?

Relajacion de PPL: Formulacion de programacion entera en donde se reemplaza z, € {0,1} por z. > 0.

La relajacion de PPL ideal es cuando esta es la envoltura convexa para todos los puntos enteros, es decir,
todos los puntos extremos son enteros, por ende, el algoritmo Simplex encuentra una soluciéon entera dptima
de forma directa. Sea I P:= La envoltura convexa de todas las soluciones enteras, LP4:= El poliedro de
la relajacion de programacion lineal de una formulacién de programacion entera y LPp:= Poliedro de la
relajacion del programa lineal de otra formulaciéon de un programa entero.

Definicion 45. Sean A, B dos formulaciones de problemas de programacion entera. Sea P4 y Pp los con-
juntos factibles de la correspondientes relajaciones de problemas lineales, respectivamente. Luego, A es al
menos tan fuerte como B si P4 C Pg.

Teorema 46. Sean Psyp y Pyt los conjuntos de puntos factibles de las relajaciones de programacion lineal
de I Psyp y I Py, respectivamente.

1. Se tiene Psyp C Py y hay ejemplos en donde esta inlcusion es estricta.
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Figura 45: En el ejemplo anterior, este subconjunto del grafo estaria formando un ciclo, pues es un sub
camino del grafo inicial donde el nodo final y el nodo inicial son el mismo.

Xy

-1

Figura 46: Se pueden apreciar la envoltura convexa de los puntos enteros PE o IP en inglés, como también
las distintas formulaciones PL 4 y PLpg, donde claramente la primera es mejor que la otra.
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Figura 47: (A) muestra los costos, (B) muestra la solucion fraccional a P,,:, pero se tiene que esta solucion
toma 2,5 aristas de E({2,4,5}), pero la restriccion en P, para {2,4,5} dice que como méximo 2 de estos
pueden ser elegidos (fraccionalmente), lo que implica que esta solucion esta en P.,; pero no en Pyyp.

2. El poliedro P.,; puede tener puntos extremos fraccionarios.
3. Psup es itgual a la envoltura convexa de todas las soluciones enteras.

Resolviendo MST mediante IP /L P,,;, puede tomar mucho tiempo, por ejemplo, si n > 265, entonces més
de 1080 desigualdades son aproximadamente el ntimero de 4tomos en el universo. Es por lo anterior que hay
algoritmos muchos mas rapidos, por ejemplo, el algoritmo de Prim.

8.2. Algoritmo de Prim

Se toma un nodo arbitrario v con V; := {v} y Fy := ). Luego de ello se inicia con el arbol T} = (V1, E1)
y k:=1 cuando k < n.

Sean E’ todos las aristas {u,v} tal que u € Vi, y v ¢ Vi, y e* = {u*, v*} sea la arista en E’ con el menor
costo, se define Vi1 := Vi U{v*} v Ep41 := Ex U{e*} con k := k + 1, generando asi un loop.

En cada iteracion k hay dos conjuntos de vértices Vi, y V' \ V. Se toma la arista del costo minimo que
conecta a ambos.

Lema 47. Propiedad de Corte: Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y E un conjunto de aristas tal que
el grafo (V,E\ E) tiene al menos dos componentes conectados. Sea e una arista con costo minimo en E.
Entonces existe un MST T de G que contiene e. Si ECE \ E es un conjunto de aristas que esté contenido
dentro de algiin MST, entonces E U {e} estd contenido también en algin MST.

Teorema 48. Se el grafo G,, := (V,,, E,) analizado mediante el Algoritmo de Prim es un MST
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Figura 48: Se vuelve al ejemplo anterior para asi ejemplificar otro algoritmo.

E

(Tis

Figura 49: Representacion gréafica de la propiedad de corte.
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Demostracion. Por induccion se verifica que para cada k el arbol (V;, Ey) es parte de algin MST, es decir,
existe un conjunto de aristas Ey, 2 FEj, tal que (V, E) es un MST. Entonces en k = 1 con E; = (), suponiendo
que esa afirmacion es cierta para valores en donde k < n. Sea e* = {u*,v*} la arista que se agrega a Ej, en
la iteracion k, es decir, u* € Vi, y v* ¢ V.

Se define F := Ej, y barE como todas aristas e = {u,v} tal que u € V}, y v ¢ Vi.. Ademés, e* es la arista
con costo minimo en E.

La propiedad de corte implica que Ejy U {e*} = Ej41 esta contenida en un MTS de G. O

Lema 49. Propiedad de Corte: Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y E un conjunto de aristas tal que
el grafo (V,E \ E) tiene al menos dos componentes conectados. Sea e una arista con costo minimo en E.
Entonces existe un MST T de G que contiene e. Si E es un conjunto de aristas que esté contenido dentro
de algin MST y ENE =0, entonces E U {e} estd contenido también en algin MST.

Demostracion. La segunda afirmacién implica la primera cuando E = ). Ahora, la prueba de la primera se
demuestra cuando E’ sea el conjunto de aristas en G’ = (V, E’), el cual es un MST para G y E C E’. Sea
e = {u,v}, si e € E’ se cumple, en caso contrario G’ es un arbol de expansion para G, lo cual implica que hay
un camino P desde v hacia v en G’. Al mismo tiempo, E separa u y v, lo que implica que P debe contener la
arista €’ desde E. Luego se define E” := E’\ {e’} U{e}, con G’ = (V, E") es un arbol de expansiéon: Cuando
se agrega e se cierra un ciclo que contiene ¢/, entonces c(e) < c(e’) y asi ¢(E"”) < ¢(E’) lo que implica que
G" esun MST y EU {e} C E".

O

8.3. Algoritmo de Kruskal

En el mismo contexto de Grafos, se encuentra el algoritmo de Kruskal, el cual tiene por objetivo encontrar
un arbol recubridor minimo en un grafo, es decir, busca un subconjunto de aristas que, formando un arbol,
incluyen todos los vértices y donde la suma de todas las aristas sea el minimo.

El algoritmo se inicia con Ey := ), en donde, se ordenan las aristas de forma decreciente por costos
cler) < clez) < ... < clem), para k = 1 hasta m. Sea let e = (ug,vr), sl up y v estan en diferentes
subarboles de Fj_1, entonces Ej := Fj_1 U {er}, en cambio, si no lo estan se utiliza Ej := Ej_1.

Teorema 50. Dado el Grafo G = (V, E,) analizado mediante el Algoritmo de Kruskal es un MST.

Demostracion. Se prueba mediante induccion que por cada k, el grafo Gy, = (V, Ey) es un arbol y esta
contenido en algin MST.

Se comienza con k = 0, asumiendo que la afirmacion es verdadera para algtn valor k— 1, si en la iteracion
k no se agrega una arista e entonces la afirmacion es verdadera. Si en la iteraciéon k se agrega una arista ey,
entonces G, es un arbol, ya que uy y vy estan en diferentes subarboles de G;_1. Sean F todas las aristas
que conectan dos diferentes componentes de Gj,_1, para todo & € E se tiene c¢(€) > c(er), ya que para cada
arista e; = {u;,v;} € E con c(e;) < c(ey,), se sabe que u; y v; estan en un mismo subarbol de G; y asi en el
mismo subarbol de G},_1, lo que implica que e; ¢ E.

Sea E := Ej_1, entonces ENE = () por la propiedad de corte Ej, = Ej_1 U {ex} esta contenida en algin
Mst de G.

Dado el grafo conectado G = (V, E,,), se asume que G no esté conectado. Sea e la arista que conecta dos
componentes de G, en donde e es considerado en alguna iteracion de k, entonces Ej_1 U {e} no contiene un
ciclo, pero e ¢ Ej, por ende, existe una contradiccion. O

Cabe destacar que aunque se pueda modelar un MST como un PPE/PPL, esto no significa que el
algoritmo Simplex sea el mejor algoritmo para resolverlo.
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8.4. Matrices totalmente unimodulares

Dado el PPE siguiente:

min Tz
Ar = b
z > 0
x € 7"

Si se resuelve mediante el algoritmo de planos cortantes, se tiene como primer paso resolver la relajacion
del problema lineal en donde se tiene un z*, si * € Z" se debe parar.

Si se resuelve mediante Branch and bound, entonces primero se resuelve la relajacion del problema lineal
en donde se tiene un z*, si * € Z" se debe parar.

Gracias a lo anterior, se puede verificar que z* € Z™ es el mejor caso. En los siguientes capitulos se vera
cuando sucede esto, es decir, cuando sucede x* € Z".

Dado un problema bipartito de matching en donde G = (V, E) es un grafo no dirigido tal que V = UUW
y asi cualquier arista posee exactamente una conexién en U y otra en W, el peso w, corresponde a cada arista
e € E. El objetivo es encontrar el conjunto de aristas E’ C E tal que cada vértice incide a lo mas en una
arista en E', tal conjunto es llamado un matching. Cabe destacar que el objetivo es maximizar ).z we.

Formulacion de programacion entera lineal:

MaX Y o pTe - We
2665(v) ze < 1WveV
Te =

Cabe notar que x. > 0 reemplazé a z. € {0,1}V e€E.
Los PPE son dificiles de resolver, entonces qué sucede si se resuelve mediante Simplex la relajacion de
un problema lineal.

Teorema 51. Cualquier solucion bdsica factible x del PPL es entera, es decir, x. € Z para todo e.

Algunas consecuencias del Teorema anterior son las siguientes:

= Que exista un 6ptimo de la relajaciéon del problema lineal alcanzado en la solucién basica factible
implica que existe una solucién éptima entera.

s El algoritmo Simplex encuentra una solucion bésica factible que es 6ptima, lo que implica que Simplex
encuentra una solucién 6ptima entera.

s La region factible de la relajacion del problema lineal es la envoltura convexa de todas las soluciones
bésicas factibles, lo que implica que es igual a la envoltura convexa de todos los puntos enteros.

Demostracion. Sea x soluciéon basica factible y F := {e € E|0 < . < 1} el conjunto de aristas fraccionales.
Se asume que F # (}, ya que de forma contraria la prueba no seria necesaria. Al mismo tiempo se asume
que F' posee un ciclo C. G es bipartito: C' tiene longitud uniforme. Se divide C' en dos Cy y Cs, lo que
implica que cada vértice en C' es incidente a exactamente una arista en C; y exactamente una arista en Cj.

Ze ife¢ C Ze ife¢ C
Se definen nuevas soluciones y, 2. y. ;=< x, —€ ife€ C; y 2. :== ¢ 2, +€ ife e C; Donde € > 0 tal que
z.+e fee(Cy ze —€ ifee Cy

’ . . . 1 1 .

€ < mineec ze, lo que implica que y, z son factibles y x = 5y + 52z asi, z no es s.b.f.
Se asume que F' no tiene ciclos, lo que implica que cada componente conectado es un érbol, por ende,
existen dos vértices u, v conectados por un camino P y u,v tienen s6lo una arista en F' incidente a ellos, es
decir, misma prueba de arriba, dividiendo P en C{, Cs. O

Definicion 52. Sea un punto x € R”™ entero si z € Z". El poliedro es entero si todos los puntos extremos
lo son.
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Lo anterior implica que la region factible del problema lineal es entera dado el poliedro {z|Az > b}. jEs
entero? Se necesita la condicién de matriz A para responder eso.

Definicion 53. La matriz A es totalmente unimodular si cada matriz cuadrada de A posee un determi-
nante 0,1, o —1.

Ejemplo:

1 0 -1 . . 1 0 1 -1
A= ( 01 1 >, Determinantes de matrices cuadradas: det( 0 1 > =1, det( 0 1 ) =1,

det ( (1) _11 ) =1, det(1) = 1, det(0) = 0, det(—1) = —1, por ende, es totalmente unimodular.
1 -1 1 1

A= 1 0 =1 |,det < 1 .1 ) = —2, por ende, A’ no es totalmente unimodular.
1 0 1

Lema 54. Sea A totalmente unimodular, entonces cada entrada de la matriz A es 0,1, o —1, por ende, AT,
(AT) y (A — A) también son totalmente unimodulares.

Teorema 55. Sea A una matriz totalmente unimodular. Entonces por cualquier entero del lado derecho b,
el poliedro P = {x|Ax < b,z > 0}, P/ = {z|Ax > b,z > 0} y P" = {z|Ax = b,x > 0} son enteros.

Demostracion. Solo para P al agregar variables de holgura, siendo @ = {(z,s)|Az + Is = b,z > 0,s > 0},
@ es entero si y s6lo si P es entero.
Sea A’ = [A I] implica que A’ es totalmente unimodular considerando la solucién bésica factible © =

(zp,zNn) de Q para alguna base B. Sea xn = 0, x5 = (A’3) " 'b. Entonces por la regla de Cramer: (xp); =

% donde (A’z);|b es la amtriz A’y en donde la i-ésima columna es reemplazada por b, en donde cada
B

entrada en (A’;);|b es entera, lo que implica que det((A’z):|b) es entero. Entonces det(A’z) € {1, —1}, implica

que (xp); es entero, por ende, @ is integral al igual que P. O

Se considera la matriz A del problema lineal, la cual se conforma por una columna A, por cada arista
1 ifeed(v)

e € E, una fila al por cada vértice v € V. A, . = )
0 otherwise

Teorema 56. La matriz A del programa lineal es totalmente unimodular.

8.4.1. El camino mas corto

Se comienza con un grafo dirigido G = (V, A) en donde el costo ¢;; > 0 para cada arco (i,j) € A, dos
nodos s, t. Se debe encontrar el camino méas corto desde s hasta ¢.
La forma de modelarlo es la siguiente:

min E CijTsj

(i,5)€A
1 ifi=s
Z Tij — Z zj; =4 0 if ieV\{s, t}
{5:(i,4) €A} {5:(G,1)€A} -1 ifi=t
Tij 6{0, 1}

Pero, ;Como se escribiria esa matriz?
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Figura 50: Grafo con nodo inicial s y nodo final ¢, donde cada arista tiene un costo asociado c;; > 0. El
objetivo es encontrar el camino mas corto en este.
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IS'U

s 1 1 0 1 0 0 0 Ty 1
v -1 0 0 0 -1 0 1 Loyt ot 0
v’ 0 -1 1 0 0 0 0 Tyt = 0 La matriz de incidencia Ag del
v’ 0 0o -1 -1 1 1 0 Tyria 0
t 0 0 0 0 0 -1 -1 Loyt -1
Tyt

matriz de incidenciade G
grafo G tiene una fila por cada nodo 7 y una columna por cada arco (i, j).

La entrada en la fila para el nodo 4 y la columna para el arco (i/, ') es:
» 1sii=14, es decir, (¢, ;') puntos fuera de i.

» —1sii=j', es decir, (i,j') puntos en i.

= 0 de lo contrario.

Teorema 57. La matriz de incidencia Ag de cualquier grafo dirigido G es totalmente unimodular.

Demostracion. Se considera una submatriz de M t x ¢, en donde se quiere mostrar que det(M) € {0,1, —1}.
Sit =1 entonces det(M) € {0,1,—1}.

Por induccion, se supone que la afirmacion es verdadera para todas las submatrices (¢ —1) x (¢ —1). Si M
posee una columna de ceros, entonces det(M) = 0. En cambio, si M tiene una columna e con exactamente

una entrada diferente de cero:
0

0

M = * 0 * Se considera la matriz M’ eliminando la fila v y la columna e desde
/-1

0
M. Entonces det(M) = det(M') o det(M) = —det(M’). Por hipotesis de induccion det(M') € {0,1,—1}.
Si cada columna de M tiene exactamente dos entradas diferentes a cero, implica que cada columna tiene
exactamente una entrada 1 y una —1. Al sumar todas las filas da un vector de ceros, lo que implica que las

filas de M son linealmente independientes, es decir, det(M) = 0.

O

Teorema 58. FEl poliedro que corresponde a los problemas de camino minimo es entero.

El problema de costo minimo de flujo comienza con un grafo dirigido G, en particular la oferta/demanda:
b: V — R. Cabe destacar que:

= Sib(i) > 0 es un nodo de oferta.
= Sib(i) < 0 es un nodo de demanda.
» Si b(z) = 0 es un nodo de paso.

Los costos correspondientes son: ¢: A — R y la capacidad maxima es v : A — Rar U{oo}.

min Z CijTij
(i,4)eE
{5:(i.5)€EY {7:(4,1)€E}
zij <ugy V(i,j) € E

Ac

b ) es totalmente unimodular.

Es importante notar que la matriz (
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Teorema 59. El poliedro correspondiente a la relajacion del problema lineal del flujo minimo es entero si
todas las capacidades de las aristas son enteras y si todos los nodos de oferta/demanda son enteros.

Como también, para el otro caso de la funcién objetivo, es decir:

Teorema 60. El poliedro correspondiente a la relajacion del problema lineal del flujo mdximo es entero si
todas las capacidades de las aristas son enteras.

9. Optimizaciéon no lineal

Hasta ahora se han conocido las funciones y restricciones lineales, pero ahora se podran ver los problemas
no lineales de la forma:
min f(x)
gix) <OViel
xr eR”

Con f,g; : R" = R (en donde estdn definidas para cada punto en R™.) Cabe destacar que la programacion
lineal es un caso especifico, ya que f(z) = ¢z, gi(x) = alx —b. Sea Q := {z € R"|g;(z) < Oforeachi € I}.
Un punto x es factible si z € €.

Un ejemplo seria encontrar el punto = = (z1, z2) mas cercano al punto (3,4) tal ue la distancia entre z
y (0,2) esalomas 2y z € R x (—o0,2].

min  f(zy,20) = (z1 — 3)% + (z2 — 4)? (8)
st. a0<2 9)
r1+ (10 —2)% < 4 (10)
Se reescribe como:
min f($1,$2> = (.’171 — 3)2 + (3’52 — 4)2 (11)
st. gi(z1,22) =22 —2<0 (12)
go(xy,T0) =22 4 (20 —2)2 =4 <0 (13)

Definiciéon 61. Sea un punto x € R™ el 6ptimo global si z € Q y f(x) < f(2') por cada =’ € Q.

Definicién 62. Sea el punto z € R™ es un 6ptimo local si z € Q y existe un conjunto abierto N” C R"™ con
x € N (un vecino de x) tal que f(z) < f(z') por cada 2’ € N N Q.

Pero jLa solucion global siempre existe? Si S es cerrado y acotado, si.

Teorema 63 (Weierstrass). El teorema de Weierstrass senala que sea f : R™ — R continua y S un
conjunto cerrado y acotado, entonces el problema mingcg f(x) admite un dptimo global, es decir, existe un
valor x* € S con la restricion de que f(z*) < f(x) para todos los x € S.

Por ejemplo, si f es continua, su region factible es cerrada y acotada, entonces por el teorema anterior
implica qu existe un minimo.

Este tipo de problemas en general pueden ser muy complejos dependiendo de f y de g;.
Definicién 64. Una funcion f : C C R™ — R es convexa si V1,22 € C, A € [0,1], se tiene f(Azy + (1 —
ANxza) < Af(z1) + (1 — A)f(x2). Cabe destacar que la funcion es concava si —f es convexa.

Algunos ejemplos de lo anterior son f(r) = 22, f(z) = €* y f(x) = 22. Se asume que f y todos los
gi, © € I son convexos.
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Figura 51: La region factible representada en amarillo, y las lineas rojas punteadas representan las curvas
de nivel de la funcién objetivo, la intuicién apunta a hacer lo mas pequeno posible el circulo dentro del

semi-circulo amarillo.

Optimo global

Optimo local

Figura 52: Se puede elegir un subconjunto del conjunto original y buscar una soluciéon éptima dentro de este,
lo cual se conoce como 6ptimo local. Si este punto también es 6ptimo para el conjunto original, se conoce

como 6ptimo global.
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Lema 65. Sea g; : R® — R una funcion convera y K € R. Entonces el conjunto S; = {x € RY : g;(z) < K}
es convezo.

Demostracion. Sea x1,29 € S; y A € [0, 1], entonces:

gi( Az + (1 = Nag) < Agi(x1) + (1 — N)gi(22) — Convexidad de g;
< )\K—l-(l —)\)K—)Zl'l,xg c Sl
=K

O

Entonces cada retriccion por una funcién convexa g; define un conjunto convexo. Asi una familia de
conjuntos convexos C; C R™, i € I, entonces [);; C; es convexo. Todos los g; son convexos, lo que implica
que €2 es convexo.

¢ Cudl es el beneficio de que Q y f sean convexros?

Teorema 66. Se asume que ) y f son convexos, entonces cada dptimo local es también un dptimo global.

Demostracion. Se supone que x es un Optimo local y y # x es 6ptimo global con f(y) < f(x). Se define
2(0) := 0y + (1 — 0)x por cada 0 € [0, 1], Q es convexo, lo que implica que z(#) € 2 para todos los 8 € [0, 1],
entonces f(z(0)) = f(Oy+ (1 —0)z) <O0f(y) + (1 —0)f(z) <O0f(z)+ (1 —0)f(z) = f(x) por cada 6 > 0 el
punto =’ = z(0) satisface que f(z') < f(x), por ende, existe un punto ' arbitrariamente cercano a x. Tal
que f(z') < f(x), lo cual contradice que x es éptimo local. O

9.1. Dualidad para problemas no lineales
Se considera un problema de optimizaciéon no lineal como sigue:

min f(x)

gi(x) <0Vie I
hi(z)=0Vie E
x € R?

Sea x* la solucion optima y p* := f(a*) sea el valor de la solucion dptima del primal. Entonces se fija algtn
Ai > 0Vielyalgin v; € R Vi € E que sean multiplicadores lagrangianos. En donde A; es un multiplicador
lagrangiano de restriccion f;(x) < 0 al igual que v; de restriccion h;(z) = 0.

mf f2)+ > Nigi(@) + Y vihi(x)

zeR™ - :
el i€l

=:L(z,\,v)
Luego se define,
d(\v) = zleann Lz, A\ v)

*

Se puede tomar el valor —oo si L(x, A\, v) no es acotado por abajo, se tiene que d(A,v) < p

m p

Para cada (A, v) con A > 0 se da la cota inferior d(\, v) para p*, se dice que (\,v) es dual factible si A > 0
y d(A,v) > —o0.

max d(\, v)
A>0
viibre
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Sea (A*,*) como la solucion optima, d* := d(\*,v*) se tiene d* < p* (Dualidad débil). La diferencia es
p* — d*, es decir, el gap de dualidad.

En los problemas lineales, si el primal y dual son factibles entonces implica que siempre p* = d* por
dualidad fuerte, pero eso no es cierto para los problemas no lineales en general.

min f(x)
gi(x) <OViel
hj(x) =0Vj € E
rz eR”
Sea z* la solucion 6ptima primal, p* := f(z*), se sabe que la idea del dual es tratar de encontrar una
cota inferior para p*, por ende, se define

d(\v)= fof f(z)+ Z Xigi(z) + Z vih;(x)

zeR™ - :
iel jEE

=:L(z,\,v)

para A > 0, luego d(\,v) < p* por cualquier lambda > 0 y v € R. Luego el lagrangiano dual es:

max d(\v)
A >0
v libre

9.2. Dualidad fuerte implica...

Se asume que d* = p* (dualidad fuerte) con soluciones optimas z* y (A*,v*).

< L(z™, N, v*
= @)+ D> Ngi(@) + > vihy(z*
icl jeE

< f(z")

Entonces h;(z*) = 0 para todos j, lo que implica que Y_." | A\fg;(z*) = 0, cada término < 0, entonces
Afgi(x*) = 0 para todos los 4, asi Af > 0, es decir, g;(z*) = 0y gi(*) < 0 entonces Af = 0 y x* minimiza
L(z, \*,v*) sobre z, es decir, VL(z*, \*,v*) = 0 equivalente a V f (%) +> " | \fVgi(z*)+320_, viVh;(a*) =
0.

10. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Se considera el problema siguiente:

(P) min f(z)

st gi(z) <0 i€l
hj(z) =0 JEE
x € R"”

En donde el punto z satisface las condiciones de KKT si hay escalares {\;}icr, {v;};cr sujetos a :
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Figura 53: Se puede apreciar vectorialmente la condiciéon de primer orden. Esta también se conoce como
gradientes alineados.

m p
—Vf(x) =Y AiVgi(x)+ Y viVhi(z) — Cond. de Primer Orden (14)
i=1 i=1
gi(x) <0 Viel — Factibilidad del Primal
hj(x)=0 VYjeFE (15)
N >0 Viel — Factibilidad Dual
vieR VjeFE (16)
Aigi(z) = Viel — Holgura Complementaria

Si el punto x es 6ptimo y la Dualidad fuerte se cumple, entonces las condiciones de KKT son satisfechas.

Ejemplo:
min f(xl,.’lﬁg) = (.’171 - 3)2 + (1‘2 — 4)2 (17)
st gi(z1,20) =22 —2<0 (18)
gg(l‘l,Ig):l'%—F(Ig—Q)Q—llSO (19)

El punto optimo es: z* = (2,2), en donde Vf(x1,z2) = (2(z1 — 3),2(z2 — 4)), =V f(z*) = (2,4), luego
Vgi(z1,22) = (0,1) = Vgi(x*), entonces Vga(z1,72) = (221, 2(x2 — 2)), Vga(z*) = (4,0).
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Figura 54: Ejemplo al agregar la restriccion g3, se puede apreciar que la restriccion no es activa en el punto
(2,2).

Se puede expresar (2,4) = =V f(z*) = A1 - Vg1 (z*) + A2 - Vga(z*) = A1(0,1) + A2(4,0) con Ay =4y
A2 = 0,5, asi g1 (z*) = 0 = ga(x*), es decir, las restricciones son activas, Ay > 0y A2 > 0, lo que implica que
x* satisface las condiciones de KKT. Ahora, si se agrega una restriccion:

g3(x1,22) 1 —21 <0 (20)

Luego, x* sigue siendo 6ptimo y si se tiene A3 := 0, entonces =* se siguen cumpliendo las condiciones de
KKT:

V(") =MVg(z") + AaVga(z™) + A3Vg3(z™)
q(z*) =0 A1 > 0< — — activaenx”™
g2(z*) =0 A2 > 0< — — activaenz”®
g3(z*) <0 A3 = 0< — — inactivaen z*

La intuiciéon es que se necesita que —V f(z*) sea una combinacion conica de Vg;(z*) con g;(x*) = 0.
Entonces, sea x una combinacion conica de puntos yq,...,yx si IAi, ..., A > 0 sujeto a x = >, \;y; para
puntos que no sean 6ptimos no se pueden encontrar para este programa tal que A1, Az, A3 > 0. Por ejemplo:
' =(0,0): g2 y g3 son activos, pero —V f(2') = (6,8), Vga(z') = (0,—4), Vgs(z') = (-1,0).

Ejemplo :
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Teniendo un programa lineal como el siguiente:

min ¢z
sa. alz=0b ie{l,...,m}
$j20 jE{l,...,n}
Se reescribe como:
min f(z) =clz (21)
sa.  hj(z)=a]x—b; =0 jed{l,...,m} (v;) (22)
sa.  gi(r)=—z; <0 ie{l,....,n} (\) (23)
Entonces V f(z) = ¢, Vhj(z) = a; y Vgi(z) = —e;. Entonces la primera condicién seria:
—c:—Z)\i-ei—i—Zuj-aj
i=1 j=1
porcadai=1,...,n
)\i :lej 'aji+6i
j=1
Se mantienen las condiciones.

A= v agi+ o je{l,...,n} (24)

j=1
alz—b;=0 i€ {l,...,m}< ——x primal factible (25)
z; >0 je{l,...,n}< ——x primal factible (26)
Ai >0 i€ {l,...,n}< ——v dualfactibe (27)
v; €R jeA{l,...,m}< ——v dualfactible (28)
z A =0 i € {1,...,n}< ——holgura complementaria (29)

Pero, ;Qué implica lo anterior?

Lema 67. z satisface las condiciones de KKT, lo que implica que es factible para el primal y que existe una
solucion factible para el dual v que satisface la holgura complementaria con x, es decir, x y v son optimos,
lo que implica que x satisface las condiciones de KKT con (A, v), entonces el problema dual es como sigue:
. T m . .
mdx v'b ijl ajiv; <c Vi=1,...,n v libre
0< X\ =>"" vj aj+c¢ loque implica que Z;’;l a;ji(—v;) < ¢;, entonces —v es solucidn factible para
el dual con las condiciones de holgura complementaria.
fyj(a?x —b;)=0Vj
(ci — (=)' A))z; =0 Vi

Entonces, la primera condicion se satisface, luego la seqgunda condicion se satisface si x; = 0, de otra
forma \; =0 y asi Z;"zl a;i(—v;) = ¢;, por ende, x y —v son factibles para primal y dual, satisfaciendo la
holgura complementaria.
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Se considera el problema siguiente:

(P)  min f(x)

st gi(z) <0 i€l
hj(z) =0 jerE
x € R"”

Entonces el punto x satisface las condiciones de KKT si son escalares {\; }icr, {vj}jer sujeto a

m p
-V f(z) = Z AiVgi(x)+ Z v;Vhi(x) — Cond. de Primer Orden (30)
=1 1=1
gi(x) <0 Viel — Factibilidad primal
hj(z)=0 VjeFE (31)
>0 Viel — Factibilidad dual
vieR VjeFE (32)
Xigi(z) =0 Viel — Holgura Complementaria

Entonces para problemas lineales, serfa bueno encontrar algo que nos garantice la relaciéon entre KKT y
optimalidad como:

= Si z satisface KKT -+ alguna condicién que se cumpla, implicaria que z es 6ptimo.

= Si z es 6ptimo + alguna condicién que se cumple, implicaria que x satisface las condiciones de
KKT.

Teorema 68. Sea x un punto que satisface las condiciones de KKT, f sea convexa, cada g;,i € I sea
conveza, cada h; sea afin, es decir concava y conveza, entonces x es optimo global.

Pero, ;jLa convexidad es necesaria para el teorema anterior? Si. Ejemplo:

min f(ml,xg) = 31‘1 — X9

sa. gz, xe) =4 -2 — (22 —2)2 <0

( )
go(z1,22) =22 —2<0
g3(x1,22) =21+ 22 —5<0
ga(z1,22) = =11 <0
gs(x1,22) = —22 <0

El punto (2,2) satisface las condiciones de KKT, pero no es 6ptimo. El éptimo es (0,0) y satisface las
condiciones de KKT, lo que implica que si un punto satisface las condiciones de KKT, no es necesariamente
optimo. Cabe destacar que la region factible no es convexa. Entonces, ;Se puede decir que si = es 6ptima
entonces x satisface KKT? No.

Ejemplo:

min  f(z1,22) = —a1
sa. gi(v1,29) =22 — (1 —21)° <0

g2(x1,22) = —22 <0
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Figura 55: ;Por qué no se cumplen las condiciones de KKT en este ejemplo? Por la convexidad.
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= Si z es 6ptimo + alguna condicién que se cumpla, implica que = satisface las condiciones KKT.

= ;Si z es 6ptimo + region factible f es convexa, implica que satisface KKT? No.

100



v/
Vg, 2.0) 1 vg(2,0) ‘|

-1 0 1 3 I8 5 €

Figura 56: Aunque no se cumplan las condiciones de KKT, sigue siendo 6ptimo, ;Qué se necesita para que
un punto 6ptimo cumpla KKT?

Ejemplo:
min  f(x1,22) = 221 + T2
sa. gi(r,xe) =25 +25-4<0
gg(l‘l,xg) = (Tr1 — 3)2 +$% -1 < 0
El punto (2,0) es 6ptimo, pero no satisface condiciones de KKT. Cabe destacar que la region factible no
se comporta de buena forma, ya que, por ejemplo, posee s6lo un punto convexo. cuando una region factible

se comporta de buena forma, es aqui donde se verifica la condicion de Slater, la cual asegura que existe un
punto x tal que: g;(x) < 0 por cada i € I hj(x) =0 por cada j € E

Teorema 69. Se asume que f es conveza, cada g; e i € I son convezas, cada h; y j € E son afin y se asume
que la condicion de Slater se cumple. Sea x* una solucion dptima, entonces * satisface las condiciones de
KKT. Es importante notar que h; es afin si y sélo si hj(zx) = ajT:E + b para algin a; € R™ y algin b € R.

Definicién 70. Una calificacién de restriccion es una condicién que garantice que f, g; sean convexas, h;
afin, * optimo, lo que implica que x* satisface las condiciones de KKT.

Hay muchas calificaciones de restriciones conocidas, pero algunas son mds fuertes que otras.
Definiciéon 71. Dado un punto z. El conjunto de activo A(z) es definido como A(z) = EU{i € I|g;(x) = 0}.

Definicién 72. Dado un punto z*. La calificacion de restriccion de independencia lineal (CRIL) afirma que
x* y el set de gradientes de restricciones activas {Vg;(z*)|i € A(z*) NI} U{Vh;(z*)|j € A(z*) N E} es
linealmente independiente.

Teorema 73. Se asume que f es convexa, cada g; et € I son converas y cada h; y j € E son afin. Entonces
¥ sea una solucion dptima tal que CRIL se cumple, entonces x* satisface las condiciones de KKT.

A modo de resumen del capitulo, se tiene que:
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= Si f,g; son convexas, h; es afin y z satisface las condiciones KKT x es 6ptimo.

= Si f,g; son convexas, h; es afin, x es 6ptima y algunas restricciones se cumplen, implica que x satisface
las condiciones de KKT.

11. Descenso mas empinado

En este capitulo se verificara la minimizacion de una funcién no lineal, pero sin restricciones para comenzar
como el siguiente:

min  f(z)
x € R7

Se asume que [ es diferenciable. Si 2* es dptima, entonces V f(2*) = 0. Se puede encontrar un z tal que
V f(x) = 0 resolviendo el sistema de ecuaciones.

Si f es muy complejo, se necesita otro algoritmo tal como comenzar en un punto z(?) para luego ir al
punto () con f(z™M) < f(2(?), luego a (2 con f(z?) < f(z()) y asi sucesivamente, obteniendo la

secuencia z(©, M . con limy_, o f(x(k')) = f(z*), donde z* es la solucion 6ptima. Cabe destacar que el
algoritmo debe para cuando f(z*)) — f(z*) < € para algin € > 0 especifico.
Ejemplo:

min  f(z) = 3(z3 + 1023)
En donde el 6ptimo: z* =0y f(a*) =0.

4 L i
g oob ! S
_4l ST ) ]
—10 0 10

k k
Entonces #(0) = (10, 1), 23 = (32, %), 209 = (10 ()" (- 3)). 7®) = 1 ((10(2)") 410 (- %

L (100 (£)™ +10- (-5)*) = (%) = (&) @), f@) = (§)" @) < f@®) con

limp o0 2% =0y asi limy_ 00 f( )
Entonces el algoritmo comienza en el punto x € R" para luego repetir los siguientes pasos:

s Determinar la direccién Azx.
= Escoger el tamano del paso t.

» Actualizar z := z + tAx.
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Hasta que el criterio de detencion sea satisfecho. Pero ;Qué direccion Ax es buena?
Direccion: El objetivo debe ser decrecer en la direccion Azx.

El gradiente V f(z) apunta en la direccion del mejor ratio decreciente/creciente de f. Se elige Az :=
—V f(z), lo que implica que el gradiente es descendiente.

Ejemplo:

x(lk) = 10 (%)k, xgk) = (f%)k, entonces f(z) = 3(z3 + 1023) con —Vf(z) = —(z1,10z3), lue-

k k k k

go ~Vf(@®) = (=10 ()", =10 (=), con t = 2/11 y (" 23") + (=10 ()", 10 (~F)") =
(x(1k+1) Iék-&-l)).

Largo de paso t: Se elige ¢ para maximizar el decrecimiento del objetivo: ¢ := arg ming>o ¢(s) := f(x +
sAT).

Ejemplo:

2 ¥t = ()" 1000 =), (=5)" (1= 100)) con ¥ +2a) = 3 ((F)™ 10001 = )2 +10 (=)™ (1 = 102 =

1 (2 (100(1 — £)2 + 10(1 — 10¢)2), minimizado por ¢ = 2/11.

Criterio de detencion:

La intuicion se centra en que V f(z*) = 0 para el punto 6ptimo z* y ||V f(z*)||, = 0. Entonces se debe
detenr si |V f(z)|, <7 para algin valor pequeno 7 > 0.

Teorema 74. Se supone que f : R® — R es continuamente diferenciable en un conjunto abierto N
conteniendo el conjunto S = {x € R"|f(z) < f(2°)} donde 2° es el punto de comienzo. Sea el gradiente V f
Lipschitz continuo en N, es decir, hay una constante L > 0 tal que

IV5@) ~ VG < Llle — 7| Vo,7 € N
Entonces limy,_, o0 HVf(m(’f))H =0.

Entonces en el limite los algoritmos encuentran el punto x con V f(x) = 0, el cual es el 6ptimo local si f y
2 son convexos, pero no 6ptimo general. El tamano del paso ¢ := argming> ¢(s) := f(z — sV f(z)) contiene
al minimizador exacto ¢ de ¢(s) es dificil de encontrar, en particular si f no es convexo. Como primer intento,
se requiere que f(x — sV f(z)) < f(x).

) f(x)
'.‘ - 7-‘4:
: - - /
Tﬁ“ﬁﬁ ““““ /
\\ J /
\ /_// | z
: ~___— %

En donde el minimo global es —1, pero limy_, f(x(k)) = 0. Cabe destacar que se necesita un decreci-
miento suficiente, lo cual requiere que

¢(s) < $(0) + c15¢/(s) (33)

Para algiin ¢; € (0,1), tipicamente ¢; = 107%.
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§ 9lo)=fix +op, )

acceplable ) acceptable

|-=

Pero atn no es la mejor forma de hacerlo. Entonces se toma un largo de paso de s, el cual puede ser muy
pequeiio. Por ende, la intuicion es ¢/(s) = 0 si s es minimizador local de ¢, entonces se requiere que:

¢'(s) > c29'(0) (34)

Para algtn cs € (¢1,1), tipicamente co = 0,1. Por ende, la intuicion es que si ¢'(0) es muy pequeno (negativo),
entonces se deberia seguir buscando en la misma direccion.

b ol =flx+op, )

[N Tl ,/ \\ line of sufficient

I'ul s I ?‘.\ . decrease .
.. f - K /
Y\ A desired /- | T

| - /
3 : | el
\:‘_\_'““*}_-- SIUPe/ : | P
e : | :
N

acceptable

Ec;;:c:pluhh: .

Las condiciones 33 y 34 son llamadas condiciones de Wolfe.

Lema 75. Sea f : R — R continuamente diferenciable. Se asume que f es acotada por abajo en el

conjunto {x®) — sV f(x)|s > 0}. Entonces si 0 < ¢; < cq existen intervalos de largo de paso satisfaciendo
las condiciones de Wolfe.

El Teorema de Convergencia también aplica si en cada iteracion el nuevo punto ' = z — sV f(z) = ¢(s)
satisface las condiciones de Wolfe, pero s no necesariamente minimiza ¢(s).

s
La practica del Backtracking consiste en escoger § > 0, p € (0,1), ¢; € (0,1) y el conjunto s := 3, el cual
se repite hasta que ¢(s) < ¢(0) + ¢15¢'(s), con s:= p- sy luego repetir.

El valor s satisface (33), el largo del paso s no es tan corto con s = p - s’ para algin s’ que no cumpla
(33) y reemplace (34).
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11.1. Meétodo de Newton

Se asume que f(z) es dos veces continua y diferenciable. Entonces se recuerda que en el teorema de Taylor
se da el punto z, f(x +p) ~ f(x) + Vf(x)'p + %pTV2f(:z:)p =: m(p), luego se va al punto = + p donde p
minimiza m(p).

Luego, el algoritmo comienza en el punto ¢y € R", k := 0 y luego se repite lo siguiente: Dado el punto xy,
seamp(p) := f(ar)+Vf(ze) T p+ %pTVZf(mk)p, se toma p que minimiza myg(p), luego se define xy 1 := x+p,
luego k :=k + 1.

11.2. Ratio de convergencia

Definicién 76. Sea f una funcion continuamente diferenciable. Luego f es S-suavizada si

V(@) =Vl < Blle—yl

Teorema 77. Sea f convera y B-suavizada en R™. Luego, el gradiente descendente con tamano de paso

t =1/8 satisface
928 120 — 2*||?
< Jé] Hx x

Fa) — ft) <

A

S @)+ V@) (y—2)

S

Luego, f es convexa, lo que implica que f(y) > f(x)+Vf(z)T (y—2), entonces f(z)— f(y) < Vf(x)T (z—y).
Definicion 78. Una funcién f es a-fuerte convexa si satisface
1o
F@) ~ ) < V@) (@ —9) — o e~y

Teorema 79. Sea f a-fuerte convexa y [-suave. Entonces el gradiente descendiente con tamano de paso
t =1/8 satisface

2

4k
A0 - 1) < Goxp (- gy ) [0 -
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