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Auxiliar 4: Ley de Gauss

P1. Flujo
Considere la superficie de un cubo de lado a que es atravesado por un campo eléctrico. Calcular el flujo
total de la superficie y el campo eléctrico en cada punto de ésta cuando:

a) El campo de magnitud E es uniforme y normal a una de las caras.

b) El campo de magnitud E es uniforme, tangente al plano que contiene una de las caras y forma un
angulo # con la normal de una cara adyacente a esta.

c) El campo es el que genera una carga puntual ¢ en el centro del cubo.
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Figura 1

P2. Cascarén grueso.
Si se tiene un cascarén esférico grueso (Figura 1) que posee una densidad de carga p(r) = k/r? para
a<r<hb.

a. Calcule el campo eléctrico en todo el espacio.

b. Grafique |E| como funcién de r para el caso b = 2a.

Figura 2: Cascarén grueso cargado.



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

—

CARL GAUSS

NO WAY HE DESCRIBED NORMAL DISTRIBUTION

Figura 3: Amogauss.
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Resumen

Ley de Gauss y Operadores vectoriales

Operador nabla: Es un operador diferencial vectorial representado por el simbolo V (a veces
también anotado como 6) Este puede actuar sobre campos escalares o vectoriales mediante las
operaciones correctas. En coordenadas cartesianas puede escribirse como un vector cuyas compo-
nentes son las derivadas con respecto a cada coordenada asociada al espacio tridimensional:

V=2 0 +9 0 + 2z 0

- oz yay 0z
Esta notaciéon puede dar intuicién para ciertos cdlculos. jRecuerdan que en CVV al tomar el
gradiente de una funcién escalar (Vf) obtenfan un vector? Bueno, si toman un “vector” V y lo

multiplican por un “escalar” f, naturalmente obtienen otro vector:

_ (32 150 5900, 08 JOF
vi= <x3x +y8y +Z@z> f_xf)x +y8y +Z(?z:

Divergencia: Es un operador diferencial el cual opera sobre un campo vectorial y devuelve un
campo escalar que representa el flujo del campo vectorial a través de un volumen infinitesimalmente
pequeno en cada punto del espacio. La divergencia tiene diferentes formas segin cada sistema
coordenado:

3 . ol _ OF; % %
a. Cartesianas: V - F = T+ 7 + %53

b. Cilindricas: V- F' = 1.2 (F,r) + 1572 4 9

c. Esféricas: V- F = L2(Fr?) + OF,

1 0 -
r rsinf Oy + rsin@%(Fe Slna)

Notemos la intuiciéon aqui, al igual que cuando tomamos el producto punto entre dos vectores
obtenemos un escalar, si tomamos el producto punto del “vector” V con el “vector” F', obtenemos
un escalar también.

Rotor: Es otro operador diferencial que actiia sobre campo vectoriales, este describe la circulacion
infinitesimal de un campo vectorial. A diferencia de la divergencia, el rotor de un campo es un
vector el cual denota la magnitud y eje de la circulacién maxima.

En este caso es mas conveniente anotar el rotor como un determinante:

hyl  hy®  hyw

, | v
— 0 0 0
VXF=s==—1 3 & oo
WU Fuhy Fyhy  Fyhay

Aqui hy, hy v hy son los factores de escala asociados al sistema de coordenadas que estemos usando.
Los casos ttiles son:

a. Cartesianas: hy, = hy = h, = 1.
b. Cilindricas: h, =1, hp, =ry h, = 1.
c. Esféricas: h, =1, hy, = rsinf y hg = r.

Nuevamente podemos ver la intuicién, cuando tomamos el producto cruz de dos vectores obtenemos
un vector, por lo que si tomamos el producto cruz de V con F' también obtenemos un vector.
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Resumen

Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss: Indica que la integral de flujo de un campo
vectorial F' a través de una superficie cerrada OV es igual a la integral de volumen de la divergencia
de dicho campo sobre el volumen V' encerrado por aquella superficie.

/ ﬁ-dﬁ:/(v-ﬁ)dv
oV 14

Teorema del Rotor o de Teorema de Stokes: Dice que, dado un campo vectorial ﬁ, la integral
de trabajo a lo largo de una curva cerrada simple 0S es igual a la integral de flujo del rotor de F'
a través de la superficie S cuyo borde es 0S:

j{ﬁ.df:/(vm.dg
oS S

Ley de Gauss: Establece una relacion entre el flujo del campo eléctrico a través de una superficie
cerrada (OV') correspondiente a la frontera del volumen V', y la carga contenida dentro de este

(Qenc), tal que:

% E’dg’: Qanc
oV

€0

En caso de no conocer la carga encerrada, pero si la densidad presente, se puede calcular Q¢ como

sigue:
Qenc:/pdVZ/O'dS:/Adl
\% S l

Mediante el Teorema de Gauss, se puede llegar a la forma diferencial de la Ley de Gauss:

V'E:p/eo

Nota: La Ley de Gauss se cumple siempre, sin embargo, para que esta sea de utilidad al determinar
un campo eléctrico, es necesario que exista alguna simetria. Los casos con simetria méas comunes
son:

a. Plano o bloque “delgado” infinito.

b. Cable o cilindro infinito.

c. Esfera con densidad de carga dependiente de tinicamente de 7.
Otros casos no tan evidentes pueden ser:

a. Distribuciones infinitas con simetria axial: p(7) = p(z) (la densidad de carga varia unicamente
en un eje, no depende de z ni y).

b. Distribuciones radiales: p(7) = p(r) (la densidad de carga varia con r tinicamente).

Datazo: Las distribuciones de carga infinitas (cables, planos, cilindros infinitos) no existen en el
mundo real, pero son aproximaciones utiles en ciertos casos. Pensemos en los cables de una linea
de transmisién, de cerca el cable de 100 metros puede parecer infinito; o si estamos desviando
electrones en un laboratorio, dos placas de 20 x 20 cm separadas 1 milimetro son efectivamente
infinitas.
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Iniciamos definiendo nuestro sistema de coordenadas, para este caso lo mas
adecuado es situar el origen en el centro del casquete

Gracias a la simetria del sistema, este problema puede ser resuelto mediante la
Ley de Gauss, pero primero debemos justificar su uso.
Pensemos en un punto Pen el exterior del casquete

dado que la densidad de carga depende unicamente de r, para cada contribucién
que venga desde algun punto del casquete, existira su contraparte que anulara
las componentes del campo en (i’ y é de forma que este Unicamente tendra una
componente en p. Por otro lado, la intensidad del campo no podrd depender de
las variable angulares ¢ y 8, pues como dijimos, la densidad de carga depende
solo de r, de todo esto se deduce que:

gt
S n
E ()= Elr
Este analisis se puede extender de forma analoga para puntos al interior del
casquete.



Ahora ya podemos usar la Ley de Gauss. Resolveremos el campo desde adentro
hacia afuera.

Empezamos dibujando una superficie esférica imaginaria Sde radio r< a
centrada en el origen
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ahora aplicamos la Ley de Gauss en su forma integral

S

Resolvamos primero el lado izquierdo. El diferencial de superficie para una esfera
es .
JS=Y‘Y‘ MBD"%’B clm\n(.l \Oe[o,zn:) 3 96[0,12:]

a7

§ E-J¢ = Sjé-?‘r‘mec!tp do

=S

De los argumentos de simetria dedujimos que & = E[r)p
Reemplazando

Tz
§§-J§ “ Elr)f 9 r* imd dods
M
S 9 © -

Como E(r) no depende de ¢ ni 8, podemos sacarlo de integral

T ax

§é-4§ = ap)wﬁ e lls

9 o



*Nota: T oan

Jinodleds = 47
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Esta integral aparecera varias veces, asi que es bueno que se la aprendan de
memoria.

E-ds - E(r)r dn

S

Ahora vamos con el lado derecho de la Ley de Gauss.
Notemos en este caso que la carga que encierra nuestra superficie es 0, pues
dentro del casquete no hay carga, por lo tanto tenemos que

Qm: 0

lgualando

Her*Er = 0

- 3

& =0 r<a

El campo eléctrico al interior del casquete es nulo.

Ahora resolvamos para la zona intermedia.
Para este caso la superficie imginaria tendra un radio r e [& ] b)
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El lado izquierdo de la Ley de Gauss se calcula de la misma manera que en el
caso anterior, por lo que

§§0’§ =4nrE(r)

Ahora calculamos el lado derecho.
Notemos que la carga es variable con respecto al radio, por lo que la carga
encerrada de carga la calcularemos como

Q. (mel\/'

VI
El diferencial de volumen en coordenadas esféricas es
dV= ¢* koo drde’ e

Por otro lado, tenemos que la densidad de carga solo existe para 0.< 1 < b
y como nuestra superficie tiene radio r, la integral sobre r' ird entre ay r.
Ademas el cascardn esta completo angularmente, por lo que

Pe]o, 21\:) 3 Q¢ [O; 71::|

Asi entonces

Que 2 g %, ¥y dr'dedy

aL—-——-‘—\Fi

=k § g‘me'dr'elw'de'

dw:

rl

= {nck v

@,m = L{'ﬂf‘m(r" 0-)



Ilgualando ambos lados de la Ley de Gauss

\L}E\Y’ Elp ’-l'n:L r- o)

h(r )
E ()= T

Finalmente, por los argumentos de simetria concluimos que E apunta en 1

A k(r-o)
E(r): —Er;r? ﬁ Pe[&l\ﬂl

Por ultimo, calculamos el campo fuera del cascaron.
Construimos la superficie imaginaria ahora con un radio r< b

A2

o (Ve

Nuevamente el lado izquierdo de la Ley de Gauss se calcula de manera analoga a
la primera parte

§§J§ =4 E(r)

S

Ahora para el lado derecho calculamos la carga encerrada.
Recordemos que la carga solo estaen a1 £ b, y para este caso r> b, por lo
que los limites de la integral en r’'seran ay b. Por |o tanto:

€x 2K |

Qe = X g g }‘f-,‘/"/)\me'dr'oltp'ole'

o 3 ®



Q,.° Yk (b- o)

lgualando ambos lados de la Ley de Gauss

Har Elr) = H/jﬂ"éf'”

b
Elr)= L(Er:.) r>b

Donde otra vez se usan los argumentos de simetria para concluir que el campo
A
apunta en p.

L)) 0 P<on
Ee \Fe b nelad
tﬁi?’ 1> 24
IE] &
k|
Ye.0 K
$ = >



