1. Se tienen 2 péndulos simples acoplados por medio de un resorte de constante k y largo natural ly, que
es la misma distancia que tienen los péndulos cuando estan en su posicion de equilibrio 6; = 02 = 0.
Para este sistema:

a) Obtenga el Lagrangiano.

b) Suponga pequenas oscilaciones y con eso, asuma
que el resorte siempre esta horizontal. Obtenga
el Lagrangiano para pequenas oscilaciones. Ob-
tenga las ecuaciones de movimiento y construya
el sistema de ecuaciones de manera matricial.

¢) Calcule las frecuencias propias y modos norma-
les. Interprete.

d =10 % 0+ {Y’-TI\ZI

a) Tomando como origen del sistema de referencia la posicion de
equilibriio del péndulo de la izquierda, las posiciones de cada uno seran:

Th = Lsin@eni + L(4- s (o) §
Lcos(en)

: T2= (Lsin®)+ LK + LU- cos(e)) ff‘
L(4- cos(en)) Reicicn de Ulibcio sdlo =

denp o em X

Teniendo esto en cuenta, el Lagrangiano estara dado por:

L=K-0 = K-(U%+Ug\

K=4dm(o? + 62) = Tml(8F + 62)

u% . m&( P+ Y2) = mg(z- Cos(en) - Cos(ey))

Uk = 3K = LK(d- LY = L kL + Lisine)- sinten))* + Fleoslen - ce®nY - LY
b) Para pequefias oscilaciones, se hacen los supuestos:
O = %o-t- e — sinte) =60, * cosS(e) = 4- 8—2?
Aplicando esto al Lagrangiano resulta:

K=4mL2(ge; + 86;)

U = mg(2- (4- 881 - (4- 865 - —%mg(&% + 86;)



Uk = 2k (Lo + LiSe, - so* + 12 (B85 BT - 1)* = L1 (8e, - son)®
O(seM)

L= 4dmiz(ee; + ge;) - —g_-mK(Beﬂ' + 88;) - KL (8o, - SV

Considerando que solo existe movimiento horizontal: (8x; = LEe;)
Z = Amlsid + 6x2) - PR(6x3+ 6%2) - & (Bxo - E%y)2

Se obtienen las ecuaciones de movimiento con Euler-Lagrange:

i) FE (355 ) =msX, 1 B = - Yo + k(6K -8x)

2L

&Xz_-‘ E%(;_Sl;t;_\ =mEX, A 35 T - %%sz_’ K{EXe - %)

m&% + (€ + KYEXq - KE%, = O
Mm&X, + (& + KYEX, - KEXy = O

Se plantea el sistema de forma matricial:

o)) (R gkl
M

LHEX +USK = 0y
c) Para que el sistema oscile, usamos el ansatz &x = Bet*t -5 & = - o &%
Con esto queda:
MEX + U =0 = -Hl&R + V& =0 = (N-uwFM)EX = 0

Una vez se tiene de esta forma, las frecuencias propias se obtendran para
. . . A A

al imponer que el determinante de la matriz (y - w¥M) sea 0 (para que las

soluciones sean no triviales):
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(%+K-w‘m\z-l<z= o — %+K—w‘m =+ K

w,,:% A m’:=-§-+%A



Luego, los modos normales seran los vectores propios asociados a cada
una de las frecuencias:
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2. Dos masas iguales que deslizan sin roce por un riel circunferencial de radio R se encuentran acopladas
por dos resortes iguales de constante elastica k£ y largo natural [g.

a) Escriba las ecuaciones de movimiento.

b) Determine los puntos de equilibrio del sistema.

¢) Calcule las frecuencias propias y modos normales de oscilacion.

d) Imagine el sistema se encuentra originalmente en reposo. En t = 0 una de las masas es golpeada,

quedando con velocidad vg. Encuentre #,(t) y 62(t) para t > 0.

a) Vemos cdmo actuan las fuerzas de los resortes sobre cada una de las
masas para obtener las ecuaciones de movimiento:

Bagrama Ty 8 TorKU-L)E8) + Kike- L)6)

/Q K'£° m =N

T W—e L2 R = kG- L)) + K- L)-6,)
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La aceleracién de cada una de las masas (en coordenadas polares) sera:
L =Rp > U;=RéE, - Q- ‘R’éalﬁ; + RE 6,
Luego, por segunda Ley de Newton en los ejes tangenciales:
WRE, = KLY - KU K = KR(Z, - 280 & +2e -2, -0
MRS, = KL - £6) - KCL, - &) = KR(28, - 26,) & 2o+ Ze, -0

b) Los puntos de equilibrio se consiguen al imponer que las aceleraciones
angulares son 0:

&:=8:=0 — 94=97./

c) Para obtener las frecuencias propias, se escribe el sistema en forma
matricial:

5-(3) ~ (@) +(Z Z)E)-() & 8ro8-9

B=Ae" - -8 +S%8 -0 — (SB-uwrT)8-=0

z - 2K
de.""( 2%@/;““) 24 /m/— Muf‘) =0

(%'m‘y‘ '(%)z =0

W B2 - e

Luego los modos normales seran los asociados a cada frecuencia:

(2 ZR)(8) — wn > e )

oo (2 ZNY)-(3) — o = 5 ()

La solucion general del sistema sera una combinaciion ineal entre los
modos normales de oscilacion, donde cada uno debe resolver la
ecuacion diferencial planteada inicialmente. Esto es:

Bty = &S, + feve |, L+ruwf -0 2~ L+wit -0

)



Resolviendo, se tiene:
£ = Asn(ut) + Broswyty A 4= A +Bt
S8 = (A cos(unt) + By s;ncw,ft\\@,, +(A_+BEIT

d) Para la configuracién dada, las condiciones iniciales son:
&lt=0)=0 + 6l£t=0)=0 R .
. = . o eu:=os=(g) A Blt:=0)= (%)
Blt-0)=FF *» 6,lt=0)=0 ©

Aplicando esto al sistema:

Ak +A-d=0 o A=-A

AT rAcdi=0 oA, -A
.°.A+=A-=O/‘

Se-o) =B d(4)+ - &(H) - (PR) - Bt rrdio B = RwW

sikeor- A l4) + A-dlE) - (2) -

3-\-”0 *'B.M.L\ ru-m/R..—B+ M‘RA“'I

o BlEY = oogs Selw T, + Rt 6;7{



