1. Un péndulo esférico, a diferencia de un péndulo simple, no se mueve en un plano, sino que en el espacio.
Para el sistema de la figura, encuentre:
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Figura 1: Mono pixeleado

a) El lagrangiano que describe el sistema.

b) Las ecuaciones de movimiento del sistema y sus cantidades conservadas. ;Qué recupera con
¢ = ¢o? Interprete.

¢) Obtenga una ecuacién diferencial con dependencia solamente de la variable 6.

d) Calcule la energia y con ello reduzca el problema al de una particula ficticia en un potencial
efectivo Ueyy.

a) Se calcula el Lagrangiano del sistema como L = K - U, usando
coordenadas esféricas para describir el movimiento de la particula:

Ay O = &C + £&8 +£sm(e\<i>:|\>
K= -'szc' ® = —’;}:Pﬂn(f.’é’az + ﬂzsmz(e\ci;") U= Mg =- m&lcas(e\

£=K-0 = 4dm(L2¢" + Paderd®) + m&ﬁcos(e\/{

b) Para ver las cantidades conservadas del sistema, vemos las
dependencias explicitas del Lagrangiano para todas las variables g:

- Como no hay dependencia del tiempo, se conserva el hamiltoniano el
cual coincide con la Energia.



- Como no hay dependencia de ¢, se conserva la cantidad:
#£(3%)- %%Z 0 — R=3%=mlsierd -
Utilizando Euler-Lagrange sobre &
&(g‘g) 3%-0 > FH(mfd) -(mlsinercser§ - melsined) = 0
8 - siEeYwseV + Fsine) =0
Si ¢ = ¢ constante, se recupera el péndulo simple:

8 - saEwsEV + §siner=0 > B+ §sine)- V4

c) Dada la cantidad conservada, se define lo siguiente:
h= %‘2?—,_ conborte  h = sinlt(e)¢
Reemplazando en la ecuacion de movimiento:

€ - sin(e)os®) - (s-_nl'(_e\) + %Sin(e\ =0

© cbﬁ(e"lr\ + %sm(e\ 0/(

d) Se calcula la energia de forma tradicional como £ = K + U, de forma
que aparezca una sola variable para plantear el potencial efectivo:

E = K-U = 4dm(£2¢ + Paderd) - mala:s(e\
E = A& + LmlPsdend® - melees(e)
E = 4Amfe + J—mﬂzsnte\(s—n.l(—m) - mﬂla:s(e\

€ = dmp& + dmlsdeht - meleos(e)
Kegp Uege (€Y

2. Uggte) = LmlPideht - m&laﬂe%



