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<latexit sha1_base64="1gVkUpujBDfW+Vz6DLJe5JlYe5A=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIVJdFN+6sYB/YDiWTZtrQTGZI7gil9C/cuFDErX/jzr8x085CqwcCh3PuJeeeIJHCoOt+OYWV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QMnGqGW+yWMa6E1DDpVC8iQIl7ySa0yiQvB2MrzO//ci1EbG6x0nC/YgOlQgFo2ilh15EccSoJLf9csWtunOQv8TLSQVyNPrlz94gZmnEFTJJjel6boL+lGoUTPJZqZcanlA2pkPetVTRiBt/Ok88IydWGZAw1vYpJHP158aURsZMosBOZgnNspeJ/3ndFMNLfypUkiJXbPFRmEqCMcnOJwOhOUM5sYQyLWxWwkZUU4a2pJItwVs++S9pnVW9WrV2d16pX+V1FOEIjuEUPLiAOtxAA5rAQMETvMCrY5xn5815X4wWnHznEH7B+fgGGGaQjg==</latexit>O

<latexit sha1_base64="eEyk8RWTTxTzkEenlXlDEIw4cQY=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI9Vj04rEF+wFtKJvtpF27m4TdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8N/PbT6g0j6MHM0nQl3QY8ZAzaqzUkP1S2a24c5BV4uWkDDnq/dJXbxCzVGJkmKBadz03MX5GleFM4LTYSzUmlI3pELuWRlSi9rP5oVNybpUBCWNlKzJkrv6eyKjUeiID2ympGellbyb+53VTE974GY+S1GDEFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTdGG4C2/vEpalxWvWqk2rsq12zyOApzCGVyAB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFrXnHzmBP7A+fwB2R+M/A==</latexit>m

<latexit sha1_base64="NsjKO6FvOGDmdJJbvTvwmNzF414=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI9Vj04rEF+wFtKJvtpF272YTdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8N/PbT6g0j+WDmSToR3QoecgZNVZqjPulsltx5yCrxMtJGXLU+6Wv3iBmaYTSMEG17npuYvyMKsOZwGmxl2pMKBvTIXYtlTRC7WfzQ6fk3CoDEsbKljRkrv6eyGik9SQKbGdEzUgvezPxP6+bmvDGz7hMUoOSLRaFqSAmJrOvyYArZEZMLKFMcXsrYSOqKDM2m6INwVt+eZW0LitetVJtXJVrt3kcBTiFM7gAD66hBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLSuOfnMCfyB8/kD1heM+g==</latexit>

k

<latexit sha1_base64="POTEcBaz9AlZ2ybX8k7JtjlJC5Y=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mKVI9FLx4r2A9IQ9lsN+3SzW7YnQgl5Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSK4Adf9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fika1SqKetQJZTuh8QwwSXrAAfB+olmJA4F64XTu7nfe2LacCUfYZawICZjySNOCVjJH0Sa0MzLs0Y+rNbcursAXideQWqoQHtY/RqMFE1jJoEKYozvuQkEGdHAqWB5ZZAalhA6JWPmWypJzEyQLU7O8YVVRjhS2pYEvFB/T2QkNmYWh7YzJjAxq95c/M/zU4hugozLJAUm6XJRlAoMCs//xyOuGQUxs4RQze2tmE6ITQFsShUbgrf68jrpNupes958uKq1bos4yugMnaNL5KFr1EL3qI06iCKFntErenPAeXHenY9la8kpZk7RHzifPzzSkT4=</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="eEyk8RWTTxTzkEenlXlDEIw4cQY=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI9Vj04rEF+wFtKJvtpF27m4TdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8N/PbT6g0j6MHM0nQl3QY8ZAzaqzUkP1S2a24c5BV4uWkDDnq/dJXbxCzVGJkmKBadz03MX5GleFM4LTYSzUmlI3pELuWRlSi9rP5oVNybpUBCWNlKzJkrv6eyKjUeiID2ympGellbyb+53VTE974GY+S1GDEFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTdGG4C2/vEpalxWvWqk2rsq12zyOApzCGVyAB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFrXnHzmBP7A+fwB2R+M/A==</latexit>m

<latexit sha1_base64="POTEcBaz9AlZ2ybX8k7JtjlJC5Y=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mKVI9FLx4r2A9IQ9lsN+3SzW7YnQgl5Gd48aCIV3+NN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSK4Adf9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fika1SqKetQJZTuh8QwwSXrAAfB+olmJA4F64XTu7nfe2LacCUfYZawICZjySNOCVjJH0Sa0MzLs0Y+rNbcursAXideQWqoQHtY/RqMFE1jJoEKYozvuQkEGdHAqWB5ZZAalhA6JWPmWypJzEyQLU7O8YVVRjhS2pYEvFB/T2QkNmYWh7YzJjAxq95c/M/zU4hugozLJAUm6XJRlAoMCs//xyOuGQUxs4RQze2tmE6ITQFsShUbgrf68jrpNupes958uKq1bos4yugMnaNL5KFr1EL3qI06iCKFntErenPAeXHenY9la8kpZk7RHzifPzzSkT4=</latexit>

1

2

<latexit sha1_base64="NsjKO6FvOGDmdJJbvTvwmNzF414=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI9Vj04rEF+wFtKJvtpF272YTdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BKbhhuBnUQhjQKB7WB8N/PbT6g0j+WDmSToR3QoecgZNVZqjPulsltx5yCrxMtJGXLU+6Wv3iBmaYTSMEG17npuYvyMKsOZwGmxl2pMKBvTIXYtlTRC7WfzQ6fk3CoDEsbKljRkrv6eyGik9SQKbGdEzUgvezPxP6+bmvDGz7hMUoOSLRaFqSAmJrOvyYArZEZMLKFMcXsrYSOqKDM2m6INwVt+eZW0LitetVJtXJVrt3kcBTiFM7gAD66hBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLSuOfnMCfyB8/kD1heM+g==</latexit>

k

<latexit sha1_base64="FUgAnmPBHKHl1OWE70FTMReWyy8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI9Vj04rGi/YA2lM120i7dbMLuRqihP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6mfqtR1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivdP/W8XqnsVtwZyDLxclKGHPVe6avbj1kaoTRMUK07npsYP6PKcCZwUuymGhPKRnSAHUsljVD72ezUCTm1Sp+EsbIlDZmpvycyGmk9jgLbGVEz1IveVPzP66QmvPIzLpPUoGTzRWEqiInJ9G/S5wqZEWNLKFPc3krYkCrKjE2naEPwFl9eJs3ziletVO8uyrXrPI4CHMMJnIEHl1CDW6hDAxgM4Ble4c0Rzovz7nzMW1ecfOYI/sD5/AESTo2t</latexit>z1

<latexit sha1_base64="xVKKLweo+it/DSly4e0EzZ+YTGQ=">AAAB6nicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaJQY9ELx4xyiOBDZkdemHC7OxmZtYECZ/gxYPGePWLvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRzcxvPaLSPJYPZpygH9GB5CFn1Fjp/qlX6RVLbtmdg6wSLyMlyFDvFb+6/ZilEUrDBNW647mJ8SdUGc4ETgvdVGNC2YgOsGOppBFqfzI/dUrOrNInYaxsSUPm6u+JCY20HkeB7YyoGeplbyb+53VSE175Ey6T1KBki0VhKoiJyexv0ucKmRFjSyhT3N5K2JAqyoxNp2BD8JZfXiXNStmrlqt3F6XadRZHHk7gFM7Bg0uowS3UoQEMBvAMr/DmCOfFeXc+Fq05J5s5hj9wPn8AE9KNrg==</latexit>z2

<latexit sha1_base64="Tjdwib2i32vt5tJMkovYyqqFk6U=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI9Vj04rGC/YA2lM120q7dZMPuplBC/4MXD4p49f9489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpuapkqhg0mhVTtgGoUPMaG4UZgO1FIo0BgKxjdzfzWGJXmMn40kwT9iA5iHnJGjZWa3TEyMuiVym7FnYOsEi8nZchR75W+un3J0ghjwwTVuuO5ifEzqgxnAqfFbqoxoWxEB9ixNKYRaj+bXzsl51bpk1AqW7Ehc/X3REYjrSdRYDsjaoZ62ZuJ/3md1IQ3fsbjJDUYs8WiMBXESDJ7nfS5QmbExBLKFLe3EjakijJjAyraELzll1dJ87LiVSvVh6ty7TaPowCncAYX4ME11OAe6tAABk/wDK/w5kjnxXl3Phata04+cwJ/4Hz+ACxsjuI=</latexit>

~g

P1: Un resorte vertical de constante elástica k y largo natural D, tiene

uno de sus extremos anclado al suelo (origen del sistema) y el otro a una

masa puntual m. Esta, a su vez, sostiene a un segundo resorte, también

vertical, de constante elástica k/2 y largo natural D. El extremo superior

de este resorte sujeta una masa puntual m/2. Sobre el sistema actúa la

gravedad.

(a) 2pts. Determine el Lagrangiano del sistema en términos de las alturas

de ambas part́ıculas desde el nivel del suelo z1 y z2.

(b) 1pt. A partir de las condiciones ∂L
∂z1

= 0, ∂L
∂ż1

= 0, ∂L
∂z2

= 0, y ∂L
∂ż2

= 0,

determine la configuración de equilibrio del sistema (z01 , z
0
2).

(c) 2pt. A partir de (b), defina nuevas variables δz1 ≡ z1 − z01 y δz2 ≡
z2 − z02 , y deduzca las ecuaciones de movimiento que las gobiernan.

(d) 1pt. Deduzca las frecuencias normales de oscilación e ilustre cómo

oscila cada modo normal.

<latexit sha1_base64="1gVkUpujBDfW+Vz6DLJe5JlYe5A=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIVJdFN+6sYB/YDiWTZtrQTGZI7gil9C/cuFDErX/jzr8x085CqwcCh3PuJeeeIJHCoOt+OYWV1bX1jeJmaWt7Z3evvH/QMnGqGW+yWMa6E1DDpVC8iQIl7ySa0yiQvB2MrzO//ci1EbG6x0nC/YgOlQgFo2ilh15EccSoJLf9csWtunOQv8TLSQVyNPrlz94gZmnEFTJJjel6boL+lGoUTPJZqZcanlA2pkPetVTRiBt/Ok88IydWGZAw1vYpJHP158aURsZMosBOZgnNspeJ/3ndFMNLfypUkiJXbPFRmEqCMcnOJwOhOUM5sYQyLWxWwkZUU4a2pJItwVs++S9pnVW9WrV2d16pX+V1FOEIjuEUPLiAOtxAA5rAQMETvMCrY5xn5815X4wWnHznEH7B+fgGGGaQjg==</latexit>O <latexit sha1_base64="tVONj6qzHs+cTOGtZ8OmfMc60xo=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ6KolI9Vj04rGC/YA2lM120y7dbMLuRCyhP8KLB0W8+nu8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFqp1R1SJE9nvVLZrbgzkGXi5aQMOeq90le3H7M04gqZpMZ0PDdBP6MaBZN8UuymhieUjeiAdyxVNOLGz2bnTsipVfokjLUthWSm/p7IaGTMOApsZ0RxaBa9qfif10kxvPYzoZIUuWLzRWEqCcZk+jvpC80ZyrEllGlhbyVsSDVlaBMq2hC8xZeXSfOi4lUr1fvLcu0mj6MAx3AC5+DBFdTgDurQAAYjeIZXeHMS58V5dz7mrStOPnMEf+B8/gCmxY8j</latexit>

x̂0

<latexit sha1_base64="9a2YfirZem9N6hHEGqvxuCQRpkg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0lEqseiF48V7Ae0oWy2m3bpZhN2J0Io/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GdzO//cS1EbF6xCzhfkSHSoSCUbRSuzeiSLLzfrniVt05yCrxclKBHI1++as3iFkacYVMUmO6npugP6EaBZN8WuqlhieUjemQdy1VNOLGn8zPnZIzqwxIGGtbCslc/T0xoZExWRTYzojiyCx7M/E/r5tieONPhEpS5IotFoWpJBiT2e9kIDRnKDNLKNPC3krYiGrK0CZUsiF4yy+vktZl1atVaw9XlfptHkcRTuAULsCDa6jDPTSgCQzG8Ayv8OYkzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gCoSo8k</latexit>

ŷ0
<latexit sha1_base64="IcDDZp5smez4kFLW2ODwvdU6Wcg=">AAAB6nicbVDLTgJBEOz1ifhCPXqZSEw84S4x6JHoxSM+eCSwIbNDL0yYnd3MzJoQwid48aAxXv0ib/6NA+xBwUo6qVR1p7srSATXxnW/nZXVtfWNzdxWfntnd2+/cHDY0HGqGNZZLGLVCqhGwSXWDTcCW4lCGgUCm8HwZuo3n1BpHstHM0rQj2hf8pAzaqz0cH9e7haKbsmdgSwTLyNFyFDrFr46vZilEUrDBNW67bmJ8cdUGc4ETvKdVGNC2ZD2sW2ppBFqfzw7dUJOrdIjYaxsSUNm6u+JMY20HkWB7YyoGehFbyr+57VTE175Yy6T1KBk80VhKoiJyfRv0uMKmREjSyhT3N5K2IAqyoxNJ29D8BZfXiaNcsmrlCp3F8XqdRZHDo7hBM7Ag0uowi3UoA4M+vAMr/DmCOfFeXc+5q0rTjZzBH/gfP4AjeONVg==</latexit>

R/2

<latexit sha1_base64="gA+KaQ8q4BwMGmTB+QI+KZDk2aQ=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHaNQY9ELx7ByCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1Fipft8rltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmhdlr1Ku1C9L1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+ALAzjOE=</latexit>

R
<latexit sha1_base64="eEyk8RWTTxTzkEenlXlDEIw4cQY=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KolI9Vj04rEF+wFtKJvtpF27m4TdjVBCf4EXD4p49Sd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpu6ThVDJssFrHqBFSj4BE2DTcCO4lCKgOB7WB8N/PbT6g0j6MHM0nQl3QY8ZAzaqzUkP1S2a24c5BV4uWkDDnq/dJXbxCzVGJkmKBadz03MX5GleFM4LTYSzUmlI3pELuWRlSi9rP5oVNybpUBCWNlKzJkrv6eyKjUeiID2ympGellbyb+53VTE974GY+S1GDEFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTdGG4C2/vEpalxWvWqk2rsq12zyOApzCGVyAB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFrXnHzmBP7A+fwB2R+M/A==</latexit>m

<latexit sha1_base64="dhaiSg5upMCqDmId3PYF9rG06hk=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRmR6rLoxp0V7AOmQ8mkmTY0kwxJRihDP8ONC0Xc+jXu/Bsz7Sy09UDgcM695NwTJpxp47rfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOThsa5kqQltEcqm6IdaUM0FbhhlOu4miOA457YTj29zvPFGlmRSPZpLQIMZDwSJGsLGS34uxGRHM0f1Zv1J1a+4MaJl4BalCgWa/8tUbSJLGVBjCsda+5yYmyLAyjHA6LfdSTRNMxnhIfUsFjqkOslnkKTq1ygBFUtknDJqpvzcyHGs9iUM7mUfUi14u/uf5qYmug4yJJDVUkPlHUcqRkSi/Hw2YosTwiSWYKGazIjLCChNjWyrbErzFk5dJ+6Lm1Wv1h8tq46aoowTHcALn4MEVNOAOmtACAhKe4RXeHOO8OO/Ox3x0xSl2juAPnM8ffB2Qvw==</latexit>

O0

<latexit sha1_base64="xMSDfcMS2Q0MHyj212B3HGJtlqs=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUSkeix68WYF+wFtKJvtpF26u4m7G6GE/gkvHhTx6t/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTDjTxvO+nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqKDZozGPVDolGziQ2DDMc24lCIkKOrXB0M/VbT6g0i+WDGScYCDKQLGKUGCu1u3cCB6Tn9Uplr+LN4C4TPydlyFHvlb66/ZimAqWhnGjd8b3EBBlRhlGOk2I31ZgQOiID7FgqiUAdZLN7J+6pVfpuFCtb0rgz9fdERoTWYxHaTkHMUC96U/E/r5Oa6CrImExSg5LOF0Upd03sTp93+0whNXxsCaGK2VtdOiSKUGMjKtoQ/MWXl0nzvOJXK9X7i3LtOo+jAMdwAmfgwyXU4Bbq0AAKHJ7hFd6cR+fFeXc+5q0rTj5zBH/gfP4AilWPqQ==</latexit>

⌦0

<latexit sha1_base64="9anRe0OqHxTHBQXFKDClkY9A2cA=">AAAB6XicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjF6IrvGoEeiF4/44JEAIbPDLEyYnd3M9JqQDX/gxYPGePWPvPk3DrAHBSvppFLVne4uP5bCoOt+O7mV1bX1jfxmYWt7Z3evuH/QMFGiGa+zSEa65VPDpVC8jgIlb8Wa09CXvOmPbqZ+84lrIyL1iOOYd0M6UCIQjKKV7h9Oe8WSW3ZnIMvEy0gJMtR6xa9OP2JJyBUySY1pe26M3ZRqFEzySaGTGB5TNqID3rZU0ZCbbjq7dEJOrNInQaRtKSQz9fdESkNjxqFvO0OKQ7PoTcX/vHaCwVU3FSpOkCs2XxQkkmBEpm+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjacgg3BW3x5mTTOy16lXLm7KFWvszjycATHcAYeXEIVbqEGdWAQwDO8wpszcl6cd+dj3ppzsplD+APn8wcSGY0T</latexit>

S0

<latexit sha1_base64="rEZRc5Bk/pXSizUfIP8wWPNHV/Q=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbRU9mVUj0WvXisYD+gXUo2zbahSXZJsoWy9C948aCIV/+QN/+N2XYP2vpg4PHeDDPzgpgzbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTto4SRWiLRDxS3QBrypmkLcMMp91YUSwCTjvB5D7zO1OqNIvkk5nF1Bd4JFnICDaZNB24l4Nyxa26C6B14uWkAjmag/JXfxiRRFBpCMda9zw3Nn6KlWGE03mpn2gaYzLBI9qzVGJBtZ8ubp2jC6sMURgpW9Kghfp7IsVC65kIbKfAZqxXvUz8z+slJrz1UybjxFBJlovChCMToexxNGSKEsNnlmCimL0VkTFWmBgbT8mG4K2+vE7a11WvXq0/1iqNuzyOIpzBOVyBBzfQgAdoQgsIjOEZXuHNEc6L8+58LFsLTj5zCn/gfP4Aa7uN2Q==</latexit>

v00

P2: Considere una plataforma circular de radio R que gira con velocidad

constante Ω0. A una distancia R/2 del eje de giro hay un canal por

donde circula, sin roce, una part́ıcula de masa m. En un cierto momento

se impulsa la part́ıcula desde el extremo del canal con una rapidez v′0
respecto del mismo. En este problema no hay gravedad.

(a) 2.0pts. Determine la ecuación de movimiento para la posición x′ de

la part́ıcula a lo largo del canal. Ayuda: Note que la posición de O′ con

respecto a O es ~R = (R/2)ŷ′.

(b) 2.0pts. Calcule la magnitud mı́nima de v′0 para que la part́ıcula

llegue al punto central del canal (x′ = 0).

(c) 2.0pts. Si la part́ıcula se impulsa con el valor v′0 encontrada

en la parte (b) desde el extremo del canal, determine la posición x′

donde la fuerza que la pared del canal ejerce sobre la part́ıcula es

nula.
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P3: Considere un sólido ŕıgido compuesto por cuatro masas idénticas m

ubicadas en las esquinas de una lámina cuadrada de largo ` sin masa.

Una de las esquinas del cuadrado permanece unida a una pared vertical

mediante una rótula, permitiendo que el cuadrado gire libremente, for-

mando un ángulo φ entre uno de sus lados y la pared. En t = 0, se libera

al sólido desde el reposo, con φ = 0. Considere la presencia de gravedad.

(a) 1.5pts. Calcule el momento angular del sólido c/r a O.

(b) 1.5pts. Calcule el torque total que actúa sobre el sólido c/r a O.

(c) 1.5pts. A partir de los resultados de las partes (a) y (b), derive la

ecuación de movimiento que debe respetar el ángulo φ. Intégrela una vez

para obtener una relación entre φ̇ y φ.

(d) 1.5pts. Calcule la fuerza ~Fpared que ejerce la pared sobre el sólido

como función del ángulo φ. Exprese su resultado en la base {ρ̂, φ̂} de la

figura. Ayuda: Recuerde la ecuación M~aCM = F ext
tot .



Fórmulas útiles

Relaciones cinemáticas para coordenadas ciĺındricas:

~r = ρρ̂+ zẑ, ~v = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂+ żẑ, ~a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (2ρ̇φ̇+ ρφ̈)φ̂+ z̈ẑ. (1)

El Lagrangiano para un sistema con enerǵıa cinética K y potencial U viene dado por:

L = K − U. (2)

Las ecuación de Euler-Lagrange para la coordinada generalizada qi viene dada por:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0. (3)

La derivada temporal dee un vector unitario û que gira con velocidad angular ~Ω es

d

dt
û = ~Ω× û. (4)

Recuerde las siguientes relaciones conectando cantidades cinemáticas de un sistema inercial S con un sistema no

inercial S′:
~r = ~R+ ~r ′, ~v = ~̇R+ ~v ′ + ~Ω× ~r ′. (5)

La segunda ley de Newton válida en un sistema no inercial S′ es:

m~a′ = ~Ftot −m ~̈R−m~Ω× (~Ω× ~r ′)− 2m~Ω× ~v ′ −m ~̇Ω× ~r ′. (6)

El momento angular ~LP y el torque ~τP de un sistema de varias part́ıculas con respecto a un punto fijo P , vienen

dados por
~LP =

∑
i

mi(~ri − ~rP )× ~vi, ~τP =
∑
i

(~ri − ~rP )× F ext
i . (7)

El momento angular ~LO para un sólido ŕıgido, con respecto a un origen fijo O viene dado por

~LO = M ~R× ~̇R+M ~R× (~Ω× ~r ′
CM) +M~r ′

CM × ~̇R+ IO′~Ω , (8)

donde ~R es la posición de O′ con respecto a O, y ~r ′
CM es la posición del centro de masas con respecto a O′.

Adicionalmente, recuerde que IO′ es la matriz de inercia calculada con respecto al sistema S′ solidario al sólido:

IO′ =
∑
i

mi

(
||~ri||2I− ~r ′

i ~r
′t
i

)
=
∑
i

mi

 y′i
2

+ z′i
2 −x′iy′i −x′iz′i

−x′iy′i x′i
2

+ z′i
2 −y′iz′i

−x′iz′i −y′iz′i x′i
2

+ y′i
2

 . (9)

2



Sol P1: (a) L = m
2 ż

2
1+m

4 ż
2
2− k

2 (z1−D)2− k
4 (z2−z1−D)2−mgz1−m

2 gz2. (b) ∂L
∂z1

= −k(z1−D)+ k
2 (z2−z1−D)−mg,

∂L
∂ż1

= mż1, ∂L
∂z2

= −k
2 (z2−z1−D)−m

2 g, y ∂L
∂ż2

= m
2 ż2. Luego: z01 = D− 3mg

2k y z02 = 2D− 5mg
2k . (c) Las ecuaciones de

movimiento son δz̈1+ k
2m [3δz1 − δz2] y δz̈2+ k

m [−δz1 + δz2]. (d) La matriz de frecuencia es Ω2 = k
m

(
3/2 −1/2

−1 1

)
,

de donde ω1 =
√

k
2m y ω2 =

√
2k
m . El modo ω1 es tal que si δz1 crece, δz2 crece el doble; el modo ω2 es tal que si

δz1 crece, δz2 decrece en la misma proporción.

Sol P2: (a) Se tiene ~R = (R/2)ŷ′. Notar que d
dt ŷ

′ = −Ω0x̂
′, por lo tanto ~̇R = −Ω0(R/2)x̂′ y ~̈R = −Ω2

0(R/2)ŷ′.
Luego, la ec. (6) del formulario da mx̂′ẍ′ = ŷ′N + mΩ2

0(R/2)ŷ′ + mx′Ω2
0x̂

′ − 2mẋ′Ω0ŷ
′. La componente x′ es:

ẍ′ − Ω2
0x

′ = 0. (b) Integrando e imponiendo condiciones iniciales: ẋ′2 − Ω2
0x

′2 = v′0
2 − 3Ω2

0R
2/4. Sigue que

v′0
2

= 3Ω2
0R

2/4. (c) La componente y′ de la ecuación es: 0′ = N + mΩ2
0(R/2) − 2mẋ′Ω0. Usando la ecuación de

la parte anterior (ẋ′2 − Ω2
0x

′2 = v′0
2 − 3Ω2

0R
2/4) y la condición N = 0, finalmente se obtiene: x′ = R/4 (ocurre

mientras la part́ıcula va de regreso hacia el punto inicial).

Sol P3: (a) Tenemos ~r1 = `ρ̂, ~r2 = `ρ̂+`φ̂, ~r3 = `φ̂ y ~r4 = 0. Luego: ~LO = m(`ρ̂)×(`φ̇φ̂)+m(`ρ̂+`φ̂)×(`φ̇φ̂−`φ̇ρ̂)+

m(`φ̂)×(−`φ̇ρ̂). Sumando: ~LO = 4m`2φ̇ẑ. (b) Se tiene: ~τO = mg(`ρ̂)×(− cosφρ̂+sinφφ̂)+mg(`ρ̂+`φ̂)×(− cosφρ̂+

sinφφ̂) +mg(`φ̂)× (− cosφρ̂+ sinφφ̂). Sumando ~τO = 2mg`ẑ(sinφ+ cosφ). (c) Se tiene: φ̈− g
2` (sinφ+ cosφ) = 0.

Integrando φ̇2 = g
` (1− cosφ+ sinφ). (d) ~rCM = 1

2`(ρ̂+ φ̂). Luego ~aCM = 1
2 φ̈`(φ̂− ρ̂)− 1

2 φ̇
2`(ρ̂+ φ̂). La ecuación

M~aCM = F ext
tot entonces adopta la forma: 4m 1

2`[φ̈(φ̂− ρ̂)− φ̇2(ρ̂+ φ̂)] = 4mg(− cosφρ̂+sinφφ̂)+ ~Fpared. Despejando

y reemplazando los resultados de la parte (c): ~Fpared = −mg(2 + 5 sinφ− 3 cosφ)φ̂−mg(2 + 3 sinφ− 5 cosφ)ρ̂.

3

















P2
as Ocuparemos el Sist . (

,y,'s ya puesto en la Figura.
La posicion de la particula seria

Gr
↑=x* = y= xx== &

Paradefinir ocupamos el Sist.

Inercial (, 3,
fentences

R=Cri ==Cr1F = -(Rig + (R11

donde = r= g =0
,

asi que

= -Crili = -CRA)ri

· Tambien se poda ocupar= (R1)y ,
donde habra que utilizar in = x y obtener =-(r1)ri

La velocidad angular es simplemente I=r= r
. E, y solo hay fuerza normal actuando sobre la particula

ZiFi = N = Nij

Calculannos cada termino de la formula de SRNI

>MF =mix

-mi =m(r)Ri

-mr(er) = -mcx(rExv) = mrX' *

& -Lmx = -LmRk='

=Mr.Ty

p-mE'=

y reemplazando

* mi =mrx (1)

ij) 0 = N +m(R12R" - Come. (4)

b) Que v. sea la velocidad minima para llegara x= 0
, implica que queremos que (x=e)0. Asique integramos (1)

con truce de mecnica

I'd=/



=> I'd = ridx
Ob

=> XV = R(X"-X: ) (3)

donde
, por pitagoras, sabemos que R= R14 + X." X:

"
= 3 R4

.

Entances
, imponiendo (x= to

=> 0-v." = 2: (0 - 3RT4)

=> V!= MRB
2

c) En (2) imponemos N(X* ) = O y reemplazamos "con (3)

(2) -> 0 = mIRIle: - Comepe



Control 3

P3

D

&
⑪

*

&

a) La posición de cada masa es Luego
F = 15 = = 10 to,

E = 15 xmg) - cosp + sing)
= = lp + 1 = v = lp - pp) + 0, 2

= mglsing +0
,2

= 1 = = - lop + 0
, 1

T = 0 == 0 + 0, 2
E = (1p + 19)xmg)- cosp + sindf)

= mgl (sing + cosp) z +0,2

El momento angular de cada masa es

= = 1 % xmg) - cosp+ sinp)
[ = mix

= mgl cosp +0,2

-

=> [p = mlpxlo = mlE + 0,
2 E = 0x (Fpared + mgg) = 0

+0
,
2

[8 = m(lp + 15)x1(p - pp) =2ml + 0. 2 =>mg(cosi +O
,

2

1,5

[n = ml * x- 1% = ml2 +0
, 2 c) Usando Lo = Er + 0,3

[ = m .0 x0 = 0 +0, 2 to = 4m1

=>= 4m +0,
1 => 4m = zg(cosp + sind

1,5

b) El torque de cada fuerza es
= p- (cos0 + sind) = 0 +0

. 4

en este caso ,
Fi son las fuerzas peso de cada masa

1
dicossin) = 15 at = %%ad

E = x Fext Integrando con=d

y la fuerza que ejerce la pared. Luego, el peso de -(sin-cosp) = 0
cada masa cumple que

xparte reposo

x -sing-o-cos)
=> g = -cosp + sing + 0. 5

& => p = 9 (sing-cosp + 1) + 0. 8

1,5

https://goodnotes.com/


a) Ahora, como Motcm = Fot

La posición de centro de masa

= Mtmir =m mi

= k((p + (p + ly + 1%

= [l(p + y) +0,3

=> vm = [l(p - pp) +0, 2

=> aim = [l) - p2p -p-p)

= te[ - (g + p)j + (j - 9)9] +0. 2

Reemplazando en la fórmula

#mze[ - (2+p)5+ (0 -p)] = 4mgg + Epared

con g = -cosp + sing y Epared = Fo + Fp

Por componentes ↓~ -2ml(+ %) = -4mgcsp + F
p (1)

↑ 2me(2) = 4mgsin + Fd (2)

+0, 3

Reemplazando &y
2

calculados

De (1)

Fp = 4mgcos-2m(sing-cosp+ 1)+2cosp + sind)]

= mg)4cosp-2 sing + 2cosp-2-cost-sind)

= mg (5cos-3sind-2) +0,2

De (2)

S + 1Fp = - 4mgsinD +2m(cosp +sing) (sind-cop (1

= mg)-4sind+ cosp + sing-Isinp +2csb-2)

= mg(3cos-5sind-2) +0,2

+ 0, 1

=> Fpared =

mg (5cs0-3sing-2)+ mg(3cosp-5sind -2)
1,5
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