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P1: Un resorte vertical de constante elastica k y largo natural D, tiene
uno de sus extremos anclado al suelo (origen del sistema) y el otro a una
masa puntual m. Esta, a su vez, sostiene a un segundo resorte, también
vertical, de constante elédstica k/2 y largo natural D. El extremo superior
de este resorte sujeta una masa puntual m/2. Sobre el sistema actia la
gravedad.

(a) 2pts. Determine el Lagrangiano del sistema en términos de las alturas
de ambas particulas desde el nivel del suelo z; y 25.

(b) 1pt. A partir de las condiciones gTLl =0, g—Z.Ll =0, % =0,y (’?TLQ =0,
determine la configuracién de equilibrio del sistema (2{, 29).

(c) 2pt. A partir de (b), defina nuevas variables §z; = 21 — 20 y 620 =
23 — 29, v deduzca las ecuaciones de movimiento que las gobiernan.

(d) 1pt. Deduzca las frecuencias normales de oscilacién e ilustre cémo
oscila cada modo normal.

P2: Considere una plataforma circular de radio R que gira con velocidad
constante y. A una distancia R/2 del eje de giro hay un canal por
donde circula, sin roce, una particula de masa m. En un cierto momento
se impulsa la particula desde el extremo del canal con una rapidez v}
respecto del mismo. En este problema no hay gravedad.

(a) 2.0pts. Determine la ecuacién de movimiento para la posicién z’ de
la particula a lo largo del canal. Ayuda: Note que la posicién de O con
respecto a O es B = (R/2)7/.

(b) 2.0pts. Calcule la magnitud minima de v{, para que la particula
llegue al punto central del canal (2’ = 0).

(c) 2.0pts. Si la particula se impulsa con el valor v} encontrada
en la parte (b) desde el extremo del canal, determine la posicién z’
donde la fuerza que la pared del canal ejerce sobre la particula es
nula.

P3: Considere un sélido rigido compuesto por cuatro masas idénticas m
ubicadas en las esquinas de una lamina cuadrada de largo ¢ sin masa.
Una de las esquinas del cuadrado permanece unida a una pared vertical
mediante una rétula, permitiendo que el cuadrado gire libremente, for-
mando un angulo ¢ entre uno de sus lados y la pared. En ¢ = 0, se libera
al solido desde el reposo, con ¢ = 0. Considere la presencia de gravedad.

(a) 1.5pts. Calcule el momento angular del sélido ¢/r a O.
(b) 1.5pts. Calcule el torque total que actia sobre el sélido ¢/r a O.

(c) 1.5pts. A partir de los resultados de las partes (a) y (b), derive la
ecuacién de movimiento que debe respetar el angulo ¢. Intégrela una vez
para obtener una relacién entre ¢ y ¢.

(d) 1.5pts. Calcule la fuerza ﬁpared que ejerce la pared sobre el sélido
como funcién del dngulo ¢. Exprese su resultado en la base {p, é} de la
figura. Ayuda: Recuerde la ecuacion Macy = F&F.
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Férmulas utiles
Relaciones cinematicas para coordenadas cilindricas:
F=pp+zi,  T=pp+pod+is,  d=(p—pd’)p+ (26 + pd)o + 22. (1)
El Lagrangiano para un sistema con energia cinética K y potencial U viene dado por:
L=K-U. (2)

Las ecuacion de Euler-Lagrange para la coordinada generalizada ¢; viene dada por:

d (0L oL
- o =0. (3)
dt \ 9¢; 0¢q;
La derivada temporal dee un vector unitario @ que gira con velocidad angular Q es
d -
£1} =Q X u. (4)

Recuerde las siguientes relaciones conectando cantidades cinematicas de un sistema inercial S con un sistema no
inercial S’: .

r=R+7", T=R+4+7 +Qx7. (5)
La segunda ley de Newton vélida en un sistema no inercial S’ es:

ma = Fop —mB—mQ x (Qx7)=2mO x5 —mQ x 7. (6)

El momento angular Lp y el torque 7p de un sistema de varias particulas con respecto a un punto fijo P, vienen
dados por

Lp =) mi(f; —p) x T, Tp =) (7i —7p) x F™. (7)
%

%

El momento angular Lo para un sélido rigido, con respecto a un origen fijo O viene dado por
Lo=MRx R+ MR x (O x #y) + Mihy x R+ 1o/, (8)

donde R es la posicién de O’ con respecto a O, y 7y es la posicién del centro de masas con respecto a O'.
Adicionalmente, recuerde que Ip es la matriz de inercia calculada con respecto al sistema S’ solidario al sélido:

/2 12 1o ’ o
. Yi + 2z ;%%2 —T;2;
_ . =112 =/ =/ _ . 1,0 / / !0
Io = E ms (||7"z|| -7 ) = § mg Ty, T 2 —Y:%; : 9)
. . ’ ol 11 12 /2
’ g —T;Z; Yz Tty



Sol P1: (a) L = 227+ 1 z2—§(zl—D)2 E(zo—21—D)?—mgz1 — % gz0. (b) 2= :—k(zl—D)—&—g(zg—zzl—D)—mg7

gz.Ll =mz, gzL =—k(z—21-D)-Zg,y :997' = %5, Luego: 20 = —32% y 22 = 2D—5ﬂ (c) Las ecuaciones de
3/2 —1/2

movimiento son §% + = 2m [3021 — 020] y 03+ £ = [=0z1 + 0z2). (d) La matriz de frecuencia es 02 = - < /1 1/ ),

de donde w; = % V wy = \/%". El modo w; es tal que si §z1 crece, dz5 crece el doble; el modo ws es tal que si

dz1 crece, dzo decrece en la misma proporcion.

Sol P2: (a) Se tiene R = (R/2)j’. Notar que 4§ = —Qd’, por lo tanto R =—-Q(R/2)% y R = —Q2(R/2)7.
Luego, la ec. (6) del formulario da m#'i#’ = §'N + mQ3(R/2)) + mx’Q%fc’ — 2mi’Qgy’. La componente z’ es:
i — 32’ = 0. (b) Integrando e imponiendo condiciones iniciales: i? — O3z - v62 — 302R?%/4. Sigue que
vh? = 302R2/4. (c) La componente 3’ de la ecuacién es: 0/ = N +m2(R/2) — 2mi’Qy. Usando la ecuacién de
la parte anterior (/> — Q22'° = v}> — 302R2/4) y la condicién N = 0, finalmente se obtiene: ' = R/4 (ocurre

mientras la particula va de regreso hacia el punto inicial).

Sol P3: (a) Tenemos 7y = £p, 7 = (p+Lp, 75 = L y 7y = 0. Luego: Lo = m(lp)x (Ldd)+m(Lp+Ld) x (Lpdp—Ldp)+
m(0d)x (—L¢p). Sumando: Lo = 4mel2pz. (b) Se tiene: 7o = mg(£p)x (— cos ¢pp+sin ¢¢3)+mg(£p+£q3) x (— cos pp+
sin ngzAS) + mg(&%) X (— cos ¢p + sin d)(;AS) Sumando 7o = 2mg€2(sin ¢+ cos 9). (c) Se tiene: ¢ — (sm ¢+cosg) =0.
Integrando ¢? = 9(1—cosp+sing). (d) Fom = 24(p + $). Luego dcn = 2¢€(¢ p) — ¢2£(,0 + ¢). La ecuacién
Mdcy = FE entonces adopta la forma: 4m1f[¢(¢ p)—d2(p+¢)] = 4mg(— cos ¢p+sin (bqb) + Fpared- Despejando
y reemplazando los resultados de la parte (c): Fpared = —mg(2+ 5sin¢ — 3cos @) — mg(2 + 3sin ¢ — 5cos ¢)p.
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P2

o Oovprenres dsg 45,4, % 3 ya pesto on Lo Ry
Lo pasicen de o poct{elo eerian

\ A I o \ A S e AL
R=x'x > (\\z O R XX

Paro depn R owpaives o get necial %(S@,lé 1,
entonces

g- Lm),ﬁ = $\=CR/2)4>&> > ﬁ=-(R/z>{p‘f41LR/n¢¢?

donce $=%. = $-0, o5t que

d

R = -Uz/zm:{v = (RS 8‘
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Lo. posicion de cada waso es

P3: Considere un sélido rigido compuesto por cuatro masas idénticas m
ubicadas en las esquinas de una ldmina cuadrada de largo ¢ sin masa.
Una de las esquinas del cuadrado permanece unida a una pared vertical
mediante una rotula, permitiendo que el cuadrado gire libremente, for-
mando un angulo ¢ entre uno de sus lados y la pared. En t = 0, se libera
al solido desde el reposo, con ¢ = (. Considere la presencia de gravedad.
(a) 1.5pts. Calcule el momento angular del sélido ¢/r a O.

(b) 1.5pts. Calcule el torque total que actia sobre el sélido ¢/r a O.
(c) 1.5pts. A partir de los resultados de las partes (a) y (b), derive la
ecuacién de movimiento que debe respetar el angulo @. Intégrela una vez
para obtener una relacién entre ¢ y ¢.

(d) 1.5pts. Calcule la fuerza ﬁl,,m.(l que ejerce la pared sobre el sélido
como funcién del angulo ¢. Exprese su resultado en la base {p, (,:)} de la
figura. Ayuda: Recuerde la ecuaciéon Mdgy = FEXU.

Lu.ego

fe0p >  #:083 1o, -
Co = 26 x mg(-cosgp +si )
R0 +08 > e AUPE-£8) +0,2 ? 35 #f rsngp
S . = wglang 2 o
A = #=-08p +0,1
ﬁ,: (o} = 17';,=0 +0,2 ts = (Q3+ﬁ?)" Mﬂ(—c°$¢p+3‘“¢¢)
= Q (sin (.13 ) 3 +02
El momento angular de codo wasa es . wgllsmg s cos #
2y N b 23« ma(-ws¢8+ sinp‘ﬂ)
93 Mr("‘ri = M32“¢£ +02
=) Zé: M,QFX 0_¢¢ = m!‘#é‘ +0,2 —‘g: OX(F;“.dnf Msg) = 0 +0,2
[3 = w(28+93) BB~ $5) -2’y § 407 S Bor LT - mgllagumg) & o
-~ —us]
L—.?g = MM*-M? = w2 +0,2 Usando Bd..i:l-@ = Lo +0,3
L4 wm0x0:=0 +02 a‘%[’, : 4.“1‘;33
IV W P Y S 4wlB2 - 2mgl (casg ¢ sing) 3
1=l
—us] 2
El torque de cada fuerza es 2 8 ’i%(“’”‘ +sing)=0 +0,4%
‘E:g s P e Pt Integrando con ¢=¢&$
o cdéd 19 . t /4
en este caso , Fi% con los fuerzas peso de cada wasol ¢3~7'5?(‘°‘¢ +sing) =0 /Sodt : Sod"
y lo ferza que ejerce la pared. Lu.ego,el peso de oo |P 9/ ,# é
cada wasa cumple gue ¥ |°-5'_-Q-(sm¢|° -m¢|o) 0O
8 1 %’-‘z_ 1 466" - %%[sinﬁ-o-wsg‘ +I] =0

, = §=-oos¢$+sin,lﬂ
Xd 8

+0,§

+0,&8

3 #:3(sing-cosg 1)
—Lus]
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Ahore. , como Masy Gem = F22
Lo posicion de centro de masa
fon * Fs L WiVi = am L
-3 (26+ 28403+ 03]
=z2(¢+§)
o B L0($8 -4p)
> din: 1(FF-F0-$5-7F)
- u[-(8 )6+ (8-#) 8]
Reempla zando en lo. Frmula
a1 [-(#53)5+ (#-#)8] = 4mad + Frared
con §=-cosff +sndB y Frared = Fof +Fs P
Por componentes
| -2mp (#+ 8) =-4mgeosg +Fp
Bl 2me(#-#) = 4mgsing + Fg
Reemplozando & y £ calewlados
De ()
Fo= dmgcosd - 2mt[ 3 (sing-cos g+1)+ J5 (cosd +sing )]
- mg( 4cosg - 25ing+ 2co5d -2~ cosg - sin g )
=g ( Scosg -3sing -2)
De (2)
Fg =-4mgsing + ZMQ[IQ_Q (cosg +5"‘¢)‘% (sing - cos 4 *')]
= mg (-4singls cosp + sinff - 25ingh + 2086 -2)

= Mﬂ( 3cos g -S.sinf—Z)

=) F-;und * mg (Scns¢—355u;{-z)‘3\+ ma(scosyi -Ssing - 2 )3
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