P1: Un anillo de masa m se mueve inserto en un alambre con forma

x?/L

de parabola descrita por la ecuacién y = 22 /L, donde L es una constante Y Yy
conocida. En el instante inicial el anillo se encuentra en el punto (L, L)

moviéndose hacia el origen con rapidez vg. Ademds de la fuerza que el J
alambre ejerce sobre anillo, actian las siguientes dos fueras: fv(y

Fl = —AT273,
Fy = A(y*z — 229),

donde A es una constante positiva conocida. Observe que F} es una fuerza

A 4
8

que siempre apunta hacia el origen. Desprecie la fuerza de gravedad.

(a) 2.0pts. Senale si Fy y F, son conservativas o no. Justifique clara-
mente su respuesta.

(b) 4.0pts. Determine la rapidez con que el anillo llega al origen.
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Tenemos \/Jl -4 Ki-Ki ,con Ki- MV,

El trabajo de R ode (LL) & (0,0) se puede coleular
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Problema 2

Parte a

Para encontrar las configuraciones de equilibrio podemos tomar distintas direc-
ciones,

Podemos comenzar desde las ecuaciones de movimiento que son sencillas
de encontrar haciendo los DCL, para la particula que se mueve en el eje
T se tiene

APz T
mﬁ:—k(x—L)—k(\/xz—%f—\/iL)W (1)

mientras para la particula que se mueve verticalmente

P’y _ o y

Una segunda alternativa es encontrar las ecuaciones de movimiento a
través del Lagrangiano del sistema, para esto notamos que la energia po-
tencial del sistema es

1 1 2
U= §k(x—L)2+§k(\/x2+y2—\f2L> (3)
mientras que la energia cinética viene dada por

1 1
K = §m$2 + imy2

tal que tenemos el Lagrangiano

1 1 1 1 2
L= gma® + smy? = Sk(@—L)° = ok (\/aﬂ Ty \/§L> (4)

Tenemos entonces dos variables ¢; = {z,y} para reemplazar en las ecua-
ciones de Euler Lagrange teniendo asi las ecuaciones de movimiento,

4 (ory or_,
dt \ 9q; dai

tal que usando (4) es trivial encontrar las ecuaciones de movimiento

miz — _k(z—L)—k (\/x2 Ty \/§L) e

Desde estas ecuaciones podemos imponer la condicion de equilibrio, esto
2z _ d%y _
dtz T dt2 T

(5)

0 lo que nos lleva al sistema de ecuaciones

0=—(e—-1)= (V¥ ~VaL) 2=
0=~ (VaZ v - vaL)

es




notamos entonces desde la segunda ecuacién dos opciones yeq, = 0 0

\/xqu + yqu = V2L. Considerando Yequ = 0 en la primera ecuacién se

tiene explicitamente

0=—(eq — L) - (meql - ‘&L) et

xelh

desde donde con un poco de algebra se tiene
L
v = (14 V2)

encontramos de esta forma un punto de equilibrio: (Zeq,, Yeq,) = (% (1 + \/5) 7O) .

Por otra parte si consideramos para la segunda configuracién de equilibrio

\/ T2 T Y, = V2L se tiene reemplazando en la primera ecuacién de

movimiento

0= 7(359112 7L)

entonces x.,, = L tal que reemplazando de vuelta en la restriccién | /x2  +y2 =
92 €q2 €q2

V2L — /L2 + y§q2 = /2L, elevando al cuadrado es simple despejar Yego

y encontrar entonces que ¥Yeq, = =L, teniendo asi dos configuraciones de
equilibrio mas
(Teqss Yeqs) = (L, £L)

En conclusién se tienen las configuraciones de equilibrio dadas por

(L, L)
(Tegs Yeq) = (L,—L)
(5 (1+v2),0)

Para estudiar si son estables o inestables podemos notar algo simple y
es que justamente en las posiciones (L,+L) ambos resortes estan en su
largo natural L y /2L respectivamente, es decir que la energfa poten-
cial del sistema estd en su minimo por lo tanto las configuraciones de
equilibrio estables son (L,+L) y bajo el mismo argumento el punto de
equilibrio (% (1 + \/ﬁ) 70) es inestable. Alternativamente si nos vamos
por el camino de mostrar estabilidad a través del potencial es necesario
calcular la matriz Hessiana y calcular los autovalores concluyendo asi que
si todos los autovalores son positivos entonces el punto es estable y de no
ser asi inestable.

Parte b

Para esto vamos a perturbar por simplicidad el punto estable (L, L) . Tenemos
nuevamente distintos caminos posibles,



e Un camino serfa ocupar directamente (5) y insertar sobre ellas las pertur-

baciones
v =L+ 6x

y=1L+dy (6)

e Otra alternativa seria insertar esas perturbaciones directamente en el La-
grangiano (4) teniendo asf las "nuevas” variables dindmicas (dx, dy) sobre
las cuales aplicamos Euler Lagrange y tenemos entonces las ecuaciones de
movimiento asociadas a las perturbaciones.

e Por ultimo una tercera opcién es usar la ”férmula” que vieron en clases
con el profe

1 9%U 1 9%U _
dt2 m Ox2 661' +o 0x0y 85y =0 (7>
d?sy 1 9%U 1 9%*U _
@ tm 0y? edy—’_ﬁ Bmayeé‘r_o

Voy a intentar desarrollar paso a paso estos tres caminos y mostrar que
llevan al mismo resultado asi ustedes puedan escoger el que mas les aco-
mode.

Camino 1

Tenemos entonces las ecuaciones de movimiento
mbsz :—k(z—L)—k(\/W—\/iL) NG
m% =k (\/x2—|— 2— \@L) \/w;jTyQ
con un poco de algebra notamos que se pueden reescribir como
mfzgz—k(x—L)—k<x—\/§L\/;Ty2>
m% =—k (y — V2L~

notamos que a la hora de reemplazar las perturbaciones el termino 1/4/xz2 + y?
nos va a molestar un poco, veamos paso a paso como se comporta explicitamente

1 1
Va?+y? \/(L+5z)2+(L+5y)2
B 1
VL2 + 622 + 2Léx + L2 + §y? + 2Ldy

1
V2L2 + 2L (6x + 6y) + 622 + 6y2
ahora como dz, dy < 1 entonces despreciamos los terminos cuadraticos, esto es
dz2,6y? — 0 entonces tenemos
1 N 1
\/a:Q + 92 - \/2L2 + 2L (0x + dy)




acd hacemos uso del Hint que nos da el profe en el enunciado del problema, nos
dice que recordemos lo siguiente

! 1 (1 _ ;)
VAte VA 2A
identificamos asf en nuestro caso A = 2L? y € = 2L (§x + Jy) entonces
1 1 ox + 4§
~ <1 _ oz y>) (8)
/22 + 42 V2L 2L

con esto ya estamos listos para perturbar las ecuaciones de movimiento. Inser-
tando las perturbaciones en (5) se tiene

2 T

mLE = —kéz — k (L + 6z — V2L (L + bx) \/(ng);wm)z)
d?sy _ _ _ 1

ms = -k <L + 6y — V2L (L + 6y) AT

reemplazamos ahora nuestra aproximacién (8)

maE = —ksw — k(L + 60 — VAL (L+0x) A (1- U520

m —k<L+5y V2L (L +6y) 77 (1_W>>

simplificando un poco se tiene

mE = —ksw — k (L+ 00 - (L+ox) (1- @520

m oy —k<L+5y (L + ) (1_W>>

Ahora debemos simplemente desarrollar el producto y todos los terminos cuadraticos
tipo 622, 6y2, 5zdy los despreciamos,

(Z;L = —kéz —k (L + 6z — (L + 6z) + 3 8z + 8y))
mL = —k (L + 6y — (L + dy) + 3 (52 + oy))

Finalmente simplificando la expresiéon encontramos las ecuaciones de movimiento
para las perturbaciones dx, oy

d25m+3k6x_'_ k6y20

2
“y+k5m+’f5y_o

dt?

(9)

Camino 2

Ahora vamos a a pescar las perturbaciones y las vamos a insertar directamente
en el Lagrangiano (4) , veamos que pasa. Tenemos entonces el Lagrangiano dado

por
1 1 1 1 2
L = §m$2 + §my2 — §k(f1} — L)2 — §k (\/.'1,'2 +y2 — \/iL)



tal que insertando
x =L+ dx
y=L+dy

se tiene

1 1 1 1 2 2 ?
_ - -2 - -2 2 - _
L= 2m(5:£ + 2méy 2k:(5x 2k (\/(L + )" + (L + dy) \/§L>

ahora nos aparece este tipo que molesta \/(L +6x)° + (L + 6y)° lo desarrol-
lamos de forma analoga al caso anterior despreciando todos los terminos cuadraticos
entonces se tiene

\/(L +62)% + (L + 6y)* ~ \/2L2 + 2L (6z + oy)

usamos el Hint que nos da el profe en el enunciado

VATen VA+ ——
2VA

identificamos en nuestro caso A = 2L? y e = 2L (6x + dy) entonces

(92 +dy)
V2

V(L +062) + (L +6y)° ~ V2L +
Reemplazamos en el Lagrangiano y se tiene

B N S R 2
L= 2m5:r + 2m6y Qkém 4k(5:c+5y)

Notar que en este camino estamos conservando terminos de orden cuadratico
en el Lagrangiano ya que al aplicar Euler Lagrange le bajaremos la potencia
en 1 teniendo asi ecuaciones de movimiento lineales que es justamente lo que
buscamos. Bien aclarado ese punto podemos reordenar un poco y tenemos

1 1 3 1 1
L — 2méi? 4 —méi? — 2ksx? — ~kéu® — =
2m(533 + 2m&y 4k:<5x 4k:6y 2k5m§y

y asi tenemos un Lagrangiano que depende de las variables dx, dy y sus primeras
derivadas. Aplicamos Euler Lagrange sobre la variable dx

4 (0L _OL _
dt \osi) ~ 90w

d*6x 3k k

tenemos entonces

Analogamente para la coordenada dy se concluye

25y k k
dtz + 5(5%‘4‘ 5(5y =0

obteniendo explicitamente los mismos resultados obtenidos desde el camino 1.

m



Camino 3

Por ultimo veamos el caso de la formula vista en clases

d*5z 1 9%*U 92U _
@ Tom da? |, o + m 8r8y oy =0
d?sy 1 8°U 1

@ tm oy? 5y + o axay &E =0

desde la energia potencial (3) es trivial encontrar las segundas derivadas como

sigue
2 2
N ).
2 72
%yU:k(]_— 2L (Jm_ y 2))

8z8y \/>Lk (z2+ 2)3/2

ahora evaluando en el punto de equilibrio (L, L) tenemos explicitamente

)

’U| _
2| =k (1- 9 (VoL - &

n| =k (1 gt (v2 )

’U _ L?
oxdy 7\/§Lk (2L2)3/2

con un poco de algebra se tiene

U | _ 3k
Ox2 - 2
e
Ul _ k
oy? | — 2

U | _k
Oxdy e_ 2

finalmente reemplazamos y notamos que se llega al mismo resultado

mE 4 ow+ foy =0
med + kéer ksy=0

Parte c

Definiendo el vector

podemos reescribir (10) como

7k 1
23 My e= (Y
dez T oam\ 1 1 0
Nuestra propuesta de solucién es entonces una oscilatoria tipo 7 ~ rge’! (o
puede ser cos (wt) o sin (wt) da igual, al reemplazar este candidato en la ecuacién



se llega a lo mismo) tal que reemplazando se tiene

(% %) m(E)-(0)  w

buscamos entonces una solucién no trivial, esto es que la matriz en el corchete
[ - -] sea no invertible lo cual ocurre cuando el determinante de dicha matriz es
nulo, por lo tanto tenemos la restriccién

—w? 0 k 31
detK 0 —w2>+2m<1 1)]0

podemos reescribir esto como

Bk _ 2k
det(ka‘*’ L 2m 2)0

2m 2m

desarrollando se llega a la ecuacion

E\2 E\*
4_4 v 2 2 —
o1 (5n) 42 (g) =0

una simple ecuacién cuadratica para w? entonces finalmente encontramos las

frecuencias de oscilacion L
2
— (24 2) .
w ( \f 2m

. . . A
Por ultimo necesitamos encontrar el vector rg, digamos ry = < Bi con
+

el subindice + indicando la frecuencia w? . Para encontrarlo necesitamos volver

a nuestra ecuacién (11) y reemplazar los autovalores que encontramos w? para

hallar su autovector respectivo. Usando wf_ = (2 + \/§) % se tiene

(57 &) (33)(50) = (0)

tal que reemplazando wi podemos encontrar lo siguiente

("8 e ) (5)-(0)

lo que nos lleva al sistema de ecuaciones

(1—\/5)%A++%B+:0

desde donde concluimos que Ay = (1 + ﬂ) B entonces el autovector asociado

awi es < gi > 5, < (1 +1ﬁ) > (12)



con By un factor de normalizacién despreciable. Analogamente se puede mostrar

que para w? encontramos el autovector asociado es

(& )=2(_aivn) (13)
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