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El brazo horizontal OA de la figura, de longitud L, gira en torno al origen O con velocidad
angular b = wyZ constante, donde Z es un vector unitario que apunta verticalmente hacia
arriba. El extremo A del brazo sostiene una plataforma horizontal con forma de disco, de
radio R y a una altura h, la cual gira en torno al eje AQO’ con velocidad angular Q= Q2
constante con respecto al sistema inercial fijo S. Considere como sistema no-inercial S’ a
aquel solidario a la plataforma, con origen en O’ y vectores unitarios &', §, 2’ (ver figura).
Inicialmente, en ¢ = 0, tanto el brazo como Z’ apuntan en la direccién & del sistema S. En
t = 0, una persona parada sobre la plataforma, libera en O una masa m desde el reposo
sobre la plataforma (es decir: 7 = 0 y ¢ = 0). Hay gravedad, pero no hay roce entre la masa
m y la plataforma.

(a) Escriba expresiones para las fuerzas no inerciales asociadas al sistema S’. Expréselas en
términos de las coordenadas (z',y’) y vectores unitarios 2’ e /' solidarios a la plataforma.
)

(b) Escriba las dos ecuaciones escalares que describen el movimiento de la particula para
ey

(c) Considere el caso particular €y = wy. Encuentre la solucién z'(t),y'(t) para t > 0 antes
de que la masa deslice fuera de la plataforma.

Figura 1: Pregunta 1
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Una varilla rigida, sin masa, de largo 3D, tiene dos masas idénticas puntuales en sus
extremos, y puede girar en torno a una rétula montada sobre un soporte (punto O de la
figura). La ubicacién de la rétula es tal que una de las masas se mantiene a una distancia D,
mientras que la otra lo esta a una distancia 2D de ella. El angulo entre la parte mas larga
de la varilla y la horizontal es ¢. La varilla se suelta desde el reposo cuando ¢ = /4.

(a) Determine el momento angular total Lo y el torque total 7o del sistema con respecto a

0.

(b) Encuentre la ecuacién de movimiento satisfecha por ¢. Determine el valor de ¢ cuando

¢ =0.

(c) Determine la aceleracién del centro de masas del sistema con respecto a O. Use este
resultado para encontrar la fuerza que ejerce O sobre la varilla cuando ¢ = 0.

Figura 2: Pregunta 2

Formulario

Sistema de referencia no inercial

La ecuacién de movimiento para el SRNI S’ es

mr’ = F —mR  —mOx (Qx7) —2mQx7 —mQx7
N~~~ N——
reales  traslacional centrifuga Coriolis Euler

donde
o F es la suma de las fuerzas reales aplicadas sobre la particula.
* R vector que va desde el origen de S al origen de 5.
e O velocidad angular con la que giran los ejes cartesianos de S” ¢/r a los de S.

e i vector que va desde el origen de S’ hasta la particula.

Auziliar 19 2


https://goodnotes.com/

Momento angular y Torque

El momento angular de una particula de masa m, con respecto a un punto P fijo,
se define como
Lp = m(F— Fp) X U

El torque debido a una fuerza ﬁa, con respecto al punto P fijo es

Tra = (F—7p) X F,

Asi, el torque total con respecto a un punto P es la suma de todos los torques indivi-
duales:

Tp = Z 7?P,a
usando la segunda ley de Neton, se llega a la relacién

d —
—Lp=Tp

dt

Auziliar 19 3

Made with GOodnotes


https://goodnotes.com/

El brazo horizontal OA de la figura, de longitud L, gira en torno al origen O con velocidad
angular & = w2 constante, donde 2 es un vector unitario que apunta verticalmente hacia
arriba. El extremo A del brazo sostiene una plataforma horizontal con forma de disco, de
radio R y a una altura h, la cual gira en torno al eje AQ’ con velocidad angular 0= Qo2
constante con respecto al sistema inercial fijo S. Considere como sistema no-inercial S’ a
aquel solidario a la plataforma, con origen en O’ y vectores unitarios &/, 9, 2’ (ver figura).
Inicialmente, en ¢ = 0, tanto el brazo como #’ apuntan en la direccion # del sistema S. En
t = 0, una persona parada sobre la plataforma, libera en O’ una masa m desde el reposo
sobre la plataforma (es decir: 7 = 0y ¥ = 0). Hay gravedad, pero no hay roce entre la masa
m y la plataforma.

(a) Escriba expresiones para las fuerzas no inerciales asociadas al sistema S’. Expréselas en
términos de las coordenadas (z',y') y vectores unitarios £’ e ¢’ solidarios a la plataforma.

(b) Escriba las dos ecuaciones escalares que describen el movimiento de la particula para
ey

(c) Considere el caso particular Qy = wy. Encuentre la solucién 2'(t), y'(t) para t > 0 antes
de que la masa deslice fuera de la plataforma.

Recordando lo ecwacion para SRNI

- ! - .
miz F-wml -m (H27') -2m A =7 - mQ *F

Como nos dieron las bases y origenes , vamos divecto a caleulor los vectores.

Posicion 7' de la moasa c/r a O,

= P x'% +y'y

A

Posicion R de ©' o a ©O. Definimos un vector auxiliar p y sea @ el dngulo entre P y .
R= Lp+hi 5 R= L#B - Lwed
5 R=-lwogp: -Lwip
Velocidad  angular Q que gira S era

A=Qo2 = W 2 > 0=0

Expresando todos los vectores en sistewma S' t>0 |
tenemos por geowetria gue de vista superior

t-0 Ay

} 20 L / Acopm“‘

los origenes
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Luego , es usar ﬁrigov\omefm’a tipica

p A-\z\ Pz cos(0-4) X' - sin (©-8) 9'
e dif), Ted_

Notar gue Oy B wo son conocidos pero se Pueden obtener del enunciado

wwﬁ‘f; /I:dt 2 $=wt
0.:% [t 5 e-nd
reemplozondo en ¢
p = cos (Not-wot) %' - sin (Qot - wot) y' = cos [(Qo-wo)t] %' - sin[(Qo-wo)t]y'

=

reemplozando en R
R:-lwip =- Lwo?{cos[(ﬁo-ub)t] %'~ sin[(Qo-wo)t] 9'}
Ast, obtenemos cado. fuerza Ficticia.
R = +mLwet{cos [(Re-wnlt] % - sinl(0-wo)t] 7]
—mQ (A7) s -m Qi x (06 d' % (xR ! 9"))

-onz s'x ( X|;|" y.;‘\l)

u

_mQZ(-x'a'E‘-y'?')

W\Qoz ( x|£l+ YI?I)

“2mQo 'x (X%'+yY")

]
N
3
o}
X
e

1]

‘Zon (x| }u‘ yl £.)

ZMQO()"')?." x' 9')

-mOxP = -mOox(xXR+y§') = O
Para, obtener los EOMs , necesitamos descubrir el tormino foltante F de lo ecuacion . En este caso,
F- -mgi' + N2 = (N-mg)i'
y podemos reewplo.zar

m(xz'+yy') =(N-m3)£'+ m Lwe {c,os [(Q0-wo)t] 2-sin [(No- wo)t]f'}+ me(i2'+ y'?') +2m Qo ()"‘)'c"- x';')


https://goodnotes.com/

Por componentes
ﬂ i = M Lwo'cos [(Ro-wo)t ]+ MOQsX +2m ey & %'= Lwo'cos [(Re-wo)t]+ 05 % +2.00 y

F'] Wy cvh Lwosin[(Qo-wo)t] + WiQay'- 20 & ' =-Lweisin[(Qo-wo)t] + QFy'- 2Q0%

ﬂ 0= (N'IMS)

Considerando Qo=Wo luego Qo-wo=0 y las ecuaciones se simplifican en

%' = Lwo'cos [(Re-uwo)t ]+ ndx +2 00 y %= Lad'+ 5% +200 y
&

§' =-Lwotsin [(Qo-wo)t] + Q3y'- 200 % ' Qdy'-2Q0%

y se puede vesolver segun lo a.prev\ohdo en EDO (creo ? no estoy muy sequro )

W-adx'-29y'. LOG
9'-&3‘)"& 2% 0
... pero no wme ocuerdo como hocerlo , osi Q,ue vamos Por otro comino 'fl'sico.

Lo condicion inicial de lo wasa es (t=0)

S 7=0

3 =0

x'(0)= y'(0)=0
x'(0)= y'(o0) =0

Usando el sistema de referencia inercial 5 , tememos que lo. posicion de lx masa es

W= w(]é - g r 8 R + o
! g I e el
A

< &

donde R=*Lp +hé y expresando P en sistewma I,

i,‘: cos ¢ X +sin P 'y\ = Cos(Wo":))I(.\+5in (Wot);

> R: L [ cos (wet) % + sin (wot) }‘] +hi

En t=0 , la particulo. estd en

#(0) = Rlo) + 2'(o) = L[ cos(wod) X + sin {wo-0) §1+hd =024 ns

Povr otro lodo , la velocidad inicial es ( segun )

V;“(O)‘ é.(o) + ?'(0) ﬁ'{’. [ cos (Wot) X + sin (Wot) ?] +h2 } (o)

n

Lwe [-sinluwe0) +costwet) §1 = Luwo §
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Es decir , en el instante O , la. masa tiene una velocidod inicial (en 5) igual a lo velocidod
del centro del disco ( porgue F'(o)=0),

Luego, al no presentar fuerzas reales en ? (sélo existe M§ y N , pero estan en z ) ) quiere
decir gue NO hay oceleracion en el plano horizontal , ast,

F=0 2 Flt) =F0): Lwy

De esto. formo , se obtiene un wovimiento rectilineo uniforme (MRU) , pues la inica velocidad
que existe es comstanfe (Lwe) y va en y (gue mo waria en el tiempo ).

> Plt): Plo) + t-Fl0) = LR+ he+tlwey

A

Expresando %X ¢ y en funcion de x' e y', a partir del dibujo gque hemos hecho

X' Qo=Wo Al 2! A Al
N e—; Yy <@ /N %< cos O X'-sinBy' = cos(Qot)x - sin(Qet) y'
y 8) ) '}= sine X' +c0s0 §' = sin(Qot) X'+ cos(Qot) y'

Reemplozando en FI(t)

Plt) = L [cos(Qot)x' - sin(et) §'] + h + tluwo [sin(Qot) £'+ cos(Qot) 7'

Ahora. , recordando gue nos piden x' e y' , notamos gue podewos expresar el mismo r, pero
con las bases del sistema no inercial S'

P: ReP' = Lp+hd+x'+ y'y
downde p ya lo hewos colcdado en fumcion de %' e §'
F - cosllOo-wn)t] % - sin[(Qo-wo)t]§' = &'
reemplo.2amos,
Flt): Lx+hd+x '+ vy

Finalmente, iquolando (1) y (2) y sepavamdo por componentes , llegowos o

A

L[cos(aof.) —sin(notjy'] +h+ tlwe [ sin(Qot) +cos(no£)9'] sLr+hd+o 2 + y'y
9.' 'x'(f) = LCosl-Qot) + tluwe sin (Dot) -1L

' Y @) = -Lsin(Qot) +tlwocos(Qot)
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Una varilla rigida, sin masa, de largo 3D, tiene dos masas idénticas puntuales en sus
extremos, y puede girar en torno a una rétula montada sobre un soporte (punto O de la
figura). La ubicacion de la rétula es tal que una de las masas se mantiene a una distancia D,
mientras que la otra lo estda a una distancia 2D de ella. El angulo entre la parte mas larga
de la varilla y la horizontal es ¢. La varilla se suelta desde el reposo cuando ¢ = 7/4.

(a) Determine el momento angular total E@ y el torque total 7» del sistema con respecto a

0.
(b) Encuentre la ecuacién de movimiento satisfecha por ¢. Determine el valor de ¢ cuando
¢ =0.

(c) Determine la aceleracién del centro de masas del sistema con respecto a O. Use este
resultado para encontrar la fuerza que ejerce O sobre la varilla cuando ¢ = 0.

Calculomos 'EI, y f:, por definicion

19 2p_ &€
e #x i, ,
) ZLQ,,, ZW‘ xVy L? ¢
Tpr YBoi = LArE
e D
Definiendo ¢ apuntando hocio. lo masa W, m
lo. posicion y velocidad de cada wmasa es
v o= ‘Dé‘ = \-’tﬁ ‘D¢a
?&= ZD€ = ffls ZD¢¢
reemple.zando  en  momento angular
o= w (-Df x-D#3) = mDgk L. )
_‘0 = L01 e LO; S MD2¢ k + W\"’ﬁ# k
Lo, m(2Df » 2D#8) = m4Dgk - o
Lo = SmD'Pk

Powa. torgue , primero identificomos los fuerzos con DCL

%} para. ambas masas
D

my - mg(-sin¢6-005¢ 2)
= -mg(smBf +cosg F)

Lueso el torqu.e de cada fuerza

‘E\“g|: -Dﬁx—mg(sin)&$+cos¢ ?) = Dm3m¢ k
E“Sf ZDﬁx ’Mj(sin)ﬁ$+ws¢ ?) : 'ZDW‘SC"S¢ k fu‘ éw«g-*’ {msz"' frov
EFov: ol"\‘ﬁov =0 J 'f‘o=-0m3ws,d£
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Las ecuaciones de wov. se obtienen a partir de dtlo= % , donde
&t Lo - £ (smD'gk) < SwDBL

iqualando a%‘fo = o
SWOBL = - Dugeospk & F+ghawsg=0

Ahoro. , nos piden g(g=0) , por lo que hoy gque obtener ¢ o partir del EOM.
#+ g5 osd =0 /#

imponiendo c.i . $l0) =3 , g(o)= 0

_zl¢l(o)+§ss;“(¢lo)) = A = 336% =) zlﬁz«l- §$D_SM¢ = —Q—E

o FB(E- )
#

Finalmente
¢(0)= —/g—g(%- smﬁ) = - /%

iy | -
El centro de wmosas esta dada por Yewm*® M_tdzmi'i , en este caso

- |

Cem = m(W\(’Dﬁ) +W\'2D?) = JZ.DF = ch = %D¢’3

Finalmente , por 2da. ley de Newton
Z = ext
Meot Yom = Ftot
en este coso ,

- ext > > =3
Ftot & Fuﬂn + Flhga. + Fov

-mg (sinpp +cos@ F)-mg(simBp +cosg ) + Fpf + FgP

-zmg( smBp +cosd ?)*FP? + Fg

(FP- stsin¢)§+(l‘-¢-lm3ws¢) B
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Reewmplozando Fom y ft::t en (%)

Zin (2088 - 108 ) = (Fy- 2gsing) p + (Fy - 2ugcos ) B
por compo nentes

ﬂ ~MD¢Z=FP-2M35M¢

il mDﬁ‘ = F¢-Zm3ws¢

reempla.zando 8 y 8 caleulodos en () y (2)

~wDZ (E-sing) - Fp- 2ugsing Fp: 2wgsing - mD 33 (1 - sing)
= 6=)
_MD% cosd = Fg - 2mg cos @ FS‘:zmgoos?f—ng% cos #

cuando $=0 , sing=0 cos® = |

Wz | 7
S

FP: ZW\SSM#—MD%—?,(%-S&Aﬁ) ='MDS_D = - IM5

]:¢=2.M3w$¢‘—m03%605¢l = ij—-g-M3 = %""3
= Fou (#:0) = Folo)§ + Fg(o0) B
=-‘%mgé\+ %"“ﬂa

fov(¢=°) = é"ﬂ(qa_ﬁﬁ)
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